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I—Introdugzo;

0 eéstude da Dindwmica Classica fol iniciado por Newton com
as trés leils bidsicas do movimento, baseadas na suposigEo da
existéncia do espaso abscluto & do bempo abscluto. Tal limitasEo,
porém, n3o chega a ser um impecilho 2 sua utilizagdo na técnica.
Ruando devem ser rescolvidos problemas nos quails entram efeitos

gravitacionals, adota-se, além das trés lels de Newton, a 1lei de
Newton da gravitag3o.

0O objetivo da Dindnica € permitir predizer a evolugEo de um

sistema mecdnico no tempo, sendo dadas as condigfes iniclals e as
forcas que agem nesse sistema, ou inversamente, sgendo dado o
movimento do sistema, determinar as forgas que o produzlram.

A formulasEo matemdtica para o desenvolvimento do assunto
pade s&r conseguida de duas maneiras: utilizando o método
vetorial, usado por Newton, que da énfase as quantidades vetoriais
forga & acelersgdo; usando o método analitico, em drande parte

devido a Lagrange, o qual aborda principalmente as quantidades
escalares trabalho e energia.

O primeiro método € mais fisico, e geralmente pozsul
v.ntagens em situagles nas quais estdo presentes forgcas
dissipativas. 0O segundo, mais matemdtico, € comumente atil no
desenvolvimento de resultados gerals poderosos.

IT~As leis basicas e os sistemas de referéncia:

A primeira lei do movimento afirma que: "um corpo quse ndo
exstd zob agfSo de nenhuma forga permanece em repouso ou continua em
movimento uniforme em linha reta”. Esga assertiva & também
conhecida como lei da inércia, sendo inércia aquela propriedade do
corpo que exige a necessidade de uma forga para modificar seu
movimento. Massa inercial ¢ a medida numérica da ingércia. A
comprovasdo  experimental dessa lei nEo ) possivel, pela
dificuldade de se atingirem as condigBes de +tobal auséneia de
forgas sobre o Ccorpo. :

. Para se analisar o movimento de um corpo, € necessario
escolher um sistema de referéncia, o qual € asgssumido rigido, &  em

relacfo ac qual szeja pozsivel medir o deslocamento, a velocidade,
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ete., do corpo em movimento., A lel da ingrecia divide oz possiveis
sizstemas de referéncia em duas classes: por exemplo, suponhamos
ague a lei da ingércia seja valida em um certo sistema de referéncia
5; ent3o ela deve zer valida em gualsquer outrog sistemas de
referéncia gue tenham uma velocidade constante em relag8oc a 8, o=
aualis 880 denominados sistemas inerciais; no entanto, a 1lei é
falsa em qualisquer sistemas que estejam em movimento aceleradoc en
relasdco a S (por exemplo, com movimento rotativo), que =s3c ditos
sistemas n3o inerciais. Como consequéncia, qualgquer um da
infinidade de sistemas inerciails de referéncia pode zer
considerado em repouso, enguanto todos os outros estio 1
movimento retilineo uniforme em relag8o a ele. Az esquacBes de
transformasdco, que permitem correlacionar as observasOes relativas
a dois sistemas inercilalis de referéncila, podem ser deduzidas da
segundsa lei do movimento.

A segunda lei de Newton afirma que: "a forga agindo sobre
um corpo € igual a variag@o da szua gquantidsade de movimento em
relacdo a um sistema inercial de referéncia”.

A leil pode ser expressa na forma:

=

d mv) = F
dt (1}

*

gue nos casos de nmassa m constante se reduz a:

=

—
m.a = F (23
onde a € a aceleragdo da massa,.

A terceira lei, lei da agfo e reagfo, afirma que: "a forga
com gue a massa 1 age na massa m € igual em grandeza, tem a
mesma direcSo & sentido oposto & forga com que mi age em I
também € necesgaria a asserhbiva adicional de que essas forgas sejam
colineares.

S5er8o apresentadas agora as equagSes de transformacZo,
abravés das guais =8cg correlacionadas as  observasSes de um
movimento em dois sistemas de referéncia. :

2e uma massa em movimento € localizada velos raios vetores
r{+ e rz em relagic a origem de dois zistemsas inerciaisz 52 e 52
respectivamente, e se além disso, 82 tem um movimento em relagsZo
a S com velocidade v constante, entfo segue que:
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r, = tz.v +r, + Cte {3}

onde t1 e t2 s20 os tempos medidos em S5t e 52,
(5567 o~
Srreade; w5 equasfes de transformacdo, as constantes
dependem apenas da espolha da origem,* 42 transformacSes =8¢
chamadas traasformegted’ galileanas; € clarc que a aceleragdo € um
invariante nessas transformacSes. ,

As equagSes de transformacio entre um sistema inercial de
referéncia e um n&¥Eo inercial =8¢ conzideravelmente mals complicadas
que as edquagtes (3). Sua dedugdo € facilitada pela aplicagEo do
seguinte teorema: Em um triedro de referéncia 32, o gual possuil
uma velocidade angular @ em relacfo a wum sistema S1 de mesma
origem, & variasc3o com o tempo de qualquer vetor A como medido em
Sz € relacionada a2 variacSo em 51 pela expresszEo: ’

- -
dA da =% o>

= Ee— + wox A (43
dt 34 dt Sz

A interpretagioc da equasdo (4} & evidente. O primeiro termo do
lado direito representa a variasgfo de A em 8z, snguanto o segundo
corresponde 3 mudanca de diregfo devida 2 rotagfo do sistema.

B2 B+ & um sistema inercial de referénecia e Sz m
sistema rodando em relagZo a ele, como explicado no teorema
anterior, 832 sendo portanto um sistema nao inercial, a

substituicio do vetor &£ pelo vebtor posisZEo r na equag3o (4} leva
a:

—3 —> —>

[#%]

= v

—3
abs rel r

X

(5}

Na equagio (5) vabs representa a velocidade medida em
relagdo a 51, vrel a velocidade relativa a B8z, & (w x rj a
velocidade de arrastamento de um ponto rigidamente ligado a Sz, A
equacdo para ags aceleragles ¢ obtida por melio de uma segunda
aplicas8c do teorema, como segue:
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—% 3 —p — —y s -
E]-'—- Va‘os] = e rel w * r | + > ( ret+ wxr
dt S +
S8z
—3 —3 —3 — — 3% — —
= & + w x r + 2w x v + WX E» P ) {8}
abse rel rel aﬁ7 o
o 9 G
. . 4 ) . /\\/’/; Z
onde (w) € a derivada de w em gualquer dos dois 51stemas, A e

interpretagio fisgica da equegdo (6} pode ser mostbrada na forma:

— —3 — —
a = 7 + a + a {73
abs rel arr cor

onde acor representa a acelerasEo de Corioclis 2Z.@ X wrsl,

O resultedos (5} e (7)) constituem as equasles de
tranzsformasfo entre um sistema inercial de referéneia e um nio
inercial.

Asgs modificasBes requeridas nas eXpressSes acima, para o
caso em qQue o sistema 52 esté em tranzslagfo além de rotagdo
relativamente a 51, s8o feitas facilmente. Por exemplo, se D{(t} &
o vetor posicEo da origem de 52 em relag®o a- origem de &4, a
equacio (5} € zubstituida por:

ol —3 d = —s =3 7
= - z U+ W g
Vabs vrel + dt D o texor 4 e (57}
ol
e consequentemente, a esquasdo (7)) fica:
— —> d {d s — —3 (—9 —a) — ,
= e B are (53] = (S I 4
obs B el + dt[d't‘—ﬁ] + ro 4+ w xr + 8o (77}

S 1 - Pl
om¢é (27X77+MJX@3X;)455¢%84/1 g

Na pratica, & decizsfo do que pode ser congliderado como
sistema inercial de referéncia depende da precisfo desejada nsa
analize. Bm muitos casos, um conjunto de sixos rigidamente ligados
a superficie da terra & suficiente, embora tal sistema seja nio
inercial pois toma parte na robesfo didria da terra em  torno de
seu elxo, bem como na rotagfo anual ao redor do sol.

III~-Dindmica de um sistema de massas:

A localizacio de um sistema de massas ho espaso, envolve a
determinascio de um certo ntmero de varidvels fungfc do tempe. O
nimers minimo dessas variivels, que nEo pode ser reduzido sem &
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imﬁggZiﬁa4xiAé%;m§§£, & uma caracteristica do—sistema, que &
denominada ndmero de graus de liberdade do sistema. Uma massa
pontual livre no espago tem trés graus de liberdade. O zistema de
duas massas livres no sspaco, mas sujelitbas ao vinculo de que a
distancia entre elas seja constante, possul 5 graus de liberdads;
€ claroc que a presencga de vinculos diminui o ntmeroc de graus de
liberdade do sistema.

Na anédlise de um sistema de Mmassas existenm trés
possibilidades. Em primeiro lugar, o sistema pode congistir de um
ndmero pequenc de massas e portanto seu ndmero de graus de
liberdade serd pequeno. Em segundo lugar, o sistema pode s=zer
formado de um grande ndmero de pontos de massa sujeitos a um
grande numero de equagBes vinculares, de modo que o ndmeroc de
graus de liberdade do sistema seja pequeno. Isso acontece no caso
de um s61lido. Finalmente, pode ser que o vinculos em um =2istema
gue contém um nUmero muito grande de massas nZo sejam suficientes
para reduzir sensivelmente seu ndmerc de graus de liberdade. Este
caso € tratado em MecAnica Estatistica, onde oz graus de liberdade
san reduzidos por metodos estatisticos.

A seguir derivaremos oS resultados fundamentais
relacionados 2 dindmica de um sistema de massas. Assume-se que 0O
sistema seja constituido de n massas constantes, mi(i=1,2,...n}. O

vetor posisg8o de m relativo & origem do sisbema de referéncia
inercial pode ser chamado ri. A forca agindo em m € representada
na forma:

5 inerc ¢'a/ (83

onde Fe €& a forga externa ac sistema agindo em mi; Fii € a forca

1 . . .. . .
exer?ida em o por mi e Fii & identicamente nula.

i

AR & posiopv .
i%;‘W 2 55 ) Q’éeVTmeﬁ%e do centro de massa de um sistema pode s=er
determinada a partir da mevimento de todas aszs massas do sistena,

através de: Poss D
n
~ -~ X
Mo.r —iZIQ.rL (93
14
onde M € a masza total do ziztema.
O movimento da massa m em relagZoc ao triedro de

referéncia inercial € determinado pela agaagaﬁﬁ,zgga‘aglbbuébn oo sepue,
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¢]
d vy = 72, + ‘%?. (10}
a‘_’El 1 LJ 1 jé‘i 1} 1
Somando-se n equagBes desse tipo, vem:
N — T = .v% =
d fmv., } =} Fe + F {113
A dtt ] T4 T i,éijéi v
E d (m‘?;J = Fe (11a)
L&y —d-.Tb- L L
Uma vez que
I8} h-——-}
ZFi_ = O
= R o2 | :

pois pela terceira lei
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onde Fo ¢ a resultante de +todas as forgas externas agindo no
sistemna.

Derivando a equasgdo (3} em relaglo aoc tempo, obbemos:

3

— o ) -
M VY, T I, V. {12}

e portanto a equasEo (112) para um zizstema de mazsa constante se
torna:

M.d v =F (13)

o que prova o teorema: "0 centro de massa de um sistema se move
como se toda a massa do sistema estivesse concentrada nele, e a
resultante de todas as forgsas externas também agindo 12", Essa
conclusdo, obviamente, & véliq§«§§£§ um corpo rigido.

% oty e

Duas integrasSes da equasio (13} diEo resultados muito
ateis (equasBes (14} e (15})):



Jt%g.dt = {M GZ]t - [M-?é]t. (143

A integral do lado esquerdo ¢ chamada impulsoc da forga
externa, Esss equaglo mostra aque a variasfo da quantidade de
movimento do centro de massa € igual ao ,impulso da forca externa.
Izto leva ao Leorema da conservagio da quantidade de movimento: "A
quantidade de movimento do centro de massa & constante se a
resultante das forcas externas que agem no sistema ¢ nula’y o0
aipda, quan se cogsidepya a equagdo (12):/ "A ,Quantidade e

/yé%imentodaﬂxzzd?/ggst 8 & oonz}ﬂgte se a/fésulrante dgg?fopéis
externas Adue agem’'no si¥stema € nylsa” / /

* 7

Uma outra integragio leva a:
M [G*.G*] (15)
i

que & o teorema do trabalho e’energia: "0 trabalho realizado pela
resultante das forcas externas agindo no centro de massa € igual a
variacio da energia cinética do centro de massa”.

Em certos casos a forga externa Feo pode zer o gradiente de
uma quantidade escalar V, gue ¢ funcio somente da posicEo. HNesta

situacio,
Fo = "5_2
érc
e a equasdo (15} toma a forma:
{1 2 _ 11 z
[Gw v+ v)z - {5 MoV o+ v)i (18}

Se uma tal fung8oc V existe, o campo de forgas & dito conservativo,
e a equasio (18} representa o teorema da conservasdo de energia.
Léiwwggzj

A energia cinética de um sistema“ ¢ a soma da enerdia
cinética de suas massas individuais. No entanto, € possivel reunir
essa soma em uma forma que frequentemente torna o cdlculo da
energlia cinética menos difiecil. A energia cingtica total das
massas em seu movimento em relagdo a O



(17}

5 inercial

onde o € o vebtor posicdo de m en relass3o ao centro de maszsa C do
sistema. Portanto:

1 % —% —3 —s Sy 1 s
T = éz (mh.vc.vc] +_z (mhvc pl] + —éz [m N pL]
1 =4 1 =1 L =4
masg
S, =21 - 3
mo, o, = Q
i.éitl]' V"J
L s )
oy definicldo de centro de massa, Ent3o,
2 T _,__’2
T = 1.MvVE o+ 1 [m. B ] (18)
—2* < . -2- in 1 1 5

o que prova o teorema: "A energia cin®tica total de um zistema de
particulas € igual a enerdia cinética do movimento do centro ds
massa, mails a energia cinetica do movimento em torno do centro de
massa’. - ‘

No caso do sistema ser um sélido,
—> —
w e

~

—>
o) =

e a express3o (18) toma a forma:

2
T:i.M.v2,+1J{aT’><E"] . dm
— C —
2 2 JM
mas
—-3 — —s  —3 .
WX = wW.g X P ou ainda
— —3 —>
W X p = w.R.e¥

onde R €& a disténcia do ponto ao
s, ./ eixo de rotag3o, pelo centro de
& nerera massa. Portanto:




T=1.M .VZ + 1.7 Ew.Rgz.dm ou ainda
5 3 Ju

T= 1.M.vV" + 1.1 .6° (19)
] “ z °

L /75«25'5"’
onde Ic € o momentg de ingrcia do corpo,em relag3o acym eixo  pelo
centro de massa, <s=eual Lem a direg3o do vetor velocidade angular.

Ainda no caso de um =6lido, =& o mesmo tem um ponbto
instantaneamente fixo QO & um vetor de rotagio w, podemos escrever:

=1 [ 7). an
2 M

i

W

©

—3 — — —3
mas Vo=V, fexp
onde v. =0

(s]
e portanto v. v o= Ew.Rjz
Neste caso:
S l‘werua/ 2
T = Iow {20}

1
2

/7

¥

onde Io\/o momento de inércia do corpo em relagfo aoc eixo
instanténeo de rotagfo. Se o eixo de rotagZo € fixo no corpo, lo &
constante, se n3o, varia de instante para instante.

Vamos relembrar, agora, o conceitc de momento angular de
um sistema de massas.

Cada massa m do gistema tem associada a ela o vetor
quantidade de movimento mivi, O momento da quantidade de movimento
em relagdo a um polo 0O € o momento angular dessa massa, que pode
ser representado por:

-3 —3
. X m.v,
T L x

O momento angular do sistema de massas em relagc a um polo
inercial 0;/Q;ﬁ:
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n
A Ces —7 -
H = r. X m.v, Segue que
o iié Ui AN
=% T (s —3 n — -3
Q_HD = z [r.L X omv ot o+ z r, Xy, , .
- . at L =4 1= —_ = A
»Vrcm/ ) . e ¢
> s o 2% e v ot ot

onde 0 segwmrdto termo~da equasio acima € nulo, pois O & inercial’’
Otiligando a eguac8o (8), obtemos: '

Ty is)
= r, X YF . o+
(o7 . 1 L]
1231

iz i

T, x Fe (21}

>
%

Du}Qa
ct

Admitindo que a terceira lei de Newbon implica tambem na
colinearidade de Fij com Fii, e que a linha de 2550 dessas forgas
coincide com a linha que liga m a mi, izto € |, que as forcas
internaz =s&o forgas centrais, a dupla somatdria da equacio (21} se
anula e obtemos:

™
A W -t
d H = r. X Fs, Portanto:
-d-—_EO "LéiL° L .
=3 > 3
d H =M {28}
}EO [e)

onde Mo representa o momento das forgas externas em relagZo ao
paloc O.

A extensfo que ze segue desse resultado a certos polos nfo
inerciais ¢ muito Util. 8Seja A um polo arbitrdric com vetbor
posigciao a em relagdEo ao polo inercial 0. Be pi ¢ o vetor posisZo
de m em relasSo a A, =egue:

T i
R —3 — = — - —5
Hﬁ = EP.L X M.V HA = 2 [ri - 4 ] X om .V,
=1 1 =4
Portanto: ﬁ: = ﬁg - ax M v, ou derivando:
dH =dH -2 xM.v, -8 xM.v,
dt +
ou dH =M -axM.v, (23}
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Se: .
1y da/dt= 0 , isto &, o ponto A € fixo em relagcfo a O (sistema
inercial), ou
2} da/dt & paralelo a v, isto €, o ponto A e=std s movendo
paralelamente ao centro de massa, ou € o centro de massa, ent3o,
vale a equasEo:

= =
d # =W (24)
dt A A

Os resultados precedentes estl3o resumidos no seguinte
teorema: "A varias8Eo no tempo do momento angular em relacfo a um
polo & igual ao momento das forgsas externas em relag3o aquele
polo, se ¢ polo € inercial, estd se movendo paralelamente ao
centro de massa ou € o centro de massa, Como corolario do teorema,
rode—-se mostrar que o momento angular em relagcfo a um polo
rermanece inalterado se o momento dazs forcas externas em relagZo
ao polo & zero.

E valido ressaltar que as expressSes do momenbto angular
ate aqui utilizadas exigem o uso da velocidade absoluta de cada
ronto de maszssa, mesmo quando o polo do momento € n3o  inercial.
Muitas vezes entretanto, & g;cesgario considerar o momento da

- . drvn Fon DA CF " . -
guantidade do movimento Eﬂié%iﬁa para simplificar o ecdlculo do
momento angular. Neste caso, sendo A o polo arbitrério de momento
obtemos :

n .
g - Va? .
H = 2P X m.ey
rel 13X1
mas . Y
— — —
P, =T —a portanto:
. n
i =80 + ax E m .o ou
A . Ta L Py
rel i =
= =3 Ly R
HA - HA toa X i
rel =
i
M€,
= Tad 3 B — — —
s By = o B + & ymfE -2 + 3
t rsl dt 174

Usando (23} & a definigdo de baricentro, a ultima expressfo se
reduz a:
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dE =W+ M.a"x['f:-a"] (25)
dt " rel :
A equacfo acima € usualmenbe apresentada como sendo a forma
geral do teorema do momento angular.

e o ponto A é o centro de massa C do corpo, ent@o a
equasdo (25} =se reduz &a:

= —s

“‘EH}?P N Mﬁa‘”/

el

Qul L

aque frequentenente simplifica o cdlculo de Ho,

Ds teoremas anteriormente discutidos valem também para um
z6]lido. No cazo de um polo de momento pertencente ac corpo, as
equascBes se simplificam como segue.

— 53
« {w X p} dm (26)
Yamos calcular 5¢ ® f5+ ® Eé] utilizande o sistema de eixos

{fex, ey, ez} /W/Jg &y LAY



f—-—-> ——ﬂ r rz 2] —
o'x lwx p = P+ ) mwpEep —RpEo e +
= L = L xwy 4 vV ox Y z ® oz *®
2 2] Y —
+ r_..{;\) Fal Faa ) + w rr'ﬁ + s — fed ) )
l_ xx Ty v Yy Fed zr’y‘pz‘ 'Ey +
I —
+ o p - wp g +w(pz+,o2 'ez
¥ R = v Yy oz = 3% ¥
I
Lembrandoc que:
2 2
J = r 2+ p 1.dm
X K JH v z_j
(27}
- Y
ny J; Vx.py.dm
vemn
=¥ - —
H = ( J e - J e -] | w ].e +
A HR X Xy v Mz -4 ®
rel
—_
+ [—J W+ w o= LW ),e +
Xy 1S Y vz' o=z v
——p
+ (-J o -J & +J .w}le
l_ HZ ® vz v zZ z)_; =z
que pode ser escrito como:
W
~j "‘-.I '—J w
AX HR Xy HZ b3
= {—=J J - L
Ay xy vy vz Y (293
H ~J —J o w
Az RZ Vz ZZ =z
=P —>
HA = [ J ].w {30}
rel
Devemos notar que Ha e w 8o vetores e [J] um operador
linear que leva w em Ha. Se alterarmos o sistema de coordenadas,
as componentes dos vetores mudam mas eles n8o; vportanto, [J]1 € um
tensor, denominado tensor de ingrcia, JUma vez que o tensor €

simétrico & os termos da diagonalV%84 positivos, pode-se provar que

existe um sistenaﬁ%ﬁ
inéreia nulos, B Hort

e

mabriz diasgonal (equagio 32}.
L) -

f
J4
.t

e%gos tri-ortogonais gque torna os produtos de

Ladsd

anto a matriz dos

oomponentes do ; em
%M;d/‘ \\
"Ly y 270 é«’«f//lZZf 94
Ol Jet IV "
2] .dm bssand/Cto0l
} L5585 ¢rnps
o

N -
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(323

% W é“)% » q/ w&/‘JWc/fjv .
se além

Essgs eixos 580 denominados eixos principais de inércia;

disso eles passanm pelo centro de massa do corpo, s%o denominados
eixos centrais de inércia, Note-se que, se w tem a diregZo dos
eixos principais de inércia, H € paralelo a w., Tal fato permite
determinar essgas diregSes, como segue:

3 [ ] — — )
= w =
H, Jjo. e, = rw.e] (33)
rel
— —> —> —
g o . & +o & +4a.8 (34)
A Y. vy =z oz
rJ - S fru 3 Feu
33 Py nz b e
- o o = A&
Ry vy b4 b'4 b4
5 J o i‘a
HZ VZ -4-4 z z

ou portanto:

[[o7 -~rr1] =) =(50, f’:f’%mg L
Axyﬂﬂggfﬁawwug

quwe define um problema de auto-valores, cuja solucZc permite
determinar as dire¢Pes pripcipajs de inércia (auto-vetores).
5 ; o e S FEETET () /ngwﬁ

7Y - Aplese® oo gL Lo et ./@Wa i /w»/fa Zes .

— Vamos discutir, agora, o equacionamento do movimento de um
sélido livre no espago, sujeito a forgas externas. Uma equac3o
vetorial para estudar o movimento do s61lido vem do T.M.B. (tecrema
do movimento do baricentro), que n3o nos sujeitamos a escrever. A
outra equag3c vetorial, que completa o conjunto de seis equagBes
escalares referentes aocs seis graus de liberdade do sélido, vem do
T.M.A. (tecorema do momento angular), aplicado a um ponto notivel
do sdlido. Evidentemente, escolheremos o centro de massa como polo
do vetor momento angular, & o representaremos segundo as direcSes
principais de inercia. Neste caso, vem:

P

— —>
= oL e . + A
Hc J1 i’ i Jz 2° 2

(37)

Derivando em relasZo ac tempo,




15

ey . —p —_— X —y -
d = J [w.e +w.wxe]+.j,[co & +w.wxe]+
=g 1 1 i i 1 z 2"z 2 2
dt
. — > :
+J(w =) +w.w><e) (38)
af{ 3' 3 3 3
~ " 7 B
am =(5.6 -l1 -3le 0la &
g€ © SERREt V2 af 2" s 4
r " 5
. —
+ {J e ~ 1J - Jiw w!l e +
27 2 3 1) 74" ] 2
" -~ -v__>
+ 1J & - 1T - Jle @ e
| 73" 3 i 2} 1 2] 8

Igualando ao momento das forgas externas em relsegcZo a €, obtemos
azs equagles de Euler (equacles 39), que integradas em conjunto com
as outras tres equagles diferenciaiz do movimento do baricentro,
rermitem calcular a evolusio no tempo das seis coordenadas que d3Eo
a prosiciEo do corpo rigido no espago.

Mea = Ji'w:l. - \_Jz - Ja" e e
r 7

My, = 9,9, - “Ja B Ji_l ®g By (39)
r 8

Moo = J5-95 - LJi B sz P hr

Consideremos, agora, o problema de um sdlido livre para
girar em torno de um eixe fixo segundo a direcZc ez, Escrevendo a
equacdo do momento angular em relasfo a um ponto do eixo fixo, num
sistema de eixos presc ac corpo, obtemos:

wj?g
o= -d w.e0 -J w.52 +J .w.2 (403
A HEZ p~4 ® vz =z v =2 z z
g_..g: = {*'—xz’c}z + Jyz wz}'é—: +
at

Igualando  ao momento das forgas
externas, cobtemos as equagBes (41}
que permitem calcular a evolugdo do
sistema no tempo. Notemos que, se
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Juz e Jyz forem nuloz, ndoc aparecem momentos de forSa segundo o5
eixos ortogonails ao PlXO ez,

M = -J & +J .o
AR Bz b4 vz =z
— * — 2
Ay —Jyz'wz sz'wz (41
MAz = Jzz (bz

'3 V-Momento giroscépico:

/ézé%i&f’ aisaindd //Z{k/
A titulo de aplivasSe—do equacionamento  desenvolvido
i anteriormente, Ziskes~ discutir o]

sistema formado de dois discos

P dispostos simetricamente como na
v\ figura, iram com  velocidade
-’”’ angular wﬁ%@?”relagﬁo a cruzeta de
> arraste., Ao mesmo tempo, a cruzgta /

! gira com velocidade angular Qﬁ' 7 Gomste /
P torno de um eixo vertical. A massa da
estrutura de arraste € despregivel
face a massa m dos discos, gque
possuem momento -de inércia I+ em
relag3o ao seu eixo, e I2 em relaSZo
ao eixo ortogonal por €. Deseja-se
Palﬁular as reasSes radiais nos

ncgis A e B. /@¢u4%7zu
/ Tere Cmplcnte g/fo:f‘v /Vz;‘f:»j s ‘J“
s quﬁ o centro de mas astema esta

fixo, concluimos que a resultante daz forcas exbernas é nula, e
portanto que:

=3 —> -
FAx.wL- m. g RA + RB = 0

Tomando o momento angular em relac3o ao polo €, que slém de
ponto fixo € também o centro de massa, obtemos:

— —
H =1 .{ & + 0 .cosa).e1 + 1.2 .sent . e

5\\

Note-se aque g velogidads sngular u dz;%%df&f A8, veglocidadg .

absoluta do rotor. ﬁ??&van o BZ em fEI%Qu tempd, ~ Gonsideratido ﬁ%f,

que o sistema de coordenadas ¢ arrastado com Q, ven: duid s,
— — — ] — — iy o,
d H,6 = Ii.{ ® + 2 .cos&).n X e, + 1.2 .gend. 03X g SP¥os,
dt

Portanto,



=> : — 2 —3
d HC = —I1 [ @ o+ cosa} “o.sent.e, + I .0 .sen® .cost.e
dt 2 3
> —> {r '] 2 . ] —>
M =R .L.e = I - 14 o o S w0 send
- o s R Ir,. .sent | cos Ii. sen ] e,

be @ € nulo, e g Iz > 11, a forga de infrcia - nos dizgcos
tende abrir a estrutura, e REa € positivo. Entretanto, se o € muiito
grande, o segundo termo do segundo membro da equacfo s=e torna
dominante, e Ra fica negativo. Note-se que, devido a rotacSc dos
discos, aparece um momento que tende alinhar o vetor rotacfo w com
o vetor velocidade angular de arrastamento. A esse momento
denominamos momento giroscdpico.

ﬁ%.::*l Tk e
gir 1

Essa propriedade dos giroscédpios, de alinharem o eixo de
rotag8Eo com o elxo do movimento de arrastamento, € utilizada para
determinar a direc¢ioc do norte verdadeiro.

YFExercicio de aplicac¥o:

Para reforcarmos o8 °conceitos durante a aplicacfo do
teorema do momento angular, consideremos o seguinte problema:
Um cilindro de raio R & massa m rola sem escorregar s4bre um plano
horizontal; sabendo-se que o centro de massa do cilindro estéd a
uma distincia e do seu centro geomdtrico, pede-se determinar a
equascdo diferencial que rege o movimento do cilindro, bem como as
reages no ponto de contacto. ‘

A figura ilustra a geometria do problema. Note-se que para
valores positivos de d8/dt a velocidade do centro de massa ¢ para
a esquerda e para cima.

1

versor na diresZo horizontal

versor na diregio vertical

M b e
i

- ralo vetor posicio absoluta do
elemento de massa

% . .
&2 - raio vetor posigl3o do elemento
de massa em relagdo ao polo de

momento

0O equacionamento do problema pode ser feito, tanto através
da conservagdc de energdia, quanto pela aplicascic dos teoremas do
movimento do baricentro (T.M.B.} e do momento angular (T.M.A.).
Como desejamos também determinar as reagSes no ponto de contato,
vamos utilizar o T.M.B. e o T.M.A..

Para iniciar a discuss3o, lembremos que no equacionamento
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tedrico obtivemos duas equasBes gerals para o T.M.A., a saber,
equ. (23} e (25}). A primeira delas, apesar de aparentemente mais
simples, normalmente +traz dificuldades no cédleculo do wmomento
angular. A segunda equagio simplifica esse caleulo,
principalimente no caso de sdlidos.

Og possiveis polos de momento para a soluc®o do problema em
questido sZo: o centro de massa C; o ponto de contato A; e o centro
do cilindro ©. No que segue, vamos aplicar o T.M.A, em relac®o a
cada um deles, considerando as equagBes (23} e/ou (25).

Como primeira escolha tomemos o ponto de contato A, uma vez
que as reacgfes {(incdgnitas extras) n¥o sntram no equacionamento,
simplificando a algebra da solug3o. Adicionalmente, enfoquemos
nozsa atencfo ac pronto A se deslocando sobre o plano, ao mesmo
tempo em que ssu contraparte se desloca sobre a superficie do
cilindro. Neste caso, o T.M.A. fica:

S =W v n T« T (23) onde:
ﬁ:z f 5$x v .dm = I E$x (;ZI+ &% Eé).dm = ! Eﬁx eV 56}.dm
ﬁ:z I+ m.{(e.sen6}24 (R - e.cosé}zj & X
;ZI ~{R - e.oose}.é R e.sen?.é .3*
v, = -R.& .1 e M= - mg.e.sen® .k | (42}

bubstituindo os vArios termos na equasfo do T.M.A., vem:

Q—HA = [fI +ome o+ m R - Z.m.R.e.cosﬁ}.g + Z.m.R.e.sene.éz].gf

dt tL o J J
{IG+ m.(e?+ R?} - 2.m.R.e.oose}.§ + m.R.e.sen®.8°+ meg.e.senf = 0
(43}

Deve-se notar que o momento de indrcia em relagSo a A varia de
instante a instante.

Yamos aplicar agora a equasZo do T.M. A, em relaglco ac ponto
do cilindro que coincide com © centro instant3neo de rotag%o no
momento dado. Notbemos que esse ponto tem como trajetdria una
cicldide, e que no instante considerado estd Jjustamente no  seu
ronto de minimo. Nestas condigBes, em gque o polo de momento
pertence ao corpo, podemos aplicar a equacZo (253 =em maiores
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dificuldades. Neste caso, vem:

at frel” My tmovi X oo (25} onde:
i 2 z . —> — —
H; = {IC+ m.{e + R - Z.R.e.eogﬁ}},ﬁ,k ~ =0
rel ,
;E =&"R .7 € E: = e.sen® .1+ (R - e.cos8).3

Como o ponto A pertence ao cilindro, o momento de indrecia
em relagdo a ele &€ fixo e portanto:

02 {
A

rel

€

d = Lt m. (e2+ FB— 2.R.e.cos0)).8.%°
dt @ )

t
e a equasfo diferencial do movimento ze torna:

[Ic+ m.(eg+ E?} - 2‘m.R.e.cosﬁ].§ + m.R.e,senQ.éz+ mg.e.zseng = 0

aus € idéntica a equagio (433,

Consideremos, a seguir, o centro geomdtrico do cilindro O
como polo de momento. Note-se que o ponto pertence ao cilindro, e
gue a equacdo {(25) do T.M.A. € mais adequada. Neste caso:

7_ f 2} 5 —> i T s o —3
HO— lIC+ m. e j-° .k v,= -R.2.1 v,= “R.2.1
(C - Q) = BZ= —e.sen8.1 - e.cos8.3

ﬁ:: T.R.E - m.g.e.sen®.%

Aplicando o T.M.B. na direcZ%o horizontal, vem:

m.%g{*(R - e.cosé}.é.] =T =m.{-R + e.cose).g - m.e.sen®.8

bubstituindo na equacZo (25}, vem:

2o Z &8¢

2 — 2
(IC+ me }.2 = -mHE .€ + 2.m.R.e.cos8.

- mé%lsene.ﬁ ~ m.g.e.zen

8234

que coincide com a squasio diferencial obtida anteriormente.

Tomando o cenbro de massa como polo de momento, a equagiEo
do T.M.A. fica:
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=

l

Qu

=" com ‘ i =1 .é.§+
[ < o

£
o

e Ez = T.(R - e.cos8).% - N.e.sen8.k

Aplicando o T.M.B. vem:

m.%z{—(R - e.cos@).é.§é+ e.sen@.é.ﬁy} = 7.1+ (N - m.g}.—jn>
Portanto:
T = -m. (B - e.cosﬁ}.g —m.e.seng .8 (44}
N =mg + m.e.sen®.8 + m.e.cose.éz (45}

Substituindo oz valores de T e N na equasio do momento angular,
verm:

°

o 2 «

' 2
IC.B = -m. (R - e.cos®) .2 - m. (R - e.cos@).e.5en2.8 - m.g.e.senf +

Zz < 2 .2
~m. {e.send) & ~ m.e" .senf.cos6.8

Portanto, & mesma equasio obtida anteriormente;

2 2 or -2
{Ic+ m. (e + B ) - Z.m.R.e.oose}.B + m.R.e.sen®.9¢ + m.g.e.sen® = 0O
Para finalizar lembremos ague, cCOomo 8] siztema &

conservativo, a equasio diferencial do movimento pode ser
integrada de modo a eliminar as derivadas segundas. Neste caso
obtemos:

[

2 2 N
LIc+ m (e + B - z.m.R.e.cosﬁj.

S

5 m.g.e.cos@2 = Cle (46)

Az reacSes no contato podem ser calculadas a partir das
equacBes (44} e (45}.



