4a. Lista de Exercicios de MAT0206 e MAP0216
19, semestre de 2021

coelimy, oo Top = a e lim,, o Top—1 = a, prove que lim,,_, T, = a.

. Calcule lim,,_, o, a” para os todos os valores possiveis de a (sugestao:
para a > 1 escreva a = (1 + h)", para 0 < a < 1 escreva a =
1/(1 4 h)" e use a desigualdade de Bernoulli).

. Calcule:

(a) lim, oo @™ para os todos os valores possiveis de a. (sugestio:
para a > 1 escreva a = (14 h,)" e use a a expansao binomial).
(b) Calcule lim,,_o n'/".

. Mostre que:

(@) @ = 2,
(b) z, = vVn+1—+/n,
(c) &, = (1 + 2)" (admita que lim, (1 + 1)" =¢),
(d Ty = (1 - %)n)
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10.

11.

12.
13.

14.

{% se n =2k, paraalgum k € R

_1
2k+1

(1) 2 = se n=2k+1, paraalgum k € R

. Sejam a, b > 0 e considere a sequéncia x, = va" + b". Prove que

lim,, 00 , = max{a, b}.

. Mostre que toda sequéncia (x,)nen, admite uma subsequéncia

monodtona e use este resultado para mostrar que toda sequeéncia
de Cauchy de nimeros reais converge para um numero real.

. Seja (x,)neny uma sequéncia limitada e, para cada n € N defina

Sp = sup{xy 1 k > n}et, = inf{z; - K > n}. Mostre que
(Sn)nen € (tn)nen s@0 mondtonas e convergentes. Mostre que se
limy, o0 Sp = limy, o0 B, €ntao (z,)nen é convergente. (lim,, o0 Sy
e lim,_, t, sao denominados, respectivamente o limite supe-
rior e limite inferior da sequéncia (z,,)nen).

. Suponha que toda subsequéncia de (x,),en tem uma subsequéncia

que converge para 0. Mostre que lim,, o 2, = 0.

Mostre que a sequéncia x,, = y/n satisfaz lim,, o [2,411 — 5| = 0,
mas nao ¢ sequencia de Cauchy.

.Z A . Ve ° . _
Dizemos que uma sequeéencia (z,),en € propriamente diver
gente se lim,_,,, £, = +00 ou lim,,_,o, £, = —00. Mostre que se
(n)nen € sequéncia nao limitada, entao admite uma subsequéncia
propriamente divergente.

Senn
n

A sequencia ¢ propriamente divergente?

Seja (x,)nen sequéncia propriamente divergente e (y,)nen tal que
lim,, 00 TpYyy existe. Mostre que (y,)nen converge para 0.

Sejam (2, )nenN € (Yn)nen Sequéncias de ntiimeros positivos tais que
limy, o0 /Yy, = 0. Mostre que

(a) Se lim x,, = 400 entdo limy, = +00
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15.

16.

17.

(b) Mostre que, se (y,)nen € limitada, entao lim,, o x, = 0
Sejam (2, )nen € (Yn)nen Sequéncias de ntiimeros positivos tais que
limy, o0 T /Y, = +00. Mostre que
(a) Se limy,, = 400 entao lim z,, = 400
(b) Mostre que, se (z,)nen € limitada, entao lim, .o ¥, = 0
Dizemos que a sequéncia (x,),ey ¢ contrativa se existe uma
constante 0 < C' < 1 talque

‘$n+2 — $n+1’ < C’$n+1 - xn’:
paran € N

a)Mostre que toda sequéncia contrativa é de Cauchy (portanto
convergente).

b) Mostre que a sequéncia definida por: 2 = 1/2, 2,11 = 1(2342)
para n € N é contrativa.

¢) Sendo (z,)nen a sequéncia definida em b), mostre que r =
lim,,_yo0 2, é raiz da equacao:z® — 7x + 3.

Uma demonstracao de que o limite lim (1 + %)n existe. Para cada
n—oo

n € N, seja a, = (1 + %)n
a) Mostre que se a,b € R e 0 < a < b, entao
bn—|—1 . an+1
b—a
b) Deduza que b*[(n + 1)a — nb] < a"*!, para todos n € N e
a,b e Rcom0<a<b.

¢)Usea =1+41/(n+1)eb=1+1/nna parte b) para demonstrar
que {a,} é crescente.

< (n+1)b".

d) Use a = 1eb =1+ 1/(2n) na parte b) para demonstrar que
as, < 4, para todon € N.

e) Use as partes ¢) e d) para concluir que a,, < 4 para todo n € N.
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18. O método babilonico para o calculo de rai zes. Seja a > 0 e defina

a sequencia (T, )peny por o > 0, Ty = %(.In +a/z,).

a) Mostre que z2 > a, Paran > 2.
b) Mostre que (z,,)nen ¢ decrescente para n > 2.
¢) Mostre que lim,, o T, = 1/a.

19. Prove o Principio dos Intervalos Encaixantes usando o Teorema de
Bolzano-Weierstrass



Exercicios adicionais

1. Decida se cada uma das sequéncias abaixo é convergente ou divergente,
calculando o limite no caso convergente.

1 2 4 1 1 1 1
1) 07_7_7§7_7§7§7“' 2) 17_717_717_7 Yy 1 Ay
234567 27 4 '8 16
1 11 31 7 1\?
S 4 a, =4+ -
N ALy ) a (+n)
VE+1 n® +3n + 1
5) = k> 2 6) a, = ————
Jen= o k= )@ 2
TV an=+vnt1—vn S)anz%
n—(— n
2n n+1
= _ 10) a, = n(\/n2 + 1 —
9) a — 5 0) a, =n(vn?>+1—n)
11) a, = S 12) a, = sinn; b, = sin(n); ¢, = sin (%)
n
2n + sinn (n+3)! —n!
13) a, = 2 S0 14) a, —
)= =50 ) a (n+4)!
|
15) an = /0% + 1 16) ay "S;n("')
n
) &= o ) a <n+1>
19) a, = =Y 20) a, = na", a € R
n! 5 . 1
21) a, = — 22) a, =n —n"sin —
n' n
1)
23) an:(—l)"—l-( ) 24) a, = Va"+b* onde 0 <a<b
n
25)%:(1 —1%)5(1(—2%)~1)( =) 20)a=(1-5)1-5)(1-3)
3.5...(2n —
)= 16 2n) ) an=n
@ 1
29) an = —, a €R 30)an:n(n),a>0
e n
31) a, = Vn! 32) a, = V/a, a>0
2
1 n
33) a, = n )
n




2. Sejam (a,)nen € (bp)nen sequéncias numéricas. Decida se cada afirmacao
abaixo é verdadeira ou falsa. Justifique sua resposta.
(1) Se a,, = a entao |a,| — |al.
(2) Se |a,| — |a| entao a, — a.
(3) Se a, — a e a, <0 entao a < 0.
(4) Se a,, — a e a,, > 0 entdo a > 0.
(5) Se a, — a e (b,)neny ndo converge entao (a, + b, )yeny Na0 converge.
(6) Se (an)nen € (by)nen nao convergem entao (a, + by,)neny NAO converge.
(7) Se ay, - b, — d entdo (a,)nen € (bp)nen convergem.
(8) Se ay, - b, — 0 entao ou a,, — 0 ou b, — 0

3. Considere a sequéncia a; = V2, as = V/2v/2, a3 = \/ 2 . Verifique

que a sequeéncia € crescente e limitada superiormente por 2 e calcule seu
limite.

4. Seja a sequéncia definida por recorréncia da seguinte forma: z; = /2 e
Tpi1 = V2+x,, paran € N, com n > 2. Mostre que a sequéncia é
limitada e crescente. Obtenha o seu limite.

5. (i) Diz-se que um ponto B de um segmento OA divide este segmento na

razao durea se % = gﬁ (Diz-se também que B divide o segmento OA
em média e extrema razdo) Denota-se por ¢ a razdo 5=. Mostre que ¢ é
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a raiz positiva da equagao z* — x — 1 = 0, chamado numem de ouro.

(i) (Sequéncia de Fibonacci). Considere a sequéncia dada por fy = f1 =1
e fn= fun_o+ fn_1, para n > 2. Prove que a sequéncia x, = ffil
e que seu limite é ¢ .

5) Considere a sequéncia (Z—")neN, tal que p1 = ¢1 = 1 e, para n > 2,
P = Pn-1+ 2¢n_1 € Gn = Pn—1+ gn_1. Prove que a sequéncia é convergente
e que lim g—" = 2.

6. Verifique a convergéncia ou divergencia das seguintes sequéncias.
n

"1 1 1
1 n — e} 2 n — - n — P
) s z_: 73 ) s — e 3) s ~ Inr
2.4.6....(2 1.3.5...(2n — 1 1 2.4.6...(2
4) ay, ( n) 5) a, = ( n ) ) — < n
1.3.5....2n — 1) 2.4.6...(2n) n 135.02n—-1



