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Aula - 12/04

. Mostre que a densidade média e a velocidade média das particulas, calculada usando
uma distribuicao Maxweliana, sao:

i 1 kp T
n= [ feddu =i (2) = [ ) de =22

2
T

Solugdo: Como a distribuigao é Maxwelliana: f(v,) = ng, /%Z;T exp{—;]zI:T}, entao:

V 2 l{B { 2]€B }d’Ux

Tomando a = ey? =av? = dy=+/adv,, temos que:

e o n 2 n
=Ny %/e : dv, :>n:7%/eydy:\/—%ﬁ

Portanto:

n= /Oof(vz) dv, = ng (1)

Para a segunda parte, a expressao fica:

1 m T mv?
2 _ 2 - x d »
() o "\ ZWkBT/UxeXp{ 2/<:BT} !

Novamente, tomando a = 72=:
) 2%p T
(o]
« 2
2\ 2 —aw
<vx>—\/;/vxe v dv,
— o
—av? —av? .
Usando o truque: —%e @z = 2 7% ¢, como « independe de v,, podemos comutar

a integral e a derivada parcial:

()= 2 (-2) et [T(-2) 2

IR
Tovee T T oy
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Enfim, como a = ZIZT:
1/ kT
2\ _ = 2 ) dv, = B 2
()= = [ ) o =2 ©)

Aula 14/04

. O que acontece com a velocidade de deriva ExB quando o campo magnético tende a
zero enquanto o campo elétrico permanece finito? Qual é a validade da expressao da
deriva ExB?

Solugdo: Como |vgpxp| = %, para E constante e B — 0, a principio, |[vpxp| — 0.
Porém, quando v = ¢, entramos no regime relativ1stico em que o momento linear agora
& p=mv—p=ymv, em que y= (1 —0v?/c? )~'/?. Portanto, a relacao da Forca de
Lorentz fica:

dp dv dvy

—=m|(y—+ v |=qFE+vXB

dt < at " dt ) al )

Logo, temos mais um termo no lado esquerdo da equacao. Como todas as relagoes
derivadas em aula ndo tomam o momento relativistico (ou, equivalentemente, tomam a
aproximacao de baixas velocidades: v & 1), entao elas ndo valem no regime relativistico

. . - d
e, portanto, precisam ser refeitas contabilizando o termo m § v.

Portanto, a expressao vale desde que satisfaca:

E
lveExs| = B <Lc (3)

. (Exericio 2.1 - Chen) Compute r;, for the following cases if v)| is negligible:

(a) A 10-keV electron in earth’s magnetic field of 5 x 107° T

(b) A solar wind proton with streaming velocity 300 km/s, B =15 x 107°T.

(c) A 1-keV He™ ion in the solar atmosphere near a sunspot where B =5 X 10727
)

(d) A 3.5-MeV He't™" ash particle in an DT fusion reactor (B = 8T)

Solugao: Esse exercicio é sé uma aplicacao numérica da férmula do Raio de Larmor
para diversas situagoes em que podemos tomar v ~ v .
muv

lq| B

rp =
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Pegando os valores de massa e carga das particulas do enunciado e usando as relagoes

1eV=16x10"YJe K = m2”2, os resultados que se obtém:

rr, =6.70m

r;, = 626 km

rr, = 0.183m

rp =338 X 1072m

3. (Exericio 2.2 - Chen) In the TFTR (Tokamak Fusion Test Reactor) at Princeton,
the plasma was heated by injection of 200-keV neutral deuterium atoms, which, after
entering the magnetic field, are converted to 200-keV D ions (A = 2) by charge ex-
change. These ions are confined only if r;, < a, where a = 0.6 m is the minor radius of
the toroidal plasma. Compute the maximum Larmor radius in a 5-T field to see if this
is satisfied.

Solucao: Esse exercicio é do mesmo espirito do exercicio anterior. Fazemos a conversao

eV — J e supomos que v & v, para que: r; = %, obtemos v, ~ 4.38 x 105m/s e

rr, =~ 0.01 m. Como a condicao de confinamento para os fons é: r;, < a = 0.6 m, nesse
caso, ela é satisfeita: r, = 0.018m <€ 0.6 m = a

Alternativamente, se nao tomarmos a aproximacao v, temos:

2 3 —19
mv? 2F \/2><200><10 x 1.6 x 10 6
2 3 vt 3% 1.67 x 102 3.57 x 10°m/s
Entao:
2% 1. 10727 x 3. 106
. muvy 2 X 67 x 10 x 3.57 x 10 ~ 0.015m

~ 4B 1.6 x 10719 x 5

O erro cometido na aproximacao é da ordem de 1%, o que é bem pequeno. Portanto,
nao ha problemas tomar a aproximacao.

Obs: Agradeco ao Lucas Amaral pelo insight da outra forma de resolver o exercicio e
nossa discussao.

4. (Exericio 2.3 - Chen) An ion engine has a 1-T magnetic field, and a hydrogen plasma
is to be shot out at an E X B velocity of 1000 km/s. How much internal electric field
must be present in the plasma?
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Solugao: Mais um exercicio numérico de aplicagdo de férmula. Como |vepxp| = %,
temos que:
6 _F 6
10°= = = [E=10"V/m (4)

. (Exericio 2.6 - Chen) Suppose that a so-called Q-machine has a uniform field of 0.2
T and a cylindrical plasma with KT, = KT; = 0.2eV. The density profile is found
experimentally to be of the form:

n = ng exp{exp{—rQ/aQ} — 1}
Assume the density obeys the electron Boltzmann relation: n = ngexp{e¢/kT.}.

(a) Calculate the maximum vgxp if a = lem.
(b) Compare this with v, due to the Earth’s gravitational field.

(¢) To what value can B be lowered before the ions of Potassium (A = 39,7 = 1)
have a Larmor radius equal to a?

Solugao:

(a) Esse exercicio apresenta uma maior dificuldade, porque néao esta claro como de-
terminaremos o campo elétrico /. Nos iremos encontrar a expressao para FE por
meio do potencial elétrico ¢, tomando E = —V¢. Como temos 2 expressoes para
a densidade e ambas sdo da forma n = ny exp{f}, entao:

W1 (eXp{—T2/a2} — 1)

exp{—r’/a*} —1=eg/kT. = ¢(r) =

kT,

(exp{—r?/a’} — 1)

A velocidade de deriva méxima depende do maximo do campo elétrico, entao:

dE 2k T 1 2T3nam 2 2

5 P=Tmax 0= € (E B a’ ) eXp{—T’mai/@ } =0
1 2r7271aa: =0 — . a
CL2 a4 — Tmax = \/5
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Dessa forma:

2k T, 1
e a\/§

Tomando KT, =0.2¢V e a = 0.0l m e fazendo as contas:

E(rp..) =

exp{—1/2}#

A FE 17
E(rpee) = 177 = |VExB|,0, = 5=03

|UE><B|max =89 m/s (5)

(b) Como v, = %QEQB = |v,| = %%, para um fon (préton), temos que:

1.67 x 10727 x 9.8
"Ug| = —19
1.6 x 10 X 0.2

v, = 5.11 X 1077 (6)

Ou seja, algo em torno de 8 ordens de grandeza distante para um fon.
(c) Para um fon de Potdssio, como o raio de Larmor é dado por: r;, = ™% e assumimos

la| B
= KT,, entao:

2
~ . _ mvy
que v v K =—

2K T,
m

= v, ~9.9x 10°m/s

v, =
Entao:

rp = 7!7;|U§ ~02 = B= 8"27; — [B=004T (7)

6. (Exericio 2.7 - Chen) An unneutralized electron beam has density n. = 10 m™3

and radius @ = 1 c¢m and flows along a 2-T magnetic field. If B is in the +z direction
and F is the electrostatic field due to the beam’s charge, calculate the magnitude and
direction of the E x B drift at r = a.

Solucao: De inicio, vamos fazer uma suposicao: O feixe de elétrons é infinito na direcao
2. Pela simetria do problema, o campo elétrico sé pode depender de r: E = E(r)f.
Entao, pela Lei de Gauss:

v.E=L

€o
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em que p é a densidade de cargas: p = —en,©O(a—r) e © é a Fun¢ao Degrau. Tomando
um integral volumétrica de um cilindro centrado no eixo 2, raio R > a e altura L, temos
que:

1 €M

/V-EdV':— pdV' = — /@(a—r')dV’
€0 €0
v

\% \%

Aplicando o Teorema de Gauss no lado esquerdo:

/E-dS’:—ene/@(a—r')dV’
5

€0
2

O elemento de superficie desse cilindro é: dS’ = Rd¢' dz' # e o elemento de volume:
dV' = r"dr' d¢’ dz’. Como o campo elétrico s6 esta na direcao 7 e s6 depende de r,
entao ele é constante em todo a superficie. No lado direito, usando a propriedade da
integral da Funcao Degrau:!

ene 2ma’ L

E(R)2r RL = — + E,

€0 2
Como o contorno é E(r — o) =0 = Ey = 0. Enfim:

ene a’

A~

E(r) =

2607”

Logo, parar = a = 0.01m, n. = 10 m™=3 e B = 2T

ExB FEla), . .
VexB = B = é>(r><z)
— 4
Vixs ~ 4520%@ (8)

Portanto, a tnica forma de mantermos um feixe de elétrons coeso/confinado numa
regiao cilindrica de raio a, é fazer com que estes tenham uma rotacao na direcao . Essa
rotacao, quando inserida na expressao da forca de Lorentz, causa uma forca magnética
que balanceia a forca elétrica repulsiva entre os elétrons.

7. (Exercicio 2.1 - Bittencourt) - Calculate the cyclotron frequency and the cyclotron
radius for:

1 . T _ H _ a2
Lembrando que: Ofdr’ " O(a—1) = Ofdrx =
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(a) An electron in the Earth’s ionosphere at 300 km altitude, where the magnetic flux
density B ~ 0.5 X 107 tesla, considering that the electron moves at the thermal
velocity (KT /m), with T = 1000 K, where k is Boltzmann’s constant.

(b) A 50 MeV proton in the Earth’s inner Van Allen radiation belt at about 1.5 RE
(where R, = 6370 km is the Earth’s radius) from the center of the Earth in the
equatorial plane, considering B ~ 1075 tesla.

(¢) A 1 MeV electron in the Earth’s outer Van Allen radiation belt at about 4 R,
from the center of the Earth in the equatorial plane, where B ~ 1077 tesla.

(d) A proton in the solar wind with a streaming velocity of 100 km/s, in a magnetic
flux density B ~ 107 tesla.

(e) A1 MeV proton in a sunspot region of the solar photosphere, considering B ~ 0.1
tesla

Solugao: Mesma coisa que o exercicio 2.1 do Chen, aplicacao de férmula da frequéncia
ciclotronica e raio de Larmor. Aplicando as férmulas para cada caso:

(a) Q.~88x 10%~ 1 ery ~0.02m
(b) 2.~ 9.6 x 10257 e ry, ~ 101 km
(c) .~ 1.76 x 10*s™' e rp ~ 34km
(d) Q.~0.09s7! erL%103km

)

() U~ 9.6x105s 1 er,~1.4m

8. (Exercicio 2.2 - Bittencourt) For an electron and an oxygen ion O" in the Earth’s
ionosphere, at 300 km altitude in the equatorial plane, where B ~ 0.5 X 107 tesla,
calculate:

(a) The gravitational drift velocity v,

(b) The gravitational current density J, , considering n, =n; = 102 m™3.

Assume that g is perpendicular to B.

Solugdo: Vamos considerar o fon de oxigénio mais comum (A=16). A 300 km de altura,
a aceleracao da gravidade é:

GM (#) = 6.67 X 10711 x 5.97 x 10*
72 B (6.67 % 106)2
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(a) Entao, no Equador, o campo magnético é B = BO. Dessa forma:

mg X B
’Ug = E B2
me.g X B N 6 m A
(vg)e = —ET — (’Ug)e ~ 1.01 x 10 (’l“ X 0)
=¢
Am,g X B oA
(Vg)ion = MP = (Vg)ion ~ 0.03 (=7 X )
=
Enfim:
(vy)e = 1.01 X 10°°m/s ¢ (©)
(Vg)ion = —0.03m/5
(b) Como:
5= 5= L)
= —_— = v
— Ty = el ne (v)e + lel mi (0 )ion = lel ne (0, )ion — (0,). )
Como (vg)e K (Vg)ion, entao:
Jy & ene (Vg)ion = —48 X 1077 A (10)

9. (Exercicio 2.3 - Bittencourt) - Consider a particle of mass m and charge ¢ moving
in the presence of constant and uniform electromagnetic fields given by E = Ey ¢ and
B = By 2. Assuming that initially (t = 0) the particle is at rest at the origin of a
Cartesian coordinate system, show that it moves on the cycloid:

() = % {t - Qi sin(Qct)]

B BO Qc

y(t) [1— cos(2.1)]

Plot the trajectory of the particle in the z = 0 plane for ¢ > 0 and for ¢ < 0, and
consider the cases when v, > vpxp, V1 = Vpxp, and v| < vgxp, where v| denotes the
particle cyclotron motion velocity and vgy«p is the electromagnetic drift velocity.
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Solugao: Partindo da relagao da Forga de Lorentz em coordenadas cartesianas:

dv, ¢

dt = Eﬂy Bo (11)
dv

dty = L (B - v, By) (12)
dv,

dt :O:>UZ:U0:O; (13)

Tomando mais uma derivada temporal na primeira equacao:

Qv, _qBody, _ d*vy _<q30>2%+q230

— = E
dt? m dt d#? m mz 0

Resolvendo a parte homogeénea:

d?v, q By
dt? +< m

2
) Uy =0 = (Vz)homo = Asin(Q.t + ¢) + B
em que €2, = %. A parte ndo-homogénea resulta em: (v;)inhomo = g—g. Entao:

E
vy (t) = Asin(Qt + ¢) + — (14)
By
Usando a equac@o (11) para obter v,:
1 dv,
vy = ——
YQ de

Aplicando as condigoes de contorno:

= v,(t) = Acos(Q.t+ ¢) (15)

Uy(O):O — Acos(gb):() _— QZS:W/Q
E,
v,(0) =0 = Asin(ﬂ/2)+§0:0 — 4=
0
Entao:

o (t) = %Z 1= sin(Qut + 7/2)] = %’) (1 cos(Qu 1)

E E
vy (t) = —Ez cos(Q.t 4+ m/2) = EO sin(Q. t)

dx;

Como v; = g, entao:
d E, E 1
d_:zf — g(; [1 — COS(QC t)] . x(t) = Es |:t — Q_c sin(Qc t):| + Zo
d Ey .
B = = e
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10.

Como a condigao de contorno ¢ z(0) = y(0) =0 = xy=0; yp = %, entdo temos
a seguinte equacao de érbita:

2(t) = % [t _ Qicsin(Qct)}

Ey
BO Qc

(16)

y(t) = [1— cos(Q2.1)]

Obs: O exercicio comenta sobre fazer andlises de v, em relacao a vpyp, mas nesse
exercicio v esta determinado pelas condicoes de contorno da velocidade, em que: v, =

E
VExB = B

(Exercicio 2.4 - Bittencourt) In general the trajectory of a charged particle in
crossed electric and magnetic fields is a cycloid. Show that, if v = vg&, B = ByZ, and
E = Eyy, then for vy = Ey/ By the path is a straight line. Explain how this situation
can be exploited to design a mass spectrometer.

Solucao: Novamente, descrevendo a relacao da Forca de Lorentz em coordenadas carte-
sianas para campos B = Bz e E = Eyy:

dv, ¢
a P
dv, q
— = = (Fy —v, B
dt m( 0~ va Bo)
dv
z:O
dt

Se v = vy &, entao:

dvo
dt
du,
dt
dv,
dt

... . d
Caso inicialmente vy = g—g, entdo G =0 =

constantes e o trajeto é uma linha reta.

dvo _

T 0. Com isso, as velocidades sao

O interesse disso num espectrometro de massa é selecionar uma particula de interesse.
Por exemplo, caso eu tenha um conjunto de particulas diversas com cargas elétricas

10
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nao-nulas e eu quero selecionar um tipo de particula, eu ajusto a intensidades dos
campos de forma que

Ey [2F
Vg = — = _—
0 BO m

Sabendo previamente a massa dessa particula, eu ajusto um acelerador de particulas de
forma que todas elas saiam com energia E. Dessa forma, as particulas que nao tiverem
a massa da particula de interesse terao v # vy e, portanto, d(fty = (0. Assim, essas outras
particulas fazerao uma trajetéria curva e somente a particula de interesse que sai com
v = vy fard uma trajetéria retilinea. Assim, eu consigo descobrir se uma determinada
particula faz parte de um experimento. Isso pode ser melhor explorado, colocando alvos
em diversas posigoes de forma que particulas com determinadas razoes ¢/m atinjam.

Aula 19/04

. Mostre que particulas podem escapar da garrafa magnética pelos ”gargalos” caso o
angulo de ataque no centro do dispositivo, «yg, seja:

CONEECY

Solugao: Vimos na aula de 14/04, que o médulo do momento magnético é:

ap < sin™!

z=0

im| W, movl  mov?sina
m| = = =
By 2B, 2 By

lembrando que « é o angulo de ataque da particula na érbita. Como |m| é conservado,
entao:

[mo| = |m|

em que |myg| é o momento magnético num ponto da garrafa sem ser os gargalos, e |m|
¢ o momento no gargalo. Entao:
mo? sinag  mo? sin® o B 9

5 B = 55 :>sin2a0:§()sinoz

Como queremos que haja reflexdo no gargalo, entdo vy =0 = a = 7/2. Logo:

B, 1/2
(%)

By 1

sin® ag = B = |w= sin” (17)

11
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Muito bem, para By e B definidos, caso o angulo de ataque inicial seja o/ < «aq isso
implica em um o’ < 7/2, ou seja, a particula ainda possui velocidade paralela ao campo
nao-nula (v = vcosa” # 0) e, portanto, ela atravessa o gargalo da garrafa.

Caso agora, caso o angulo de ataque inicial seja o/ > ag, em tese, teriamos que ter
sin?” > 1, o que ndo é possivel. O que acontece é que a reflexdo acontece antes do
gargalo, assim a particula ainda continua confinada.

Enfim, o confinamento das particulas acontece caso o angulo de ataque satisfaga a
relacao: o > «y.

2. Mostre que as derivas de curvatura e gradiente do campo magnético podem ser combi-
nadas (que suposic¢ao deve ser feita?):

Solucao: Como a deriva do VB e da curvatura de B é:

vop— —TLop o B
VB 2 BS’ 0 0
2
Veurv = _mUOAlH (BO ° V) BO X BO
C]Bo
Entao:

VoG = VvB + Veurv

U2 N
_om {%VBO+U(§7|<BO.V>BO

. % B
q B} °

Supondo que o campo magnético seja irrotacional no espaco, entao pela identidade
(V X Bg) X By = (Bo - V)Bg — %VBS =0 = (Bo-V)Bg = %VB(Q]. Entao,
VBQ = (BO . V)Boi

2
m | Yo,1
Vog =

__q 5|5 —|—v(2)7||} V By X By (18)
0

3. Suponha que o campo magnético terrestre possa ser aproximado pelo campo de um

12
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dipolo com By = 3.12 X 107°T":

Rz \°
B, —-2B 9
O(RE—f—h) cos

R 3
By = —B, (REih> sin 0

Rp = 6370 km

Descreva a trajetéria de cargas a h = 300 km e calcule a densidade de corrente.

Solucao: A particula sofrerda um drift composto pelo VB e pela curvatura do campo,
logo usaremos a férmula do dltimo exercicio. Como B = /B2 + Bj, entao:

3 3
B(h,G):BO( Ui ) \/400529+sin29:Bo< e )\/3C082(9—|-1

Rg+h Rg+h
oB .10B
B=+2"16-
v "or * gr 00
:_330 fte 4[(\/300829+1>'F+((300802+1)_1/2 cos@sin@) GA}
Rp \Rg+h
em que r = Rg+h = %:%. Enfim:
B ! - .
VB = _SREO (Rf—li h) (3cos6® +1) e [(3 cos® 0 + 1)7 + Cos@sin@@}
Entao
3B ( Rp \' _ )
VB X B = R_; (REih> (3cos6® +1) Y2 [(3cos® 0+ 1)sind — 2 cos® fsind] ¢
3m B2 [v? R 7 ~1/2 . A
= vog = “ R BO3 {% + U(Q)’H] <K—7—h) (3cos6” +1) [(cos® 0 + 1)sin 6] ¢
Finalmente:
Vog = — Sm Ug—’L—i-vQ _fis_ B (300892—1-1)_2 [(00829+1)sin9]q{5
T gR.By| 2 " N \Rg+h

(19)

Entao as cargas derivam no sentido de rotacao da Terra, em que elétrons derivam para
o Leste, enquanto os fons para o Oeste. Como a Terra funciona como uma garrafa
magnética em que os gargalos sao os pélos, a trajetéria das particulas é um movimento

13
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longitudinal entre os pélos combinado com uma deriva latitudinal para o Leste, para
elétrons, e para o Oeste, para ions.

Vamos aqui supor 2 pontos: vg 1 = vp) = vp para as 2 espécies e que estamos no
Equador (§ = 7/2), ou seja, toda dependéncia angular se torna 1.

_ 9muyg Ry \ 7.
YC¢ = 794 R, By (RE+h> ¢

Usando os dados de energia para os ions e elétrons do exercicio 2.8 do Chen: {ons de 1
eV e elétrons de 30 keV, em que a v = v, =vyg = v* = 20].

Eion 1.6 X 1071

2 . =
(UO )wn won Mion
9 E. 3x10*x16x10""
(vg)e = — =
Me me

Entao a velocidade de deriva fica:

27X 1.6x107% / Rp \ °.
2¢ R, By <RE +h) ¢

9x1.6%x 1070/ Ry \°
2¢ R, By (RE + h)

(vea)e =

¢

(’UCG)Z'on - -

Colocando o resto das informagoes:
(Veg)e ~ TALTEm/s ¢ (Ve )ion = —0.02m/s ¢

Portanto, a corrente gerada sera de:
J = (—e (ves). + e(voc)n)
= S (—¢elv e e\v ion

CcG SV ca (ofe

Como 5= =n =1 x 10" m™3, entdo:

Jog = —10"2 x 1.6 x 10719(744.75 + 0.02) ¢ ~ —1.2 x 1074 A/m? ¢ (20)

. (Exercicio 2.8 - Chen) Suppose the earth’s magnetic field is 3x 107> T" at the equator
and falls off as 1/r3, as for a perfect dipole. Let there be an isotropic population of
1-eV protons and 30-keV electrons, each with density n = 107 m? at » = 5 earth radii
in the equatorial plane.

14
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a) Compute the ion and electron V B drift velocities
)
)
)

(
(b) Does an electron drift eastward or westward?
(c

(d) Compute the ring current density in A/m?

How long does it take an electron to encircle the Earth?

Solugao:
(a) Sabendo que a deriva VB ¢é dada por:

muvi VBy X By
2q B3

Uvp = —
Como o campo no Equador ¢ 3 X 107° T e decai com 1/r?, entao:

1075 10" 10-° !
Bo(r) = X196 . gy = 32X g, o I (RN
(5) (5) BT

R
Portanto, para r = 5R, em que R = 6.371 X 10° é o raio da Terra:

3% 105 )
Bo(r:5R):T:2.4x 1077
9% 105
VB, = X F—226% 10745

54 % 6.371 x 106

2 mu,

moi  mo? L] = Tt = Ee=30 X107 X 16 X 1071 = 4.8 X 107177
2 — T2 =F,=1x16x10"Y=16x10"J

LN

<
S N

Com todos os valores, temos que:

4.8 x 1075 2.26 x 1074

- _ % 6
(vvg), —1.6 X 10-19 (2.4 x 10-7)2 (L,_Z
=¢
( ) 1.6 x 10719 2.26 x 1074 ( é)
v == T
VPP T 16 x 10719 (2.4 X 1077)2 X2
=¢
Enfim:
v ~ 11870m/s ¢
(ves), / ¢ 21)
(vvp), = —0.39m/s ¢

(b) Como o elétron vai na diregdo ¢, entdo ele deriva na diregao leste;
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(¢) Tomando somente o drift, o elétron faz um movimento circular de raio r = 5R =
3.1855 x 10" m com velocidade de deriva 11870m/s, entdo ele leva:

215 R 107 R
UvB = At — |At =

— 16861 s (22)

UvB

(d) Usando a férmula para a corrente gerada por um drift:

1
Jvs =517 ;q%' (vvp); = —en (vvp). +en (vys),

= —1.6 x 107" x 107(11870 + 0.39) ¢

Jop~ —1.87 X 107% A/m? ¢ (23)

5. (Exercicio 2.9 - Chen) An electron lies at rest in the magnetic field of an infinite
straight wire carrying a current I. At ¢ = 0, the wire is suddenly charged to a positive
potential ¢ without affecting I. The electron gains energy from the electric field and
begins to drift.

(a) Draw a diagram showing the orbit of the electron and the relative directions of
B7 B> VExB; VVB and Vewrv-
(b) Calculate the magnitudes of these drifts at a radius of 1 cm if I = 500 A, ¢ = 460V,

and the radius of the wire is Imm. Assume that ¢ is held at 0V on the vacuum
chamber walls 10 cm away.

Solugao: Esse exercicio demanda uma imagem para melhor entendermos o que esta
acontecendo:
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[= 500 A

1 cm

1 mm

10 cm

Figure 1: Disposigao do problema com os dados do item (b)

(a) Quando o fio ficar eletrizado, pela simetria do fio, o campo eletrostético E sera
da forma E(r) = E(r) 7. Pelo mesmo argumento, o campo magnético é da forma
B(r) = B(r) 6. Entao a deriva vpyp serd na direcio 2.

Como a direcao da deriva vy p é na direcao VB X B e B s6 depende de r e esta
na direcao 0, entdo a direcao da deriva serda 7 X 6 = 2. Como a férmula tem o
sinal de -, entao a deriva vy aponta para —z.

A deriva devido a curvatura é nula, pois, a particula inicialmente nao se movimenta
na direcao 6. Como as outras derivas nao estdo na direcao do campo, logo: vy =
0.

Entao nesse caso, vgxp € vvp competirao. Mas vgxp se sobrepoe por causa da
Forca de Lorentz.

Vamos analisar o movimento em 4 momentos:

e Inicialmente, devido a atracao eletrostatica, o elétron se movimenta na diregao
—7, assim como se movimenta na direcao 2 devido as derivas.

e Entao, uma vez que a particula comeca a se mover cada vez com mais veloci-
dade na direcao —7, por causa do campo elétrico, entao v X B entao o elétron
sofre uma aceleragao na direcao —ev X B = 7 X 0 = 2. Assim, o elétron
ganha mais velocidade nessa direcao.

e Conforme o elétron ganha velocidade na direcao 2, ele comeca acelerar na
direcdo 7, devido a —ev X B => —2 X 6 = 7. Portanto, comeca a competir
com a forca eletrostatica e ganha dela, quando a velocidade na direcao z fica
grande.

e Conforme a velocidade na diregao radial fica positiva (), o elétron comega a
acelerar na direcao —ev X B =—> —7r X 6 = —z, entao a particula comeca
a freiar nessa direcao.

e Logo, conforme a velocidade na direcao 2z fica menor, a aceleracao —ewv X
B =— —% X 0 = ¢ fica menor, entdo o campo elestrostatico volta a se
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sobrepor e a particula comeca a freiar na diregao 7, chegando na coordenada
r original. Entao, depois de chegar no repouso, ela volta a fazer o movimento
como no primeiro item. (Lembrando que a elétron ndo chega a se movimentar
na diregao —2, porque tem o drift constante devido ao gradiente de B e E X B)

Logo, a particula deve fazer comegar a oscilar em £7, enquanto deriva na direcao
z

Figure 2: Esbogo da trajetéria da particula nesse problema

(b) Para calcular a deriva vgxp, precisamos de E. Em coordenadas cilindricas, o
potencial elétrico ¢ é da forma:

¢(r)=Alnr+ B

Como sabemos que na casca do fio: ¢(1 X 1073) = 460V e na parede, a 10 cm do
fio: ¢(1 x 107) = 0, entao:

p(1x107")=AIn0.1+B=0 = B=-AIn0.1

460
1x107%) = A(In0.001 —In0.1) = 4 A=
é(1 % 107%) = A(In0.001 — In0.1) = 460 = oot
Entao:
460 r
()
o) = 1001 ™ o1
86  460x 01 1 100
E:——:—— —_— E ~ —
or mootr Xo1 — P=—

Como a particula estd a 1 cm do fio, entao: E(0.01) = 10*V/m
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Ja o campo magnético, pela Lei de Ampere:

70.012

S S

/VxB-dS:uo/J-dS: Ho /1@(0.01—7~)d5:m[

em que s é a superficie de um circulo de raio r. Usando o Teorema de Stokes:

/VXB-dS:j{B-dr:%rrB(r)

Assim: B(r) = ;‘%ﬁ Colocando o valor para r = 1072m, I = 500A e pg =

41 x 107" T.m /A, temos que:

103 x 1077

Entao, o médulo da velocidade de deriva que a carga sofre devido ao E X B:

E
lvExB| = 3= 10°m/s (24)

Para a deriva vy g, temos que:

. ~ _muviVBXxXB
vE= T 5

Para determinar vy, vamos analisar o movimento em 2 pontos:
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Sabemos que o movimento na direcao 2 é composto pelo movimento ciclotronico
+ deriva |vgxg|. Ponto 1, v, = 0, mas:

v, = VeExp + v, cos(Q.t) =0

Como esse ponto é o minimo do movimento ciclotronico, entao cos 2.t = -1 —
v, = vgpxp. No ponto 2, esse é o maximo do movimento ciclotronico, entao
cosQt =1 — v, =2Ug«B

Para sustentar essa argumentagao, vamos analisar a variagao de energia cinética
entre os pontos. A distancia entre os pontos é, aproximadamente, 27, em que
estamos supondo que a érbita é aproximadamente circular. Entao, pelo teorema
trabalho-energia, o ganho de energia entre os 2 pontos é dado pelo trabalho do
campo elétrico:

muv
=muv, — =2Mmv,| VExB

qB B

2 2 2
— UJ_+2ULUEXB+UEXB:4UJ_UEXB —— (UJ__UExB) =0 = V1 = VExB

1
Em(UL+UExB)2:2qETL:2qE

Ou seja, em média, a velocidade transversal do movimento ciclotronico é igual a
velocidade de deriva devido ao E X B. Com isso, de volta a formula de vy pg:

mvi VBX B
2q B3 N

VvB = —

Entdo, para B(r) = &4 — VB = -0 — VB(r=001) = —1T/m,
me = 9.1 x 1073 kg:

N

9.1 X 1073 x (—1) x (105)? A
= — P X 0~ —2.84 x 10* 2| (25
UVE T Ty (C1.6 X 10-19) x (0.01)2 <2 X 107m/s 2| (25)

=z

6. (Exercicio 2.11 - Chen) A plasma with an isotropic velocity distribution is placed
in a magnetic mirror trap with mirror ratio R,, = 4. There are no collisions, so the
particles in the loss cone simply escape, and the rest remain trapped. What fraction is
trapped?

Solucao: Como o angulo méaximo para que as particulas escapem é:

(%)1/2] = sin™"! ( Rim >1/2]

ap < sin~!
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Para R, = 4, entao:
a <sixf11 — ap< 2
0 92 0 6

Como a distribuicao da velocidade ¢é isotrépica, entao elas estao igualmente distribuidas
pelo angulo 7 (lembrando que « é o angulo a partir do eixo z, equivalentemente o angulo
0 das coordenadas esféricas). Como temos 2 espelhos, entdo todas as particulas cujo
angulo de ataque seja < 7/6 ou > 57/6 escaparao, logo a fracao que fica confinada é:

‘“;ﬁ —4/6 (26)

. (Exercicio 3.2 - Bittencourt) Verify if there is any drift velocity for a charged
particle in a magnetic field given by

where By(z) and % are very small quantities. Does this field satisfy the Maxwell

equation V X B = (07

Solucao: Pelo formato do campo, a deriva de curvatura e de VB é:
B =/By(z)*+ Bg

Como B, << By:

/ B,\? 1/B,\*
B=Bo\|1+=£) ~By|1+=(2
" Jr(BO> 0( +2(BO>>

Entao:

B, OB B29oB
=Y Y3 — VBxB=-"2"Yz%

VB = BO ox B() or

OB
OBy .~ B ~ B2y

Como B,(x) e —.* sao pequenos, B, << By e ¥ << By, entao 52— ~ 0. Logo, a

deriva devido ao V B e a curvatura é praticamente 0.

0B, .
VXxB=""%
ox
Como % << 1, entao V X B &~ 0. Se quisermos ser rigorosos, esse campo viola a

condicao V X B = 0 por muito pouco.
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8. (Exercicio 3.5 - Bittencourt) Consider the magnetic mirror system shown in Fig.
20. Suppose that the axial magnetic field is given by

B(z) = By [1+ (z/ao)?]

where By and ag are positive constants, and that the mirroring planes are given by
z=—2y, and z = z,,

(a) For a charged particle trapped in this mirror system, show that the z component
of the particle velocity is given by

o-(52)" @) - @]

(b) The average force acting on the particle guiding center, along the z axis, is given

by
() = -l (57 2

Show that the particle performs a simple harmonic motion between the mirroring
planes, with a period given by

- 1/2
T =2 R
T (2|m\30)

(c) If the motion of the particle is to be limited to the region |z| < z,, , what restriction
must be imposed on the total energy and on the magnetic moment?

Solucao:
(a) Sabemos que num sistema de garrafa magnética, a velocidade é constante:
2 2 .2
vt =)+ vy

Entao, escolhendo 2 pontos em que as z = +z,, e um z arbitrario, temos que:

Como as particulas estao confinadas, nos espelhos, (v)|).,, =0 e |m| = T;”jgi ==
2 _ 2|m[B :
vy = ———, portanto:
2lm|B 2lm|B
[m| B(zm) _ 2|m|B(2) Lo
m m
2lm| By | [ zm\° 2\’ 5
s Zofzm ) _ [ = —
m (on) Qo I
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Enfim:

o= () [(2) - ()]

(b) Usando a expressao dada:

83) N 2‘m|BO
— | R=——FZ

() = -tml (5

Entao, pela Segunda Lei de Newton:

2
ag

2|m| BO
—s <

2

(Fj)y=mi = 2=— Zm

, ~ . N . A~ . 2 B
Essa é a equacao do oscilador harmonico cuja frequéncia 2 = i\/%. Por-

ao
tanto, o periodo do movimento é:

2T m
T="1_9 _m 2
Q = 2T\ Sl B (28)

(c) Para as particulas presas, como a for¢a magnética nao realiza trabalho, entao a
energia total seré constante e, como vimos em aula, o momento magnético também
se conserva.

9. (Exercicio 3.6 - Bittencourt) Consider a toroidal magnetic field, as shown in Fig.
21.

(a) Show that the magnetic flux density along the axis of the torus is given by
B(r)=B,~ &
r

where B, denotes the magnitude of B at radial distance r = a

(b) In what direction is the gradient drift associated with the radial variation of Bg?
Examine qualitatively the type of charge separation that occurs. Neglect the effect
of the magnetic field line curvature.

(c) If E denotes the induced electric field due to charge separation, in what direction
is the E X B drift?

(d) Show that it is not possible to confine a plasma in a purely toroidal magnetic field,
because of the gradient drift and the E x B drift.
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Solugao:

(a)

Usando coordenadas cilindricas e pela simetria do problema, o campo é da forma
B(r) = By(r), ¢. Pela Lei de Ampere:
10 A
(V x B), o (rBy) =poJ. =0 = By(r) ,

Como queremos que o campo tenha valor B, em r = a, entao:

B(r) =B, () & (29)

Como VB tera diregao #, devido a B = By(r), B tem diregao & e a velocidade
de deriva V B tem a sua direcao definida por VB X B, entao a deriva tera direcao
para 2. Como a férmula depende da carga, logo pela expressao, os elétrons vao
derivar para Z, enquanto os ions vao derivar para —2. Ou seja, teremos uma
separacao de cargas.

O campo elétrico induzido terd direcao —2, devido a deriva dos elétrons para 2 e
dos fons para —Z2. Dessa forma, a direcao da deriva devido ao E X B serd para a
direcao 7

Como as particulas sofrerdao uma deriva vertical, devido ao VB ,e também uma
deriva radial pelo E X B, as particulas nao serao confinadas, porque apds um
certo tempo, elas irao atingir as paredes do reator. Por isso, somente um campo
toroidal nao é suficiente para confinar o plasma, é necessario introduzir o campo
poloidal de forma a compensar as derivas.

Obs: O exercicio nao considera a deriva devido a curvatura. Mas fica como uma
indagacao, qual é a direcao dessa deriva???

Aula 26/04

. (Exercicio 2.14 - Chen) No aquecimento do plasma por compressao adiabética,
a invariancia de p requer K T, aumentar conforme B aumenta. Todavia, o campo
magnético ndo pode acelerar as particulas devido a Forca de Lorentz (qv X B) ser
sempre perpendicular a velocidade. Como as particulas ganham energia?

Solucao: Conforme B cresce, a Lei de Faraday prevé um campo elétrico. Esse campo
elétrico ira acelerar as particulas, transferindo energia para as particulas.
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2. (Exercicio 2.19 - Chen) Um plasma uniforme é criado numa camara toroidal com
um sessao transversal quadrada, como na figura. O campo magnético é gerado por uma
corrente I, ao longo do eixo de simetria. As dimensoes sao a = 1ecm, R = 10ecm. O
plasma é Maxwelliano com KT = 100eV e n = 101 m™3. Nao ha campo elétrico.

(a) Desenhe a érbita para fons e elétrons com velocidade v)j = 0 derivando no campo
magnético nao-uniforme.

(b) Calcule a taxa de actimulo de cargas (em Coulombs por segundo) em toda parede
superior da camara devido as derivas vwp € Uey. O campo magnético no centro
da camara é de 1 T e voceé pode usar a aproximacao de razao de aspecto grande
(R > a), quando necessario.

Solu¢ao: Bem, lembrando que o campo gerado por um fio infinito é:

B(r) =1 g

- 27r

(a) Como as deriva sao dadas por:

2

wVB X B muv, (B-V)B x B
UWWB = —"""FHs Veurv = — 4
qg B q B
Como v = 0, nao temos deriva devido a curvatura, portanto as particulas irao

derivar na direcao VB X B. Como VB estd na direcao —7 e B na direcao ¢,
entao os elétrons derivam para a direcao —2z, enquanto os fons derivam na direcao

z.

Portanto as érbitas serd uma composi¢ao de um movimento vertical com um cir-
cular, igual & imagem do slide 4 da aula do dia 19/04.

qui vamos usar a aproximagao de razao de aspecto grande para supor que o
b) Aqui i ao d ao d to grand
campo magnético e o seu gradiente no plasma sao um valor tinico para todo ele:
B(R) e VB(R). Além disso, vamos supor que kTj| = kT, = kT = 100eV. Como

o plasma é Maxwelliano, entao a velocidade é isotropica. Entao:

_u01_47r><10*7><[

B(R)_ZWR_ 01— — I=5x10"A
O ol I
VB(0) = g5 = gy B 5
— VB(R) = —2’;0;1%: A x ;?T ><>(<).152X Wh_ 104
mTU'Q:%T — muf] =50 x 1.6 x 107" =8 x 107'*J
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Como o momento magnético ¢ dado por:

2

. . mUJ_
2
MYL KT =100 1.6 X 1079 = 1.6 x 10~
1.6 x 10717
— =y = p=280x 10"

O termo (B - V)B ¢ dado por:

ol 9 (pel N\ [(mIN*1 9 .
(B-V)B = 2112 0¢ (27”’ ¢> - (27rr> r 0¢
—~
1 .
— (B-V)B =——r=—10r
r=R R

Portanto, colocando os valores para elétrons e protons:

. _ _1VB(R) x B(R) : ~ _mvi(B-V)BxB
VB — q B2(R) curv — q B4

8 x 10718 . . 1.6 x 10717 . 5, .

8 x 1071 . . 1.6 x 10717 e

(UVB)Z? = m (_10) z =500 (z) (UCUTU)p = m (—10)2’ =10 (z)

Portanto a velocidade de deriva das particulas é 1500 m/s. Essa taxa de acimulo é
a corrente devido as derivas. Como s6 estamos interessados na corrente que chega
na parede superior, portanto s6 nos interessa os protons:

J=nye((vvn)p + Weurs)p) = 101 x 1.6 x 107" x 1500 = 2.4 kA (30)

3. (Exercicio 2.20 - Chen) Suponha um campo magnético ao longo do eixo de um
espelho magnético é dado por B, = By(1 + a?z?)

(a) Se um elétron em z = 0 tem velocidade v? = 3vﬁ = 1.5v%, qual é o valor de z em
que o elétron é refletido?

(b) Escreva a equagao de movimento do centro de rotagdo na diregao paralela ao
campo.

(c) Mostre que o movimento é senoidal e calcule sua frequéncia.
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(d) Calcule a corrente longitudinal invariante J correspondente ao movimento.

Solucgao:
(a) Numa garrafa magnética, sabemos que o momento magnético é constante, por-

tanto:
m(v); _ m(vL)j
2B, 2B
No momento de reflexdo v =v,. Em 2z =0, v* = 1.50v3 = v} = 20?/3. Entéo
v? v? 3 1 /1
3By 2Bo(1+ a222) TeEmg = AT
(b) Como:
dUH dB
W IFD = —lm|—
" dt < ”> [ dz
Portanto:
dUH d22 2 B[) |m| a2
A_—--_ 21" 31
dt — de m_ (31)
(c) Essa equagao é uma equagao de oscilador harmonico, cuja resposta é:
2B
z(t) = Asin (wt); w=a« M (32)
m
_ dz.

(d) Como v = F:

v)| = wA cos(wt)
Como a particula esta restrita entre —A e A, entao, a corrente invariante sera:

A
J = /dez
~A

Mas podemos trocar a varidvel de integragdo z — t = dz = Aw cos(wt)dt, os

limites de integragao viram g-. Logo:

™

2w

J = (Aw)? / cos? (wt) dt

us

2w
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Integrando:

nA%w  mA%a |2 By|m]|
J = = 33
2 2 m (33)

4. (Exercicio 4.11 - Bittencourt) Para um elétron com velocidade inicial vy& e posigao
inicial zo & sob um campo elétrico E = cos(kx — wt)&, mostre que a velocidade é dada
por:

E t
v(t) = vy — ‘ / cos(kx — wt')dt'

me Jo
Usando método pertubativo, em que para a menor ordem E = (0, mostre que:

el

vlt) = o = me(k vy — w)

[sin[kz + (kvg — w)t] — sin k]

Solugdo: Pela Forca de Lorentz na direcao :

d
S O cos(kr —wt) = |v(t

— 4
P o s(kx — wt') dt’ (34)

0

Aplicando um método pertubativo para x: = = xg + vgt, temos que:

cos(kx — wt) — cos(kxzg + (kvg — w)t)
cos(kxg + (kvg — w)t) = cos(kxg) cos((kvg — w)t) — sin(kxo) sin((kvy — w)t)

Logo:

E
v(t) =vo — ‘

e

cos(ka:o)/cos((kvo w)t’) dt’ — sin(kxo) /sm ((kvg — w)t') dt’
0 0

Como ele fala que, para o termo de menor ordem, E =0 = cos(kx — wt) |x:x0.t20 =

cos(kxg) = 0, portanto, o primeiro termo se anula. Enfim:

e B sin(kxg)

v(t) =vo — e oo — )

[cos((kvy — w)t) — 1]

Podemos reescrever sin(kuvg) cos((kvy — w)t) = sinlkvy + (kvy — w)t], entdo:

el

vlt) =vo - me(kvy — w)

{sin[kvy + (kvg — w)t] — sin(kwvo)} (35)
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Aula 28/04

. Mostre, a partir desse resultado (momento magnético é invariante), que o fluxo magnético
através de uma 6rbita ciclotronica, ® = Bwp?, também ¢é um invariante adiabdtico.

do d

— = —Brp*=0

a —ar

- dm| _ _ gmud _ :

Solugao: Como == =0, |m| = 25+ e vy = Qcre:

dm| d (mr?q¢® B? ¢ d, ., d,, d®d
_— ¢ = — B — _ B — _—
dt dt(2B m? omai e B) =0 = e B) =0 = |73 =0

. Suponha que, em t = t(, a energia cinética de cada particula seja

1 1 1
Ekz'n = §m <Uﬁ> + §m <U3_> = §kB ﬂ| + k?BTL

e que Tj(to) = T (to) = Tp. Suponha ainda que, entreA t =1ty et =t;, ocampo By

varie adiabaticamente, By = By[l + (t — t9)/(t1 — to)]k, de modo que nao hé tempo
para as temperaturas se equilibrarem. Quais serdo os valores de Tjj(t1) e T (t1)?

Entre t =1, et = t3, o campo magnético é mantido constante até que Tj(t2) = T (t2) =
T5. Qual sera o valor de 157

Entre t =ty e t = 3, 0 campo By varie adiabaticamente para o seu valor original, By =

By[2 — (t — t2)/(t3 — t2)]k. Novamente,ndo ha tempo suficiente para as temperaturas
se equilibrarem. Quais serdao os valores de Tj(t3) e T' (t3)?

Entre t = t3 e t = ty, o campo magnético é mantido constante até que Tj/(ty) =
T\ (ty) =Ty. Qual é a temperatura final do plasma?

Solugao: Pela invariancia do momento magnético:

m(vy)y  m(vy)i

2B, 4B, :>(UJ_)1:\/§<UJ_)O

mut _ kp(TL)1 = mm(vy)g = 2k (TL)0 = kg (TL)1 = Ti(t) = 2T,

Como nao ha tempo para as temperaturas se equilibrarem: Tj(¢,) = Ty
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Agora em t = ty, as temperaturas se equilibram, entao:

1 1 3
5l<;B(TH)(z51) + kT (t) = 5/k;B(TH)(tQ) + kpT\ (t2) = 3 kg Ty
kpTh

3 )
+2k‘BTO:§]€BT2 — T2:§TO

Em t = t3, pela invariancia do momento magnético:

m(vy);  m(vi); ~ (v1)e
2B, 4B, k= /2
Mas
m(v,)? m(v,)3 1 5
(QL)?) = k?B (TL)g — <4L)2 = §kB T = k)B (TL)g — TL(t3> = éTo

Como ndo hd tempo para que as temperaturas equilibrem: T (t3) = 2Ty

3
Por fim:

1 3 5 5 3 10
ékB (ﬂ|)3 +k’B (TJ_)g = §kBTf — ETO + ETO = §Tf > Tf = _TO

. Mostre que Jj| é invariante.

Solugao: Seguir a secao 2.8.2 do Chen. Recomendo também seguir a se¢ao 6.3 do
capitulo 3 do Bittencourt. O calculo no Bittencourt é mais amigavel, porém menos

geral.

. (Exercicio 2.12 - Chen) Um préton de raio césmico é confinado entre 2 espelhos
magnéticos méveis cuja razao é R,, = 5 e a energia do proton é de W = 1keV, com
vy = v no plano médio. Cada espelho se move em direcao ao plano médio com

velocidade de v, = 10 km/s.

(a) Usando a férmula do cone de perda e a invariancia do momento magnético, en-

contre a energia em que o préton serd acelerado antes de escapar.

(b) Quanto tempo leva para ganhar essa energia?

i. Trate cada espelho como pistoes planos e mostre que a velocidade ganha em

cada colisao é de 2v,,

ii. Calcule o nimero de colisoes necessarias para ganhar a energia calculada no

item (a)
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iii. Calcule o tempo T o préton leva para atravessar L o nimero de vezes calcu-
lados no item anterior. Precisao de 2 ordens de grandeza é suficiente.

Solugao:

(a) Vamos tomar o subscrito f como a quantidade apés a colisdo no meio da garrafa
e subscrito ¢ como antes da colisao no meio da garrafa. Entao, como o momento
magnético é conservado (vy); = (vy);, somente v) muda apés uma colisao. Como
a condicao de confinamento é:

B 1
.. 92 0
em = — = —
sin B R
com (vy); = (v))); e |/m| = n;?. v)| ird crescer até o angulo 6 chegar em 0,,, em
que temos:
P AN 0 R S ()
sin“0,, = 5 = 5 5 = (v)z__:> L=4
(V1) 2ttima (UL)f + (UH)f 14+ ( ”)g ) (UL)f
vl )%
= (u))r = 2(vL)s
Portanto a energia ganha sera:
m[(v))? + (v,)?
Ei — [( ||)z2 ( l)z] :m(m_)?
m((v)f+ @o)F  mA)i+ )i 5
Ef = = = _m(vl)z
2 2
5
2
Como E; = 1keV:
Ey =25keV (38)
(b) Para encontrar esse tempo, vamos por partes:
i. No ponto de vista do espelho em movimento:
Vi = Vg — U v = —(vo — Um)
Trazendo de volta para o ponto de vista do laboratério:
v; = Vg Uf:U}+Um:—U0—|—2Um

Portanto, a cada colisdo, a particula ganha 2|v,,|.
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ii. Sabemos que (v)|)s é a velocidade na direcao do eixo que a particula sai do
sistema. Mas, essa velocidade é ganha por meio das colisoes, logo:

(o)s = (v)i + N Ay
em que Av| = 2|vy,|. Logo:

(s = ()i 2(ve)i — (vi)i  (vi)i

N = = —
2|y 2|0y, 2|y |

Como a energia inicial foi de 1 keV, entao:

1
By = gm (o) + (0)f) =m(u)f = 10° x 1.6 x 107" =

1.6 x 1016
LT\ TeTx 1077 31X 107m/s

Logo:

31 %107

53 107 ~ 15 colisoes

iii. o tempo T pode ser calculado pela velocidade média:

(vy)s -ZF (o)i _ 2(v1) 2+(M) _ % % 3.1 % 10° = 4.6 x 10°

v =

Portanto:

NL 15x 10

T=""_
v 4.6 x 105

=3.2x 108 (39)

5. (Exercicio 2.13 - Chen) Derive o resultado do exercicio 2.12 (anterior) usando dire-
tamente a invariancia de J:

(a) Seja [ vds = v L e derive em rela¢do ao tempo.

(b) A partir dessa expressao, encontre uma expressao dependente de T' em termos de

%. Seja % = —2v,, e obtenha a resposta
Solucao:
(a) Entao:
d dUH dL
— ds ~ —L — =0
dt/ VIS R g g
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(b) Usando a expressao:

dvj 24,

doy,
dt L

2000y, =0 =
Tomando a aproximacao:

dUH ~ AUH . QUH?Jm
e~ T L
Por fim:

LAy LAy L(vy),  10%x3.1x 10°

— ~ = T ~ 3.3 x 10°
20U 200,  20Um 2 X 46 X 105 X 10° °

T

(40)

6. (Exercicio 2.16 - Chen) Um plasma de hidrogénio é aquecido pela aplicagao de ondas
na faixa do rddio com E perpendicular a B e frequéncia angular w = 10°rad/s. O
campo magnético de confinamento é 1 7. O movimento dos (a) elétrons e (b) fons em
resposta a essa onda é adiabatico?

Solugao: Um movimento s6 é adiabatico se a condigao (). >> w for satisfeita. Para
elétrons e fons:

eB  1.6x107"
T m 9.1 x 103!
eB  1.6x107"
T m 167 x 10727

~ 1.76 x 10"
~ 9.58 x 107

Portanto, para os elétrons, o movimento pode ser considerado adiabético, enquanto
para os ions nao.

7. (Exercicio 2.17 - Chen) Um préton de 1keV com v = 0 em um campo magnético
uniforme de B = 0.17T é acelerado conforme B cresce vagarosamente até 17. Entao,
ele colide elasticamente com uma particula pesada e muda de direcao de forma que
v, = v). O campo magnético entao ¢ diminuido vagarosamente para B = 0.17. Qual
é a energia do préton agora?

Solucgao:
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Aqui, vamos usar a invariancia do momento magnético, entao antes da colisao,quando
o campo muda 0.1 — 17"

m(vy)g  m(vy)i (v)y (1) 2 2
2B, 2B, 0.1 = 100w = (vu)i

(v = (v)o =0

Na colisao, sabemos que v, = v}, logo:

v’ = (UL)% = (UL)gou + (Ull)zozz g (UH)zoll = (UL)zozz = 5<UL)3

Agora, o campo volta para 0.17', logo:

2 _ (vi)Zou 2 (vi)

(UL)f— 10 - (UL)f—_2

()} = (U)o = 5(vi)
Enfim:

m((wo)i+ @7 m 1 o 1lm(v)j
E —= _ — — —_ —_—
f 9 2 5 + 9 (UJ_)O 2 2

Como %ﬂg = E; = 1keV, logo a energia final é de | Fy = 5.5 keV

. (Exercicio 2.18 - Chen) Um plasma de hidrogénio sem colisdes é confinado num toro
em que espiras extenas geram um campo magnético B inteiramente na direcao ¢A) O
plasma ¢ inicialmente maxwelliano com kT = 1keV. Em t = 0, B é gradualmente
aumentado de 17T para 37T em 100 us e o plasma é comprimido.

(a) Mostre que o momento magnético se mantém invariante para os elétrons como
para os fons.

(b) Calcule as temperaturas 7', e T}, apds a compressao.

Solugao:

(a) Para o momento magnético se manter invariante, temos que garantir a condigao
para a invariancia adiabatica w << Q..

2 2
= =" —6.28x 10*
YT T Ix10¢

eB  1.6x107"
me 9.1 x 10731
eB 1.6x 1071

Q.), = == ~958x 107
(€2e)p m,  1.67 X 1027

~ 1.76 x 10"
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Ou seja, a condigao é satisfeita para ambos com o campo magnético de 1 7. Como
a frequéncia de giro é proporcional ao campo, a condigao é satisfeita para o campo
de 37T e também durante o crescimento do campo.

(b) Como o plasma é Maxwelliano, ele também ¢é isotrépico. Por meio da invariancia
do momento magnético, a velocidade transversal ao campo muda, conforme do
campo cresce. Entao:

m(vi)f _ gm(vL)

By B

N |

1
2

T T
== T, =3k 41
Bo B — 1| 3keV ( )

Como :movi = kT, enfim:

A temperatura T}, é a mesma que a inicial pois o processo de compressao s atua

na componente perpendicular. Logo, | T}, = 1 keV

9. (Exercicio 2.21 - Chen) Um fio infinito carrega uma corrente constante I na direcao
z. Em t = 0, um elétron, cujo raio de giro é pequeno, estd em z = 0 e r = ry com
Vio = Yjo-

(a) Calcule a magnitude e a direcao da velocidade resultante de deriva.

(b) Suponha que a corrente cresga vagarosamente no tempo de forma que um campo
elétrico constante é induzido na direcao z. Indique num diagrama as diregoes
relativas de I, B, E, vgxp-

(c) vi e vy crescerao, diminuirdo ou se manterdo constantes conforme a corrente
cresce? Por qué?

Solucao:

(a) Como o campo magnético gerado por um fio infinito é B = %ﬁqﬁ, a deriva que o
elétron sentira sera devido ao VB e a curvatura do campo.

vi -l ("L]):—“O[ﬁ

~"or \2nr 21 r?
poll 0 (pol \ _ 1 ml\"
B-VI B=—-—|—¢|=—|—7—
(B-V) 27T7‘7‘8gb(27r7“ r\2rr) "
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oo 'm|VBx B  |m| (1 5o mevilﬁ |y Wmevié
VBT Ty B2 e \r ~ 2eBr VB el
(42)
mv2 (B.-V)B X B 27 M V7
Veurv = — ! ( V) a = | Vcurv — —H z (43)
q B poel

(b) Como temos, agora, um campo elétrico constante na diregao 2z, entao a velocidade

de deriva vgy p serd na direcao z X ¢ = —r. Entao:
E
® B
A [
I
-
VExB

(¢) Como B estd na direcao QZ) e vimos que as derivas estao em direcoes perpendiculares
a ela, entdo v crescerd, uma que Vyp € Ve sa0 perpendiculares ao campo (na
diregdo —z) A deriva vgpxp também contribui para v, , pois aponta na dire¢ao
—7. v se mantém constante, pois ndo hd nenhuma quantidade de deriva e/ou
campo elétrico nessa direcao.

10. (Exercicio 3.4 - Bittencourt) Para um sistema de espelhos magnéticos do problema

3.3, suponha que o campo magnético axial muda com o tempo, entao By.ia = B(z,1) 2.
Considere que o momento magnético

imov? (z,t)

jm| = 2
B(z,t)
¢ um invariante adiabdtico (note que o seu valor é o mesmo para z =0 e z = £z, e
que v? = Uﬁ +v?). Mostre que a invariancia adiabdtica longitudinal pode ser escrita
na forma:

/ [B(zm,t) — B(z,1)]"?dz = constante

Zm
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Solugao: Como a energia cinética total é conservada, no gargalo, temos que: v( l);
(v)? + (v1)? em que as quantidades sem indice sdo as velocidade num ponto —z,, <
2z < zpy. A invariancia adiabética longitudinal nessa questao é:

Zm
S = / v dz
o
Como v* se conserva, entdo: v = ((vi)? — v2)2. Uma vez que |m| = W;;i ¢ um
invariante adiabatico, entao: v?(z,t) = %, portanto:
Zm
J= / [B(2m,t) — B(z,t)]"/? dz = constante (44)
o

Aula 03/05

1. (Exercicio 3.1 - Chen) Derive a constante dielétrica de baixa frequéncia para um
plasma uniforme (expressao (3.28) do livro) por meio da derivada temporal da equagao
V.D =V .eE =0 com a equagao de Poisson (expressao (3.1) do livro) e com a ajuda
das equagdes (3.24) e (2.67.

Solucao: A equacao (2.67) e (3.24) dizem:

Jp = 92 do p dE
{ w0 T Y\ ma
ot Ip =
Pela equagao (3.1):
o dE 0o p dE
E=2 e Ly | 2
v o OV w T [32 dt]
Entao:
p\dE| d B
v {(60—{— B2> dt] =0 = dtv (eE) =0 (45)
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2. Se a frequéncia ciclotronica do ion é denotada por €2, e a frequéncia do plasma de ions
¢ definida por:

ne2

Q. =
P EOM

em que M é a massa do ion, em que condigoes a constante dielétrica € é aproximada-
2

. Q
mente igual a &5

Solugao: Basta substituir as expressoes e igualar a e:

Qi ne? M? nM
= — = — :> € =
02 e?B?¢ M €0 B2

€

Aula 05/05

1. (Exercicio 3.3 - Chen) Mostre que as equagoes do livro (3.55) e (3.57) sao redun-
dantes.

Solugdo: Tomando o divergente da Lei de Ampere (equagao 3.58):
0
0=V -V XB=¢V-(nv)+q¢V - (nwv.) + ean

Substituindo a equagao da continuidade de cargas (equagao (3.60)):

" 2 B on; one.

0 0
ot - %‘E - Qeﬁ =0 = a(ﬁoE) = _(Qini + qene)

ot

que é a equagao (3.55).
Tomando o divergente da Lei de Faraday (equagao 3.56):

B
ozv-Vszv-aa—t = %(V-B)zo — V.B=C

em que 'C’ é uma constante, que é 0, pois nao ha monopdélos magnéticos.

38



- .. Intro. Fisica de Plasmas
Solucao dos Exercicios 2021/1

2. (Exercicio 3.4 - Chen) Mostre que o lado direito da expressao para jp na equagao
(3.69) tem dimensao de densidade de corrente.

Solugao: A primeira parte do lado direito é trivial que é densidade de corrente pelo
produto densidade de particulas, carga elétrica e velocidade. Ja a segunda parte:

B x Vn

(kT +kT,) i

O termo k T tem unidade de energia: kg m? s~2, B tem unidade de Tesla T = kg s—2 A™1
e Vn tem unidade de m™*, entao:
kgm? s? A A

L e R

que é a unidade de densidade de corrente.

3. (Exercicio 3.5 - Chen) Mostre que se a corrente calculada pelo referencial da particula
é resulta na corrente calculada pela deriva diamagnética para 1 largura da caixa, entao
assim serd para todas as larguras.

Solucao: Supondo que a corrente jp seja constante numa caixa de largura L, entao:
An =n' L, em que n' é a derivada da densidade de particulas e An é a diferenca de
particulas em cada parede. Entao:

|Jp| =|Anewv,| = |n' Lewv,|

essa sera a diferenca das correntes que chegam em cada parede em toda caixa. Logo, a
densidade de corrente equivalente:

. JD /
lip| = I In" ev,|

S6 que pelo lado direito da expressdo (3.69): |jp| =~ KT'n'/B. Como a velocidade v,
é determinada por B e KT, uma vez ela determinada, essas quantidades também sao,
valendo para qualquer largura L, uma vez que a expressao independe dela.

4. (Exercicio 3.6 - Chen) Um plasma isotérmico é confinado entre 2 planos situados
em r = *a num campo magnético B = Byz. A distribuicao de densidade é dada por:

n = no(l — 2?/a?)

39



Intro. Fisica de Plasmas

Solucao dos Exercicios

2021/1

(a) Derive a expressao para a velocidade de deriva diamagnética vp, em func¢ao de x

(b) Desenhe um diagrama mostrando o perfil de densidade e a diregdo de vp, em

ambos lados do eixo x = 0 se B esta para fora do papel.

(¢) Calcule vp. em x =a/2se B=02T, kT, =2eV ea=4cm

Solucao:
(a) Como a velocidade diamagnética para os elétrons:

kT 2z X Vn 2kT x 1 R
Vpe = —Y—5——— = VUp =
b TeBT n P ﬂYeBaQ(l—gz:Z/cLQ)

Como o plasma ¢ isotérmico, entao v = 1. Enfim:

2kT x 1 X
VUpe =
Pe™ eBa? (1—x2/a2)y

(b) Se fizermos um grafico da expressao da velocidade de deriva e da densidade:

AREN
/
p

Sea
A A

X T

(47)

Figure 3: Em vermelho é o grafico da velocidade e em roxo é o grafico da densidade

(c) Colocando os dados:

2x2x1.6x1079 %002 1
Vpe =
D¢ = 167 x 109 % 0.2 x 0.042 (1 — 1/4)7

Fazendo as contas:

Vpe = 319m/sy

(48)
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5. Uma coluna de plasma com simetria cilindrica com um campo magnético uniforme B
tem

2
n(r) = ngexp {—r—Q]
0

n(r) = ng exp {%1

(a) Mostre que vgxp € vp. sdo igual e oposto.
(b) Mostre que o plasma rotaciona como um corpo rigido.

(¢) No referencial que rotaciona com vgxp, algumas ondas em plasmas (ondas de
deriva) propagam com velocidade de fase de v, = 0.5vp.. Qual é v, no referen-
cial do laboratéorio? Num diagrama do plano r — 6, desenhe flechas indicando a
magnitude e direcoes relativas de vpxp, Vpe, Vg no referencial do laboratério.

Solucao:

(a) Pelas expressoes, conseguimos deduzir o potencial escalar:

kT r? d¢  2KT r
= —— E = L = __p
o(r) e T% = E() rdr e r%r

Entao, tomando a direcao do campo magnético como 2:

ExB _ _2%Tr,

B2 eB 7’8

Calculando a velocidade de deriva diamagnética:

on — Vp X B
De — an2
Como Vp =kTVn en =n(r), entdo: Vn = f%:
2kT 1 0n ,
Vpe = —————
b gB n or
Como %% %lnn = 2—%, logo
2kT r 4
e =——0
T B

Ou seja, as velocidades tem o mesmo valor, mas o sentido é oposto.
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(b) Como as velocidades tem dependencia com r e para um corpo rigido v = wr,
percebemos que o plasma também roda como um corpo rigido.

(¢) Transformando de volta para o referencial do laboratério:

V=4 +VExB = 0.5vp, + (—vDe) = —0.5vp,

Aula 19/05

1. (Exercicio 4.1 - Chen) A densindade oscilante n; e o potencial ¢; numa ”onda de
deriva” sao relacionados por:

ny  epw*+ia

noe kT, w—+ia

em que é necessario saber que todas as constantes sao positivas, exceto o i.

(a) Ache uma expressao para a fase  de ¢; em relagao ny. (Por simplicidade, assuma
que n; seja real)

(b) Se w < w*, ¢; atrasa ou adianta n;?

Solucao:
(a) Reorganizando a expressao:

 KTeny w+ia kKT w'w +ia(w — w*) +a®

¢1 eny w*+ia  eny (w*)? + a?
. _ —1 Im{¢1} 50
Como a fase é dada por § = tan Re{qﬁi}. Entao:
5 — tan-! {M} (49)
w*w + a?

(b) Como a densidade n; é da forma n; = Ae'**=%* e dada a relacdo do enunciado,

¢1 pode ser escrito da forma: ¢ = B ny e'ke—wt+o),

Sew < w*, entdo § > 0 pela relagdo do item (a). Se em (zy, to) tivermos kzg—wty =
0, fixando xg, kxg—wt+6 = 0, entao t > ty. Ou seja, ¢, atrasa n; temporalmente.
Agora se fixarmos tg, kx — wtyg + 0 = 0, entao x < zo. Ou seja, r < xg, ¢ atrasa
N1 NO espago.

Enfim, ¢, atrasa n;.
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2. (Exercicio 4.2 - Chen) A densidade de plasma na baixa ionosfera foi medida durante
a reentrada de um satélite e seu valor é de 10'® m=3 a altitude 50 km, 10'7 a altitude de
70 km e 10 a altitude de 85 km. Quais sdo as frequéncias de plasmas nessas regioes?

Solu¢ao: Como a frequéncia de plasma é dada por:

ng €2

€Egm

Supondo que o plasma seja de hidrogénio, entao os valores para as dadas densidades
sa0:

ng = 10"® = w, =1.31 x 10°
ng = 10" = w, =4.16 x 10° (50)
ng = 10" = w, =1.31 x 10"

3. (Exercicio 4.3 - Chen) Calcule a frequéncia de plasma com o movimento dos fons
incluido, assim justificando a suposi¢ao de que os fons estao praticamente fixos.

(Dica: inclua o termo ny; na equacao de Poisson e use as equagoes de movimento e
continuidade para os ons.)

Solug¢ao: Vamos partir do ponto em que ele toma a suposicao dos ions fixos, que é a
equagao (4.19). Adicionando o termo ny;:

€0 V . E = e(nli — nle)

As equagoes de movimento de primeira ordem para os elétrons e fons sao:

ony;
gtl + V - (noivy; +nyv1) =0
Onie
m + V - (ngevie + nyv1e) =0
ot
81} i
m; |: 8; + (vli . V)’UM:| = €E1

dv1e
me |: g; -+ (’Ule . V)'vle:| = —€E1
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Linearizando todas as equagoes, entao todos os termos de segunda ordem sao despreza-
dos, devido a condigao de pertubagao ayg >> a1, portanto, as nossas equagcoes sao:

€0 V.-E= e(nli — nle)

8;“ + gV vy = 0

agtle + 19V - v, =0
z% =ck,

Me agtle —ekF;

Assumindo que todas as quantidades pertubadas sejam da forma a; = A e/**=“Y e que
estamos resolvendo o problema 1D, entao:

’ik’Eo E1 = e(ﬁli — ﬁle)
— iwﬁli + ik No; V13 = 0
— wNe + tknge v1e = 0
— iwmivli =e€ E1

— wmy1, = —e By

Substituindo a 2* equagao na 4% e a 3* na 5 equagao:

’ik’EO E1 = e(lei — ﬁle)
€ El

o . _ . _ ek no; By
wny; + ik No; = =0 = m;ny (A}Q = 1iek ny BT = ny = -3
wm; m;w
. . e E1 _ . _ @ek: Noe E1
W1 — 1k Noe - =0 = Mmeiew? = —ickng B = fige = ——
e mew
Substituindo 2 e 3* na 1* equagao:
)
, e’k (ng; o
Z/{ZGO E1 = Y — + - E1
w m; M,
Portanto:
e (ng  no
W= =4 = (51)
€0\ Me
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Como m, << m; e assumindo quasineutralidade, vemos que o primeiro termo é muito
menor que o segundo. Logo, podemos despreza-lo e, assim, a suposi¢ao de fons fixos é
bem robusta para a andlise da frequéncia de plasma.

4. (Exercicio 4.4 - Chen) Para uma oscilagao de plasma com ifons fixos e comportamento

espaco-temporal da forma e***=«Y calcule as fases § para ¢, F; e vy se a fase de ny é

0. Tlustre as fases por meio de graficos das senoides de ¢;, Fq, ny e v; como
(a) funcao de x para t =0,
(b) fungao de t para x = 0 para w/k > 0,
(¢) fungao de t para x = 0 para w/k < 0.
Note que os padroes temporais podem ser obtidos pela translacao dos padroes de x

numa direcao apropriada, como no caso de uma onda passando por um observador
fixo.

Solugio: Pelas equagoes (4.21), (4.22) e (4.23):

—imwv, = —eky
—dwn, = —tkng vy
ikﬁol?liz —en
Entao:

B w ny
V1 = Z;EE
E=itn

kEO

Como E| = —-V¢, = FE; = —ik¢,. Portanto:

w Ny
V1 = ——
k?no
. €
EA =1— "N
kEO
¢ €
1= ———75m
EokQ

Logo, em relacao com nq, v; pode estar nao estar defasado ou estar defasado por 180°
(isso depende do sinal de w/k), E; esta defasado com 90° e ¢ estd defasado com 180°.
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5. (Exercicio 4.5 - Chen) Escrevendo a equacao de Poisson usada na derivacao da
oscilagao de plasma simples na forma

V-(eE)=0

derive uma expressao para a constante dielétrica e aplicavel movimentos longitudinais
de alta frequéncia.

Solucao: Partindo da equacao de poisson linearizada para o caso em 1D:

ikﬁo El = —€en
Como, pela equagao (4.22) —iwn; = —ikngv;:
k
ik E1 = —6— g U1
WEQ

Usando a equagao (4.21):

-Qk 2
Y AL RN ik(l— ¢ "°>E1:o

mw3e mw2e

eng 2 .
Mas e = Wy, logo:

w2

e=1—-2 (52)

w2

6. (Exercicio 4.6 - Chen) Ondas de plasma de elétrons sao propagadas num plasma
uniforme com kT, = 100eV, n = 101 m™3 e B = 0. Se a frequéncia é de 1.1 GH z, qual
é o comprimento de onda em cm?

s 2 _ 2 312 2 .
Solugdo: Como w* = wy + 5k v}, entao:

2
k* = 72 (W —wl) = A=2r
th

3 vfh 1

2 _ 2
2 w W,

Com os dados do problema: w? = 3.17 X 10", v, = 3.51 x 10, w* = (2nf)* =
4.77 x 10'9, obtemos:

(A =0.011m=11cm| (53)
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7. (Exercicio 4.7 - Chen)

(a) Calcule o efeito de amortecimento colisional na propagacao de ondas de Langmuir
(oscilagbes de plasma) pela adigao do termo —mnrv na equagao de movimento
dos elétrons e rederive a relacao de dispersao para T, = 0. Aqui, v é a frequéncia
de colisao dos elétrons com os fons e 4tomos neutros. (O enunciado foi escrito
errado! A frequéncia de colisao é v.)

(b) Escreva uma relagao para Im{w} e mostre que o sinal indica que a onda é amorte-
cida no tempo.

Solugao:

(a) Adicionando o termo de colisdo na equacao de movimento dos elétrons:

0
mne (a—::jt(’v-V)v) =—en.E—Vp—mnvv

Tomando o método pertubativo e linerizando a equagao, temos que:
—twmmnovy = —eng By —ykgT. Vny —mnvwv,

Resolvendo o problema em 1D: v = 3;
—twmngv; = —eng By — 3itkkgT.ny — mngoru;

Pelas equagoes (4.23) e (4.22), podemos escrever E; e ny como:

) 1eng ) kno
—lwmngv; = eny vy +3itkkg T, —v; —mnoru;
W €g w
2
€" Ny k‘BTe .
w? o= — 3k* — W
meg m
eng _ 2 2 _ kpTe.
Como 2% = w,, e vy, = 5=

3
2 _ 2 2 12 .
W' =w, + v kT —ivw

2

Esta é uma equacao quadratica. Para T, =0 = vy, = 0, entao:

w? +ivw = w; (54)
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(b) Pela relagao de dispersao, podemos deduzir que w é complexo: w = x + 1y
2 .2 : : 2
7+ y" + 2izy +wwr — vy = w,
Logo, a parte imaginaria sera:
ry+vr =0 = y=—-v/2

Ou seja:

Im{w} = —v/2 (55)

o ) » » o
Enfim, se a dependéncia temporal é da forma e ™! = e ®@le¥t — e7@lem3t,
Ou seja, a oscilacao é amortecida.

8. (Exercicio 4.8 - Chen) Para a oscilagao upper hybrid, mostre que as érbitas elipticas
sao sempre elongadas na direcao de k. (Dica: A partir da equagdo de movimento,
derive uma expressao para v, /v, em termos de w/w.)

Solu¢ao: Tomando B na direcao 2z e E na direcao k=ae partindo das equacao de
movimento (equacao 4.52) em coordenadas cartesianas:

—iwmv, = —el — evy By
) Uy twm Vg w
—iWwmvy = evy By = — = — = — = —i—
vy e By Uy We

Como w? = wz + w?, entao w/w. >1 = v, /v, > 1. Ou seja, tragando as érbitas das
particulas, como v, > v, elas andam mais na direcao  do que na direcao y, logo as
orbitas sao elongadas.

9. (Exercicio 4.9 - Chen) Ache a relagao de dispersao para ondas de elétrons ele-
strostaticas propagando num angulo arbitrario 6 em relagao a By. (Dica: escolha o
eixo = de forma que k e E esteja no plano x — 2)

(a) Mostre que a resposta é:

2

w?(w® — wp) + wiws cosf = 0

(b) Escreva 2 solugoes para essa quadratica para w? e mostre que nos limites § — 0 e
0 — /2, nossos resultados anteriores sao recuperados. Mostre que nesses limites,
uma dessas solugoes ¢ falsa, sem significado fisico.
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(¢) Por completar quadrados, mostre que a relagao acima é uma equagcao de elipse da
forma:

(y—17° o
1 a?
em que, T = cost, y = 2w? /Wi e a = wi/(2waw,)
(d) Plote a elipse para w,/w. = 1,2e 00

(e) Mostre que se w. > w,, & menor raiz para w serd sempre menor que w, para
qualquer 6 > 0 e que a maior raiz sempre estd entre w. e wy,. E que se w, > w,, a
menor raiz ¢ menor que w, € a maior raiz ¢ maior que w, e wy

Solugao:

(a) Usando a dica dada: By estd na diregdo 2z e E ek estdo no plano x — z, logo:
k- By = k By cosf. Como estamos tratando as quantidades harmonicamente,
entao: V — ik e % — —iw.

Nés vamos usar 3 equagoes (Lei de Gauss, continuidade de particulas e equagao
de movimento):

V'El = —Enl

€0
on
8_151 —i—noV c V1 = 0
0
mnO% = —eng E; — eng(vy X By)

Fazendo essas trocas e lembrando que k estd no plano z — z:

iEO(kx Elx + kz Elz) = —€m

— 1w ny + Z?’Lo(k‘m Vg + k?z Ulz) =0
e

— lwmmngy vy = —eng By — eng(viy Bo)
. LWe
—iwmng vy, = eng(vi, By) = vy = i—01,
w
. .€ Elz
—iwmnyvi,, = —eng B, = v, = —1
mw
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Substituindo a 4* na 3% equagao:
Z.(':O(klfrr Elx + kz Elz) = —€m
— W ny + 1 n()(k'm Vig + k?z Ulz) =0
‘ Ey, 2\
—idwmnyvi, = —eng B, — eno(iw—vlm By) = v = & < — w—;)
w mw w
.We
Viy = szlx
ek,
Vi = —1
mw

Substituindo 3% e 5* na 3% equagao:
Z-‘EO(k:E El:p + kz Elz) = —€m

. 61{3 Elm(
—twng +no(—1

— N1 = ;Z}O (k' Elx(

Substituindo na primeira equagao:

2
(ko Bry + . Er) = 10 1 (k Elx(

€m w?

2

w

-1
- ) + kz Elz)
w

C

2

6]{7 Elz
)

y )
w

I
o

Como ‘fﬂ =w?, k, = ksinb, k, = kcosf, Ey, = E; cosf e Ey, = E) sinb:

om p

2
w

k By (cos 0 4 sin® ) = L k B
w

2 w2
(1—%) :—72’ (1—cos2e+cos20(
W w

2,2
2 2 2 Wew

w? —wr=w’ — pcosQ
w2

2 _ 2, 2.
Como wj, = w; +wy:

w?(w?

2 2 2 2, _
— wy) + wew, cos” 0 =0

(b) Achando as solugoes para w?:

wh + \/wh dw2w?2 cos?

1 - Z¢

w2

(.U2

1— Z¢

w?

)

w? -t
) + cos? 0)
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No limite # = 0 = cosf — 1 e w; = w? + w2, logo:

w? +wlE \/(wg + w?)? — dwiw?

2
Wt =
2
_ w2+w§j:\/w§+w§—2wgw§
2
wf—i—ngz (w2 — w2)?

B 2

B w?—l—ngz(wg—wf,)

N 2

As solugoes sao:

2 2
Wy = We

2 _ 2
wy = w,
A primeira solucao nao tem significado fisico, pois as ondas nao possuem a frequéncia
ciclotronica. A segunda solucao é a usual (frequéncia de Langmuir) e que vimos

1nO Curso.
Para § — /2 = cosf — 0, entao:

Aqui, a primeira solugao é a correta, pois é a frequéncia para ondas upper hybrid.
A segunda solugao nao tem significado fisico, pois supomos que a pertubacao era
oscilatéria.

Completando o quadrado:

1 1
4 2 2 4 _ 2.4 2,2 2
W — whw —I—th—zwh—wcwpcos 0

w2\ ? w2\ ?
<w2 - 7}‘) +wgw§ cos’ ) = (7}‘)

2
R w
Dividindo por 5+ em ambos os lados:

2
X

2

2 w
emquey:%,x:cosﬁea:m
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2_ 2.2 s 1 (we 4 wp
(d) Como wj, = w:+w,, entao a = 5 (T; + w—c>, os plots em que, conforme w, /w, — 0o,
a elipse se torna cada vez mais achatada e alongada na diregao x.

(e) A partir das solugoes:

- Wy +w £ \/(wg —|—w§)2 — 4w?w? cos? 0
B 2

W

A menor raiz serd quando cos?6 = 1 e tomando o sinal —. Entdo:

1
2 2 2 2 2
w_ = 5 (wp twe — |wp _WCD
W= w? para caso w, > W,
W= wg para caso w, > wp

A maior raiz sera quando cos? @ = 0 e tomando o sinal +:
1
2 _ L2 2 2 2
“i T 5 (wp+wc + |wp ch
_ 2
W =w, para caso w, > w,
2
- para caso w, > W
Como para §# > 0 = cos?# < 1, entao, para w. > wy, w_ < w,. Agora, para
Wp > We, & menor raiz w_ < w,. Ja para a maior raiz ¢ w? < wi < wl + w?, no
‘ : 42 2 2 2
caso we > wy. Jd para w, > we, a maior raiz ¢ wy < wi < wy + w;

10. (Exercicio 4.10 - Chen) Uma capsula espacial estd reentrando na atmosfera terrestre
sofre um blackout nas comunicagoes por causa do plasma gerado pela onda de choque
na frente da capsula. Se o radio opera na frequéncia de 300 M Hz, qual é a densidade
minima de plasma durante o blackout?

Solucao: Sabemos que quando emitimos ondas em direcao a uma regiao com plasma,
a onda interagira com ele, podendo ser refletida. Dessa forma, a densidade critica em
que uma onda é completamente atenuada dentro do plasma é dada por:

m ey w?

nNe =
e2

Supondo que a atmosfera alta seja predominantemente ocupada por nitrogénio: my =
2.32 X 10726 kg, entdo:

| 2.32x 10720 x 8.85 X 10712 x (27 x 300 x 10°)?

— n,~2.85 x 1019m™3
(1.6 x 10-19)2 " X

Te
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(57)

11. (Exercicio 4.11 - Chen) Hannes Alfven, o primeiro fisico de plasmas a ganhar um
prémio Nobel, sugeriu que, possivelmente, o universo primordial era simétrico entre
matéria e antimatéria. Suponha que o Universo era, em algum tempo, uma mistura
uniforme de protons, antiprétons, elétrons e pésitrons, em que cada espécie tem densi-
dade ng.

(a) Derive uma relagao de dispersao para ondas eletromagnéticas de alta frequéncia
em plasmas. Vocé pode desprezar colisoes, aniquilacoes e efeitos térmicos.

(b) Derive uma relacao de dispersao para as ondas de ions, usando a equagao de
Poisson. Vocé pode desprezar T; (mas nao 7T,) e assuma que os léptons seguem
uma relacao de Boltzmann

Solucgao:

(a) Sabemos que ondas de alta frequéncia sao geradas pelos elétrons/pésitrons do
plasma. Supondo que no Universo primordial, as quantidades de equilibrio By =
vg = 0. Para deixar a notacao mais simples, todas as quantidades escritas tem
um subscrito 1 implicito. Entao, partindo das Lei de Ampere e de Faraday:

VXFE=-B
V X B = py(j + «E)

Tomando o rotacional da primeira equacao e usando a relacao harmonica V —

ik; % — —iw:

kaXE:—u()(j'—l—eoE)

Lembremos que a corrente nao é uma quantidade harmonica, entao, usando a
defini¢ao de corrente e a identidade AX AX B = (A-B)A—A? B com k- E = 0:

— K*E = — 0 (no e(vp — Ue) — € sz)

1
(w2 — c2k2)E = —ngpe (v, — Ve)
€0

Pela equacao de movimento (lembrando que By = vg = 0):

mngv =qno E
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Substituindo para elétrons e pésitrons:

1
(w? — Pk*E = noe (e+e) E

Me €o
Portanto, como w? = ¢ .
p epm
w? = 2w + 2k (58)

Como os léptons (elétrons e pésitrons) respeitam uma relagao de Boltzmann:

n, = ng exp{ep/kT,}
ne =ng exp{—ep/kT.}

Expandindo em primeira ordem:

R —y
(ne)1 = —ngep/k T,

A Equacao de Poisson fica:
V.E - %((Np)l — (N1 + ()1 — (ne)1)
= Vi =K6 = —((Nph = (N1 + ()1 = (m)a)

em que N, e N, sao as densidades do préton e antipréton. Para descobrirmos as
densidades do proton e do antiproton, vamos usar as equagoes da continuidade:

O(N,,

Onat 4 (8,09 - ttp = 0
Como estamos supondo que as quantidades pertubadas sejam harmonicas:

k k Un)

—w (Npa)1 + (Npa)o kb (upa)1 =0 = (Npa)1 = ;(up,a)l (Npa)o = T(up,a)l

Pela equacao de movimento:
O(Up.q

M (Np,a)o% = +e(N,.)0 By

Como Ey = —V¢ = —ik ¢. Logo:
. . ek kng ek
M ng (—iw) (Up,a)1 = Leng (ik) ¢ = (Upa)1 = j:M—w ¢ = (Npa)1 = j:TM—w )
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em que o sinal de cima é para os prétons e o de baixo é para os antiprotons. Com
as densidades, pela Equacao de Poisson, temos que:

kno ek
—k2¢_3(2 0 8 opy S )qs

€0 w Mw kT,
_k2:2k_2noe2_2n062

w2 ey M eokT.

Como wzz—?é’;; e \2 :—fflfg;"',entéo:

s k%}f,_ 1
[ Yl R

w Ap

2k

B
2 _
=25 (57w )

12. (Exercicio 4.12 - Chen) Para ondas eletromagnéticas, mostre que o indice de refra¢ao
¢ igual a raiz quadrada da constante dielétrica apropriada do plasma.

Solugao: Sabemos que o indice de refragao de uma onda é dado por:

c ck
n=—= —
U¢ W
Vimos que a relagao de dispersao para ondas eletromagnéticas no plasma em que Bg = 0
é dado por: w® = w? + c*k?, entao:

Pelo problema 4.5, vimos que e =1 — :’—2, entao:

n=+e (60)
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13.

14.

(Exercicio 4.13 - Chen) Num plasma de potdssio numa maquina-Q, a fragao x de
elétrons pode ser substituida por fons Cl negativos. Entao, o plasma tem ng fons K,
kng fons Cl™ e (1 — k)ng elétrons por m>. Ache o valor critico de ng em que o plasma
corta microondas, cujo comprimento de onda é de 3 cm, para k = 0.6.

Solugdo: Na derivagao da densidade critica (equagao , estamos usando a aproximacao
de ions fixos. Como Cl~ sao fons pesados, entao a corrente calculada na derivacao é
j1 = —neevy = —(1 — K)ngewvy. Entdo, s6 temos que acrescentar (1 — k) no termo
dependente de ng na relagao de dispersao. Enfim:

621{72 w}%
- =1-(-n)2

O cutoff (k — 0) acontece quando w® = (1 — k)w; = w = /1 — Kw,. Como, para
as ondas eletromagnéticas, a velocidade de fase é ¢, entao:

c 3 %108
=\ e = - = — = 1010
=M= T=37 00,
Entao:
10 ng €2
w=w,Vl—Kk = 2r X107 =4/04
€0 Me
Isolando ng e colocando os valores:
ng=3.1x 10"¥m™3 (61)

(Exercicio 4.14 - Chen) Uma microonda interferometra de 8 mm é usada num plasma
sobre um plano infinito, em que a espessura do plasma ¢é de 8 cm.

(a) Se a densidade do plasma ¢é uniforme e uma defasagem ¢é de 1/10 da franja ¢é
observada, qual é a densidade?

(b) Mostre que se a defasagem é pequena, entao ela é proporcional a densidade.

Solugao:

(a) A defasagem é imposta quando a onda entra no plasma. Entao vamos comparar
quantos comprimentos de onda cabem em 2 casos em que 1-) a onda percorre 8 cm
no vacuo e 2-) a onda percorre o plasma com espessura de 8 cm.
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No primeiro caso:

L 0.08
7N\ %7 0.008

No segundo caso:

N=La=LE

21

Sabemos, pela relagao de dispersao, que Ci}’f = 1—w§/w2 = k=2/1—-w2/w?
logo:
_Lw [ 9

N

21 ¢ w2

Como a defasagem imposta é de 1/10, entao a diferenga entre N e Ny é de:

L Lk w2 L w32
AN=Ny—N==—-=54/1—- -2 211 4/1- 2| =0.1
0 A 2m k2 A [ w?
Como w), = Zgzj, temos a seguinte relagao para ng:
dn*egmec® | (9.9A ?
ng—= —— J— —_—
0 e? \? L
Colocando os valores:
ng = 3.50 x 10" m=3 (62)

Se a defasagem é pequena, entao, podemos expandir a raiz em primeira ordem em
2/ 2 i
w, /w?, logo:

L w?
v - (2n)

Como w? o ng, entdao AN o< ny.
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Aulas 24/05 - 9/06

. (Exercicio 4.14 - Chen) Prove que as ondas extraordinarias sdo puramente ele-
strostdtica na resonancia. Dica: Expresse a razao E,/FE, como funcao de w e coloque

W = Wh

Solugdo: A partir das equagodes escritas em (4.101), tomando a razao E,/E,:

2
by . W 2 We 2
R I Gl R
E, Wy We w
Tomando w = wy, = /w2 + w2
T2
ﬂ_iv“’p"‘wc[ 2 2

wp—wp]:() - F,=0

E, w2 we

Logo, E = E,& e, como k = k&, entdao E ||k e as ondas sdao longitudinais e elet-

rostaticas.

. (Exercicio 4.15 - Chen) Mostre que a relagao entre as frequéncias wy, wg, wy, Wy

sao na ordem: wy, < w, < wp < WR.

Solugido: As 4 frequéncias, dadas nas equagoes (4.25), (4.60) e (4.108):

J& vemos que w, < wp, wr, < wg. Para wy, se acrescentarmos um termo 4w.w, dentro

da raiz:

N | —

1
wr, < 3 [—wc + \/wg + dwew, + 4w12)J =

[—we + we + 2wy] = w < w,
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Agora, comparando wg e wp:

2WR = We + ¢ /wWE + dw?

2 2 2 2
dwp — dwpwe + W, = w, + 4w,

2 2 2 2 2 2 2 2
WR — WRWe = W), == W = WRW; T W, > W, + W, = Wi > W
Com isso, temos que:

wr <wp <wp < WR

. (Exercicio 4.16 - Chen) Mostre que a velocidade de grupo das ondas-X se anulam
nos cutoffs e nas ressonancias. Vocé pode desprezar o movimento dos fons.

Solugao: Como a velocidade de grupo ¢é dada por:

_dw 1

T

w

(%

Escrevendo a relacao de dispersao na forma k(w), a partir da equacao (4.104):

2,2 2 2 2

w Wwsw* —w 1 we —w
) = 241 B =
c w?w — wj c w* — wjy

dk 1 W — w2\ w? w? — W2
azz<w2—w2—p) Qw[l—oﬂp + — p]

Portanto:
1/2
c W2 — w2 / w2 W2 — 2
v, = — | w? —w——2L 1 - P+ -
7 2w Puw? — w? w —w? o (w?—wi)?

Na ressonancia, w = wy. Como ele depende na primeira parte com (w* — w,%)_l/ 2 e na
segunda parte (w? — w?)?, a dependéncia dele é com (w? — w?)3/2, portanto, v, = 0.

2

2(4)2—0.)

No corte (cutoff ), w = % (:l:wC + Jw? + 4w12,), a parte que anula é a da raiz (w2 — Wi——

Apds uma extensa dlgebra, fica visivel que os termos se cancelam.

Para aqueles que tiverem curiosidade de como fica a velocidade de grupo das ondas
extraordinarias em relacao a w, a figura a seguir demonstra o comportamento:

99
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(9]

4. (Exercicio 4.17 - Chen) Prove que as ondas R e L séo polarizadas no sentido horario
e antihordrio, respectivamente, seguindo:

(a) Mostre que as equagoes simultaneas para E, e E, podem ser escritas na forma:
F(w)(E,—iE,) =0, Gw)(E,+iE,) =0
em que F(w) =0 para a onda R e G(w) = 0 para a onda L.

(b) Para a onda R, G(w) # 0; portanto, £, = —i E,. Relembrando da depedéncia
exponencial no tempo para FE, mostre que E rotaciona na direcao de rotacao
ciclotronica do elétron. Confirme que, para a onda L, E gira na direcao oposta.

(c) Para a onda R, desenhe as hélices tragadas pela ponta do vetor E no espa¢o num
dado tempo que: (i) k, > 0 e (ii) k, < 0. Note que a rotacao de E é na mesma
direcao em ambos casos se o observador esta parado e vé a hélice passar por ele.

Solugao:
(a) Multiplicando por i na segunda equagao (4.112) e somando com a primeira:

(w? — k2 — a)(E, + i E,) + %(Ez +iB,) =0

a W,

= <w2—02k2+a+ )(Ez—i-iEy):O = F(w):wz—c2k2+a(1+&)
w

w

Agora, ultiplicando por i na segunda equagao (4.112) e subtraindo com a primeira:

(w? — 2k — a)(E, — i B,) — O‘:’C(Ew —iE,) =0
2 272 aWe o _ 2 212 _&
= (w ck*—a+ - )(Em iE)=0 = Gw)=w"—ck a(l w>

60



- .. Intro. Fisica de Plasmas
Solucao dos Exercicios 2021/1

2
w. ~ ,
= 272 .
Como «o L entao, fazendo um pouco de algebra
1-w2 /w2’ ’

w_127 2]€2
Flw)=w?[1-—=_ _¢
(@) w( == w)

(63)

(b) Supondo que E, seja da forma: E, = E,0e™!, entdo, como E, =i E, — E, =
iEy0e™t = By e @ *7/2) Como s6 nos interessa a parte real, entio:
E, = E,cos(wt)
E, = E,, sin(wt)

Logo, para um campo B na direcao 2, o elétron gira em sentido antihorério, a
onda gira no memso sentido.

Para as ondas L, F(w) =0 = E, = —iE, = E, = E,e©@2. Como
queremos a parte real, entao:

E, = E,cos(wt)

E, = E,, sin(—wt)

Portanto, E roda no sentido horério.

5. (Exercicio 4.18 - Chen) Ondas polarizadas circularmente no sentido antihorario
(ondas L) sado propagadas ao longo de um campo magnético uniforme B = By 2z num
plasma com densidade crescente em relacao z. Em qual densidade o corte é atingido se
f=28GHze By=03T

Solucao: O corte nas ondas com FE perpendicular acontece nas mesmas frequéncias que
nas ondas com FE paralelo. Logo:

1
WL =g [—wc + /w2 + 4w§}
Como w, =eB/m e w, = Zg—fnz e lembrando que para as ondas, o que importa sao os
elétrons:
1 eB e? B? 2
o f==|——+ pq0€
2 m m2 €m
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Invertendo a relagao para ng:
€gm 2me B
o = e (4 o+ 2+ f )
m

Colocando os valores, chegamos em:

ng = 3.9 x 10" m=3 (64)

. (Exercicio 4.19 - Chen) Mostre que o 'modo apito’ tem a velocidade de fase méxima
em w = w./2 e que esse maximo é menor que c.

Solugao:

No modo apito, a relagao de dispersao é dada por:

c
2 2 _ We
w vy 1

O maximo serd quando a derivada de v, em respeito a w for 0. Logo:

G0yl 2y v
s e (S P A (R L

Reorganizando a expressao:

c? dvg g 2w — W
TR dw 24
6 (1 - we/w) w

Essa expressao zera somente para w = w./2. Voltando na expressao, v, pode ser escrito
como:

() 1 —we/w w? — ww,
vg(w) = ¢ =c
¢ 1 —we/w — w2/w? w? — ww, — w2

Calculando no méaximo w = w,/2:

w2 /
c/2) =
Vplwe/2) = € —w?/2 — w? w2 w? + 2w2 2w2
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7. (Exercicio 4.20 - Chen) Mostre que a velocidade de grupo do modo apito é propor-
cional a w2 se w << w. e e >> 1

Solugao: Como a velocidade de grupo é dada por: v, = j—z = é e a relacao de dispersao

dw

¢ dada por:

c? k? w_é w w—é 1 ww?

=1- = k=— - = — P

w? 1— 2 c l—w./w ¢ W — We
Calculando %:

dt 1 ww? \ 7 2w(w — we)? + wiw

v _ 2 (2 P c p™e

dw 2c W — We (W — we)?

) ww? 1/2 (w—we)?
vg =2c|w” — — — 5 5
W — W, 2w(w — we)? + wiw,

Paraw << w, — w—w, ~ —w,:

2\ /2 2
vy=c| 1+ “r e
Ww,. 202 + Wiw,/w

w2\ V2 1
= C <1 + P > o2
W 1+ P

2Wwe

Como, para o modo apito, vy << ¢ (vimos no exercicio anterior que o maximo vy é ¢/2,
logo essa afirmagao ¢é verdadeira), entao wg Jww. << 1. Com isso, botando esse fator
em evidéncia dentro da raiz e usando essa afirmagao no outro termo wz [2ww, << 1:

2 1/2
w W We
vg%c{ P ( 3 —i—l)}
Wwe \ Wy

Enfim:

W We
= o w'/?

(65)

8. (Exercicio 4.21 - Chen) Mostre que nao ha rotagdo de Faraday para um plasma
positronico (nimero de pésitrons e elétrons sao iguais).

63



- .. Intro. Fisica de Plasmas
Solucao dos Exercicios 2021/1

Solugao: Partindo da equacao (4.81), as ondas tranversais podem ser escritas como:
(w? — K*)E = —iwj/eo
J=noe(vy, — ve)

A partir da equacao de movimento de ambas espécies:
muvpe.=F*e E+v,e X B = —imwv,.=+elk +v,. X B

em que o sinal de cima é para os positrons e o de baixo para os elétrons. Abrindo em
componentes:

1e

Ve = (:l: Em + 'Uy Bo)
mw
e
Uy = %<i Ey — Vg B())
Resolvendo:

. . 2\ —1
by = £ 5 (EiﬂE) (1 _ w_2>
mw w w

ie W, w2\ !

De volta na equacgao (4.81):

. . . )
(W? — PK)E, — dwnge (ﬂ <Ex 4 e Ey> e (E:r —i&Ey>> <1 _ Ye
w w

€0 mw mw

no €2 w2\ !
(W? = FKHE, =2 (1 — —C> E,

€ m w?
2 ~
Como w? = ™= entao:
p e m
20?2
<w2 . C2k2) — ;7 :
1—w?/w

Fazendo o mesmo desenvolvimento para £, chegamos no mesmo resultado:

202
2 272 _ p
(W — C ]f )Ey—TWEy
Logo, para ondas R e L:
kK - wf,
w2 - w2 — w2

Portanto, para esse tipo de plasma, as ondas R e L sao degeneradas e tem a mesma
velocidade de fase, enfim, nao ha rotagao de Faraday.
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9. (Exercicio 4.22 - Chen) A rotagao de Faraday para um feixe de microondas com
comprimento de onda de 8 mm num plasma uniforme com campo magnético de 0.17'.
O plano de polarizacao ¢ rodado por 90° apés a onda atravessa 1 m de plasma. Qual é
a densidade?

Solugdo: Pela rotacao de Faraday, vimos que a defasagem é o dobro da rotagao do
plano de polarizacao. Entao:

1
/(kL—kR)dZ:W
0

Como kj, e kg sao independentes de z, entao k;, — kg = m. Agora, os vetores de onda
dessas ondas:

W2 /w2 1/2
kni = o (1 _ L)
c

1 Fw./w

Como a onda tem comprimento de 8 mm, entdao: f =c/A\g=3x108/8x107% = f =
3.75 X 101 Hz = w = 2.35 X 10 Hz. Vamos verificar, a partir de uma estimativa,
se é possivel expandir a raiz cometendo um erro bem pequeno.

Para isso, vamos verificar se:

wp [w?
— <<1
1 Fw./w
2 .
Como w? = e e w, = €8 vamos supor que ng = 10'®. Depois, com a resposta,
verificaremos se a suposicao nao ¢ absurda.
e
w,=—=175x 10" Hz
m
Wy = =563 X 10" Hz
Egm

Entéao, se a expressao satisfazer a condi¢ao com o denominador 1 —w,/w, ela automati-
camente satisfaz para 1 4+ w./w. Entdo:
2/ 2
wyfw

~ 0. 1
= o 0.06 <<

Entdo, para densidade da ordem 10'®, a aproximacao é valida. Expandindo a raiz:

W2 /w2 1/2 1 w?/w?
kR,L:f(l—L> :w(l__L)
c

1 F we/w 21 Fw./w

65



Intro. Fisica de Plasmas

10.

Solucao dos Exercicios 2021/1
Logo, ki, — kg sera:
w? 1 1
hp — k= 222 _
2cw? \1 —w,/w 14w /w
B iw_,% 2w, /w
C 2cw?l —w?/w?
Portanto:
w W 2w /w
—_—— Y = 77
2cw? 1 — w?/w?
2 TC, o 2
— = — —
w, o (W — w?)
TeEgMme, o 9
— — —
ng o (w* — w?)
Colocando os valores para w, w,., temos:
ng = 9.3 x 10" m=? (66)

Ou seja, a nossa suposicao para validar a aproximacao foi confirmada, logo, a resposta

obtida é valida.

(Exercicio 4.23 - Chen) Mostre que o angulo da rotagao de Faraday, em graus, de
uma onda transversal linearmente polarizada propagando ao longo de By é dado por:

L
6—15x 10%3/ B2)n,(2)
0

em que Ay € o comprimento de onda no vacuo e L é o comprimento do caminho no

plasma. Assuma w? >> w?, w2

Solucao: Lembremos que a defasagem é o dobro da rotacao do plano de polarizacao,

logo:

o =

N | —

/L (ki — k) dz

em que kg, €

w2

w %

k —1/1 - w
BL = 1 Fw./w
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Como w? >> w?, w2, podemos escrever:

w2 w2
1-— P ~= 1 — 1 o7
1 Fw./w 21 Fwe/w
Logo:
wwr 2w, /w Wy 2wew W2 We

2cw?1 —w?2/w?  2cww?—w?  c(w? —w?)

Como w >> w,, entdo w? — w? ~ w? e ¢ = w/ky = wA2/(2), logo:

2 2
Wy, We Ag

472 3

ky — kp =

Substituindo as férmulas para wf, e We:

L

A2 / no(2) B(z) d

0

e3

0= ——
812 egm?2c3

Multiplicando ambos os lados por 360/27 para o angulo fique em graus e calculando

as constantes:

L
a=15x 10_11/\(2)/ B(z)ne(z) dz
0

(67)

(Exercicio 4.24 - Chen) Em alguns experimentos de fusao a base de laser em que um
plasma é criado por um pulso de luz com comprimento de onda de 1.06 um atingindo um
alvo sélido, campo magnético muito intensos sao criados por correntes termonucleares.
Esses campos podem ser medidos pela rotacao de Faraday da luz de frequéncia dobrada
(Mo = 0.53 um) gerado pelo mesmo laser. Se B = 1007, n = 102" m~3 e comprimento
do caminho de 30 um, qual é o angulo da rotacao de Faraday em graus? (Assuma

k|| B)

Solug¢ao: Usando a férmula derivada no tltimo exercicio:

L
a=15x 10_11)\3/ B(2)ne(z) dz
0
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em que o campo magnético e a densidade sao constantes. Entao:

1.5 x 107" \2 L Bn,

Colocando os valores:

(68)

Aulas 21-30/06

1. (Exercicio 5.1 - Chen) A secao de choque entre elétron e neutron para elétrons de 2
eV em He é aproximadamente 67 a2, em que ag = 0.53 X 107® ¢m é o raio de Bohr para
o atomo de Hidrogénio. Uma coluna positiva sem campo magnético tem p = 1Torr de
He (a temperatura ambiente) e kp T, = 2eV.

(a) Calcule o coeficiente de difusdo dos elétrons em m?/s, assumindo que a média G
sobre a velocidade é igual a ov para elétrons 2eV.

(b) Se a densidade de corrente ao longo da coluna é de 2kA/m? e a densidade do
plasma é de 10'%m =3, qual é o campo elétrico na coluna?

Solugao:

(a) Sabemos que o coeficiente de difusao é dado por:

krT
muv
Entao, primeiramente, precisamos achar v, que é dado por v = ngov. Entao:

o =06mal =671 x (0.53x1071°)? =~ 5.29 x 107" m

mu? QkT 4x1.6x 1019
— kT — ~ 8. 10°
5 =k T = v=4/ \/ 011 x 1051 8.38 X 10°m/s

Para uma pressao de 1 Torr e temperatura ambiente, a densidade pode ser extraida
a partir do exercicio 1.1. Como 14 a pressao era de 1072 T'orr, entao sé convertemos
por um fator 1000. Logo: ng = 3.3 X 10! x 10* = 3.3 x 102 m3

D—

Logo:

v=ngo0 =ngov=33%X 10 x 529 X 1072 x 838 x 10° = v =1.46 x 10°s~*
Enfim:

D, — krT. 2x1.6x 107" 24 X 10°m? s

myr 911 x 103" x 1.46 x 10°
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(b) Pela equagdo de movimento (equagao 5.6) e tomando Vn = 0 (densidade con-
stante):

e
v=—F
mv

Multiplicando ambos lados por ne, entao nev = j. Logo:

mrv .

g="Y
neQ‘]

Colocando os valores:

~ 911 x 10731 x 1.46 x 10°

3 _ 4
100 % (167 x 1092 % 2 X 10> = 1.04 x 10" V/m

2. Um plasma fracamente ionizado num poco infinito tem uma distribuicao de densidade
dada por:
T

— — —L<x<L
n(zx) = ng COS<2L> <z<

O plasma decai tanto por difusao quanto por recombinacao. Se L = 0.03m, D =
0.4m?/s e a = 107> m3/s, para qual densidade o ritmo de perda por difusao serd igual
ao ritmo de perda por recombinacao:

Solucao: Sabemos que os processos de difusao sao dados por:

Gn_

. _vY.T
ot

em que I', pela Lei de Fick, é:

v=-DVn
Entao:

on

— =DV?

ot "

Pelo processo de recombinacao, a variagao temporal da densidade é:

8_71 = —OéTLQ
ot
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Entao:
T2 T T\ 2
Vi = (57) cos (57) =~ (57)
Enfim:
DV?n = —an?
T2 D /72
D5 =t = =2 ()
or,) " = =3 \3L

Colocando os valores:

0.4 T 2
— =1.1x 10"
EETISE (2 x 0.03) 8

. Um plasma fracamente ionizado é criado num cubo de aluminio de lado L. Ele decai

por difusao ambipolar.

(a) Escreva a expressao para a distribuigdo de densidade no menor modo de difusao.

(b) Defina o significado da constante tempo de decaimento e calcule para D = 1073 m?/s

Solugao:

(a) Dentro de uma caixa, a equagao espacial da difusao é da forma:

1

Vi =——n
DTt
Usando separacao de variaveis, teremos 3 equagcoes da forma:
d*n; 1
dz? Dr

2

A solugao dessas equacoes é da forma:

7(s) = Asin (\/2_7) + Bos (\/Z—J

Como nas paredes x; = £L/2 a densidade deve ser 0, entdao: A =0 e:

2n+1)m L 1 2n+ 1)m 2n+1)L 1

T=\—=

2 2vDr vVDT L ™ D

Tomando s6 o modo fundamental (n =0 = 2n + 1 = 1), entao:

B T 7ry> (7TZ> —t)r
t) = — —Z -
n(x,y, z,t) nocos< 7 > ( 7 7 )¢
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(b) A constante do tempo de decaimento é o tempo que leva para que a densidade
diminue para 1/e da quantidade inicial.

Supondo L = 1m:
1 1

TV 7103

— T/ H64.2s

4. (Exercicio 5.4 - Chen) Uma coluna longa positiva e cilindrica tem B = 0.27, kT; =
0.1eV e os outros parametros iguais ao exercicio 5.1. O perfil de densidade é:

n(r) = no Jo ( \/;_T)

com a condigao de contorno n =0 em r = a = 1ém. Note que Jy(z) =0 em z = 2.4

(a) Mostre que o coeficiente de difusdo ambipolar usado acima é aproximadamente
DJ_e

(b) Desprezando a recombinagao e perdas pelas extremidades da coluna, calcule o
tempo de confinamento 7.

Solugao:

(a) Para verificar isso, vamos verificar se p./p; ¢ grande ou pequeno. Usando o resul-
tado do exercicio 5.1: v, = 1.38 X 107 e como ¢q/mv; Vj & Ny, 0 U5, entao:

e o m; Vi,n
g me Vi,n

Como v, j x vj x m~Y2, uma vez que a secao de choque de uma particula neutra
com uma particula positiva é considerada aproximadamente a mesma que a com
uma negativa. Entao:

He 4 x 1.67
X 104 ~ 85.
\/7 \/ 911 0 85.7

uma vez que o exercicio 5.1 considerada as particulas como particulas a.

Como gy ; = pi(1l+ we; jn) entao:

,U/J_,e ,U/e 1 + wc e,n
KL 12 I+ Qg an
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Como w. = eB/m e Q. = eB/M = Q. = w2 Como T ox D ox pocm™ /2

entao: T;, = Teny/Mmi/m.. Logo:

B 1
We Tom = — ~ 2405 = 1+ w?7r2, =~ 530
Me Ven ’
Entao:
Qe T = W Temmty [ = 24 x| 2 0.28 = 140272, ~ 1.08
m; » m; ’
Logo:
2,2
Hle ILL€1+CUC Ten 1.08
== — — ~ 8.7 X — =~ 0.16 K 1
PR 550

Como ;1 > pe,1, entao:

i Dy el De e
_ B D+ Bet ,J_%D&l_{_/h_,

Da,J_
i1+ e, L LA

D@J_ - D57J_ + 016 DivJ—

Mas como: D = %u, entao:

D;,  Tipr; 1x01 03
Doy Topie 016x2

Enfim:

D\
De,L

D, = De,L(l + 0.16 ) = De,L(l 4+ 0.16 x 03) — Da,L =1.05 De,L ~ De,L

(b) Como Jy(z) =0 em z = 2.4 e n(a) = 0, entao:

a a?

=24 — T

VDr T 242D,

Uma vez que a difusao é perpendicular. Entao:

a® 102
242D,  2.4%2 x 1.05 x 580/(2.4 x 102)

= T ~42us

5. (Exercicio 5.7 - Chen) Para o perfil de densidade da figura 5.7, derive uma expressao
para a densidade maxima ny em termos da forca da fonte ) por pares ion-elétron por
2
m
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Solugao: Como n(r) =ng(1 —x/L) e a Lei de Fick (em 1D) é: v = —Dj—;‘:
Y= D’n,(]/L

Como a forga da fonte é Q) = 2:

L
QIQDTLQ/L — nozg—D

. (Exercicio 5.6 - Chen) Vocé faz um experimento de recombina¢ao num gés fraca-
mente ionizado em que o maior mecanismo de perda é a recombinacao. Vocé cria um
plasma de densidade 10%* m =3 por meio de uma repentina rajada de radiacao ultravio-
leta e observa que a densidade decai para metade do valor em 10 ms Qual é o valor do
coeficiente de recombinacao a? Dé unidades.

Solugao: Por meio da equacao 5.40:

1 1
—=— 4ot
n o

Como perdeu metade em 10 ms, entao:

2 1 1 102 18
—=—4at = 0=— — a= — —> a =10

3
m-/Ss
N Un o t 1020 /

. (Exercicio 5.7) Mostre que o caminho médio livre ). para colisdes elétron-ion ¢é
proporcional a T2

Solucao: O caminho médio livre para colisoes elétron-ion pode ser descrito como:

Uth,e

>\ei N Uthe Tei =
et

, . . , , 1/2

em que 7.; ¢ o tempo de colisao médio entre fons e elétrons. Como vy, o Tt e/ e
—3/2

Vei o< Tt /2,

)\ei X Tf
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8. (Exercicio 5.8 - Chen) Tokamak é uma camara toroidal de plasma em que current é
induzida por meio de um campo elétrico aplicado ao longo de B num plasma totalmente
ionizado. Quantos V/m devem ser aplicados para que induza uma corrente total de
plasma de 200 kA num plasma de k7T, = 500eV e uma &rea de secao transversal de
75 cm??

Solugao: Pela Lei de Ohm: J = ocF — E =vJ, em que v ¢é aresistividade. Como a
corrente é induzida na direcao do campo magnético, entao a resistividade sera somente
a resistividade paralela de Spitzer:

7 e? mi/Q 52X 107° In A
V|| = 5 372 lnA ~ 372
(47 €9)2(k T,)3/ Te/

em que 7T, agora é dado em eV e assumimos que o plasma é de Hidrogénio. Aproximando
InA ~ 10:

5.2 % 107° x 10

L ~4.65 X 107° Q.m

=

A densidade média de corrente é:

2 x 10°
J=1/A=
/ 75

Enfim:

Exn J = E=12V/m

9. (Exercicio 5.9 - Chen) Suponha que o plasma num reator de fusdo esta num formato
de cilindro de diametro 1.2 m e comprimento de 100m. Um campo magnético de 5
T, é uniforme exceto para pequenas regioes de espelho magnético nas extremidades,
em que podemos desprezar. Outros parametros sao k71; = 20keV, kT, = 10keV
en = 102"m™3 em r = 0. O perfil de densidade é definido experimentalmente por
aproximadamente ser o grafico da figura 5.9.

(a) Assumindo difusdo classica, calcule D em r = 0.5m

(b) Calcule %7 o numero total de pares fon-elétron saindo da regiao central radial-

mente por segundo.

(c) Estime o tempo de confinamento 7 por 7 ~ —4%. Note: uma estimativa grosseira

dt
é tudo que ¢ esperado para esse exercicio. O perfil de densidade foi simplificado e
nao ¢é realista.
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Solucao:

(a) Como as particulas se difundem radialmente, entdao queremos o coeficiente de
difusao perpendicular, dado pela equacao 5.99:

_ nin(kTe"f‘kﬂ)

D, 7

A resistividade perpendicular é dada por:

52 % 107° In A

nLR2Xn =2X =y

Tomando In A = 10, temos que ; ~ 1 X 107 Q.m. Entao:

nin(kT,+kT;) 1079 x 10*! x 30 x 10® x 1.6 x 1071*

D, =3.0x 107*m?/s

(b) Como o perfil de densidade é constante na regiao central, entdo o nimero de pares

saindo do centro serd a integral de volume de (21_?7 que é o volume da regiao vezes
o fluxo de particulas saindo esse regiao:
ON
e 2w r Ly,
Pela Lei de Fick, v. = —D, g—f. Podemos aproximar % ~ ﬁ—’: =n/0.1. Entao:
ON —4 22 20 —1
E:—QWX(O.E))xlOOxS.OxlO x 10 = —6 x 10" s

(¢) Por meio da aproximacao dada:

N

S dN
dt

T =

Agora, N = [ndV = 9.50 x 10*?, entao:

9,50 x 1022

Gx 100 0°

10. (Exercicio 5.10 - Chen) Estime o tempo de difus@o classica para um cilindro de
plasma longo com r = 10em, n = 102 m =3, kT, = kT, =10keV e B=5T

()
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11.

Solugao: O tempo da difusao classica é dado pela relacao:

RQ
T¥oD,
n(kT, + kT;) _5 10 1021(20 X 103) X 1.6 x 10719
DLZQmITZH)AXlO X (107572 X =
=133 x 107*m?/s
Entao:
10—1 2
( ) ~ 38s

T X133 x 104

(Exercicio 5.11 - Chen) Um plasma cilindrico com uma distribuigdo de densidade:
n =ng(l —1r?/a?)

ondea=10cm eny = 10 m=3. Se kT, = 100eV, kT; = 0 e o campo magnético axial

By = 1T, qual é a razao entre os coeficientes classico e o de Bohm perpendiculares a
B?

Solucao: O coeficiente de difusao perpendicular a B:

n(kT, + kT;)

D, =mn. o2

onde 7, = 27 = 10.4 X 10_5W. Calculando para o centro r = 0, temos que:

10 10* x 100 x 1.6 x 10719

— -5
Dy =104 X 107" o .

~ 1.66 x 107*m?/s

Ja para a Difusao de Bohm:

1 kT 1 100 x 1.6 x 10~
D = — € = — = 2 2
B=16eB 16 . 16x10-19 6.25m"/s

Enfim:

Dg 6.25 y
2B x37x%10
D, 1.66x 10"
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12. (Exercicio 5.12 - Chen) Um plasma fracamente ionizado ainda pode ser governado
pela resisténcia de Spitzer se v.; > 1., em que v, ¢ a frequéncia de colisao entre
elétron e particula neutra. Abaixo estda algumas informacoes sobre a secao de choque

da transferéncia de momento entre elétron e particula neutra em Angstrons ao quadrado
(A%):

E=2eV | E=10eV
Hélio 6.3 4.1
Argonio 2.5 13.8

Para plasmas de Het e Art com kT, = 2 e 10eV (os 4 casos), estime a fragao de
ionizagao f = ;- em que V¢ = Veo, assumindo que o valor ov(T,) pode ser grosseira-
mente aproximado por o(E)|v|, onde E = kT,. (Dica: para v, use a equagao 7.11 e

para v,; use as equagoes 5.62 e 5.76)

Solucao: Usando a aproximagcao dada:

2kT
v=2
T Me
- n; €2 n;€25.2 x 107° Z1 A
Vei = = n
me | me T3/2(eV)

Pela equacao 5.4: v, = ngo v. Usando essas expressoes, Se Vey = Vg;:

2T  n;e252x107°7Z
Tme  me T3/2(eV)

 20m.T32(eV) 2kT
M Eax105Z mA\ 7m0

Tomando In A = 10, Z = 1 (plasma de fons He™ ou Ar*), em A = 4 para He e A = 40
para Ar. Para He™ com kT, = 2eV:

In A

2”0 o

0.0115
n; = 0.0115n, (Para He® em 2eV) = f = T 0.0114
. 0.187
n; = 0.187ng (Para He™ em 10eV) —= f = 1187~ 0.158
0.0046
ny = 0.0046n, (Para ArT em 2eV) = f = 10046~ 0.0046
. 0.632
n; =0.632n9 (Para Ar" em 10eV) = f = Teaa ™~ 0.387
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13.

14.

(Exercicio 5.13 - Chen) Um plasma num stellarator toroidal é aquecido ohmicamente
por uma corrente de 105 A/m? ao longo de B. A densidade ¢ uniforme em n = 10 m=3
e nao muda. Se o aquecimento Joule vai com 7 j2 para os elétrons. Calcule a taxa de
crescimento de kT, em eV /u s para o instante que kT, = 10eV.

Solucao: Como a corrente é paralela a B, entao usaremos a resistividade paralela:

InA  52x107*
ny =52 %107 ;3/2 = S = LeAx 107

Logo:
nj° = 1.64 x 107°(10°)* = 1.64 x 10° W/m?* = 1.02 x 10**eV/m?.s

Como isso é C(li—f, entao:
3 dE 3 dl.y
E=-nklT, == — =—
2" dt 2" dt
dT.,y 2 o4 dT,y 5
= X 1.02 X 10 = =0.67 X 10°eV/s = 0.067 eV
dt 3% 109 dt Vs Vs

(Exercicio 5.14 - Chen) Num 6-pinch, uma grande corrente é descarregada por meio
de uma espira de 1 volta. O crescimento do campo magnético dentro da espira induz
uma corrente de superficie no plasma altamente condutivo. A corrente superficial tem
direcao oposta a corrente na espira e, entao, mantém o fluxo magnético fora do plasma.
A pressao do campo magnético entre a espira e o plasma, logo, comprime o plasma.
Isso s6 funciona se o campo magnético nao penetra o plasma durante o pulso. Usando
a resistividade de Spitzer, estime o maior comprimento do pulso para um 6@-pinch de
Hidrogénio, em que as condicoes iniciais sao kT, = 10eV, n = 102 m=3, r = 2¢cm, se
o campo penetrar 1/10 do caminho até o eixo.

Solucao: Essa questao esta no capitulo errado do livro. Era para estar no capitulo 6.
Usando a relacao 6.16:
po L?
T =
n

Como L =17/10 =2 x 1073 e usando a resistividade de Spitzer, temos que:

1.25 X 1075(2 x 1073)2
T =

5.2x10-5x10
103/2

— 7=3x10"5s
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15. (Exercicio 5.15 - Chen) Considere um plasma axissimétrico cilindrico com E = E 7
eB=BzeVp,=Vp, = %ﬁ. Se desprezarmos o termo (v-V)v, o que é equivalente a

desprezar a forca centrifuga, as equacgoes estacionarias para 2 fluidos podem ser escritas
como:

en(E+v; X B) = Vp; —e?n’*n(v; —v.) =0

—en(E + v, XB)—Vpe—62n277(’Ue_'Uz'>:0

(a) A partir da componente 6 dessas equagoes, mostre que v;; = Ve,
(b) A partir da componente r dessas equagdes, mostre que vjg = vg + Vp,

(¢) Ache uma expressao para v;., mostrando que ela nao depende de F,

Solugao:

(a) Tomando a componente 6:

1 Op;
—env; B — - 3]; —e?n? N(vig — Veg) = 0
=~
=0
1 Jp.
eN Ve, B — ; ape —e? n277(Uee - Uie) =0
~~

=0

Somando as equagoes:

(—Vir +Ver) B=0 = v;, =

Uer
(b) Tomando a componente 6:
Op; 2.2
en(E +vyyB) — e e“n*n(vi — ver) =0
r
Ope
— en(E + vegB) — ai —e2n? 77(1]@7" — Uir) =0
r
Como v;. = v,,, 0 ultimo termo se anula, entao:
Vig — ——
o B enB Or
B, 1 Op.
Vo = —— —
o B enB Or
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Como vgxp = E§—2B —> vgxp = E/B e vp; = :EVGIZ;B = Up; = ilpév
entao:
Vip = VExB T UD;i
Vep = VExB T UDe
(¢) A partir da primeira equagao do item (a):
2 enn

—enBuv, =€ RQU(UZ'Q—UEQ):O = viT:F(vDi—vDe)

enn 1 (8pe+3p@-)

Yr = B enB \or @ or
v — 9P
" B20r

A expressao também vale para v,

16. (Exercicio 5.16 - Chen) Use a equacgao de movimento MHD para um fluido e a

equacao de continuidade de massa para calcular a velocidade de fase de uma onda
acustica para fons num plasma nao-magnetizado e uniforme com 7T, > T;

Solucao: Se o plasma é uniforme entao: p =nkT = Vp =nk VT, entao a equacao
de movimento fica da forma:

Y ixB-nkVT

ot

em que desprezamos a acao da gravidade. J& a equacao da continuidade de massa:
0 0
a—f+v-(pv)=0 = a—f+pV-v+(v-V)p=0

Tomando o divergente da equagao de movimento, em que o plasma nao é magnetizado
(j x B=0):

V. (p%—?) = —kTV?n

ov 0 9
<E-V)p+pav-v——kTVn

Substituindo Vv pela equacdo da continuidade de massa: Vv = —1/p(2 +(v-V)p)
v 0?p ov dp )
(E’V)p—w— (E'V)p—CUV)E——kZTEV n
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Substituindo a equacao da continuidade em %:
0?%p )
—ﬁ—(v-V)(pV-v%—(v-V)p) =—kT.V°n

Perceba que esse segundo termo do lado esquerdo é um termo de segunda ordem em v.
Como o Chen tem desprezado termos de segunda ordem, entao vamos também:

on KT,
ot? m

em que p= (M,)n~ Mn

Vin =0

Essa é a equacao de onda, em que a velocidade de fase é a velocidade de som: vy =

kTe
M

17. (Exercicio 5.17 - Chen) Calcule a atenuagao resistiva das ondas de Alfvén derivando
arelacao de dispersao das equagoes de um fluido (5.85) e (5.91) e as equagoes de Maxwell
(4.72) e (4.77). Linearize as equagoes e despreze a gravidade, corrente deslocamento e
Vp.

(a) Mostre que:

2 B2
% =’ (p_(()) —iwn)

(b) Encontre uma expressao explicita para Im(k) quando w é real e n é pequeno.

Solugao:
(a) Linearizando as equagoes, em que vg = jo = Ey = 0:

ovy
pOE
E,+vi X By=n7
0B,
ot
V X By = g 1

= J1 X By

VX E =—

Se tomar outro rotacional na Lei de Faraday:

B o
VXVXE =——V X B, =g+
X V x E; pn X By Ho—5y
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Tomando que as quantidades de primeira ordem sejam da forma A; = A;e'(ke—wt)
vamos ter:

kX kxFE, = —Mo(—iu})jl
Usando a identidade do produto vetorial duplo:

—(k . El)k + ]{?2E1 = —Ww MOjl

Nesse exercicio, vamos tratar somente de ondas transversais, entao k «- E = 0.
Enfim:

kQEl = —iW o J1

Pegando a Lei de Ohm e fazendo produto com Biy:

E; x B0+£01 X Bo) X qunjl X By
—Biuw
E, X By 11 X By
B§ Bj

V11 =

Substituindo na primeira equagao linearizada:

. El X BO 7791 X BO
YR T B

) =J1 X Bo
Nao precisamos nos preocupar com a componente paralela, pois a propria derivada

temporal dela nessa equacao é 0 (devido ao termo jy X By). Como vimos que E;
e 71 estao na mesma direcao, entao:

. E1 7]]1 . E1 7 n . E1 'ZBO n .
WP (Bg By 2) J1 Bg W + Bg n B, o + By ¥l

Finalmente, de volta para a relacao entre E; e j:

. B —1
k2E1:—iWﬂgj1 — k’2E1: Mo Z—O+l El
By wpo By

Rearranjando os termos, por fim:

w? B
(2 )
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(b) Partindo da relagao de dispersao:
BZ -1/2
k =/ o w? (—O — iwn)
Po

. ~1/2
Ho Po w1 Po
=w 5 (1 —

B < )

Pegando a parte imaginaria:

Im{k}:wwnpo NOPOZWQU\/MO Po 3/2
282 \| B2 2 B2

Para n pequeno, w =~ k “(;%OB%, em que k = Re{k}. Enfim:

n k?

2 / KO BS
]

18. (Exercicio 5.18 - Chen) Se um plasma cilindrico se difusa no ritmo de Bohm, calcule
o perfil de densidade radial estacionario, ignorando o fato de que possa ser instavel.
Assuma que a densidade é 0 em r = oo e tem valor ng em r = 7.

Im{k} ~

Solugdo: Como a difusdo é de Bohm, usando a equagao (5.112) e a Lei de Fick:

nR e BnR on eBnR (r) = A
T — =— _ — — =—————n = n(r)=Aexp| —
2D kT2 or KT, 7 P

8eBnR
k1.7

O contorno r — oo = n = 0 ja ¢é satisfeito. Ja o contorno r =ry = n = ng, a
constante fica:

~ Aex _SeBnR A nex SeBnRT
o= AP T T I WA
Por fim:
eBnR
n(r) = ngexp (_TQT (r— ro))

19. (Exercicio 5.19 - Chen) Uma coluna cilindrica de plasma num campo magnético
uniforme B = B, = 2z carrega uma densidade de corrente uniforme 3 = j, 2, em que 2
¢ o versor paralelo ao eixo do cilindro.
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(a) Calcule o campo magnético B(r) produzido pela corrente do plasma.

(b) Escreva uma expressao para a deriva VB de uma particula carregada com v = 0
em termos de B,, j,, r, v;, ¢ e m. Vocé pode assumir que o campo calculado em
(a) é pequeno comparado com B, (mas nao nulo).

(c) Se o plasma tem resistividade elétrica, entdo também hé um campo elétrico E =
E. z. Calcule o drift azimutal dos elétrons devido a esse campo, tomando conta
da helicidade do campo B.

(d) Desenhe um diagrama mostrando a diregao das derivas dos itens (b) e (c) para
ions e elétrons num plano (r,0).

Solucao:

(a) Pela Lei de Ampere:
10 10B,

VXB=uj = ——(rBy) — - = o J»
% HoJ r(?r(r 2 r oo 10
Por questoes de simetria azimutal, % = 0, entao:
10 1 E
;E(TBG) =poj. = 1By = §/~00jo2 — By(r) = “02‘7 T
(b) A velocidade de deriva V B é dada por:

j:1 B x VB
v = -V, 7T —
VB 5 VLTl

Considerando B, > By = B? ~ B?. Além disso: B= /B?+ B} — VB~
B% ByV By. Logo:
1 1 A 1

Vvp = :|:§ V1 TLE(BQB + B, 2) X —(Bg VB@)

Como By < B, entao os termos com B} serdo desprezados. Logo:

1 /’LOJZ A
=+ B, B0
VvB QUJ_TL2B§ 0
T L
VB 8qB§

(¢) Agora com o campo E = E, 2, teremos a deriva vgxp:

ExB E.2x(By0+B.2)  E.By.  jpoj.E.r.

B? B? B? 2 B?

VExB =
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Aulas 05/07 - 14/07

. (Exercicio 6.1 - Chen) Suponha que uma instabilidade eletromagnética limite g a
(m/M)Y? em um reator D—D. Seja o campo magnético limitado a 20 T pela resisténcia
dos materiais. Se kT, = kT; = 20 keV, encontre a densidade maxima do plasma que
pode ser confinado.

Solucao: Como o parametro 3 é definido como:
p
b=
2p0

em que a pressao pode ser descrita como: p = Y n; kTj, logo, temos a seguinte ex-
J
pressao no limite:

B2 M

2p0n kT [m

em que n = n, +n; é a densidade do plasma e T' =T, + T} é a soma das temperaturas.
Podemos escrever assim, pois as temperaturas das espécies sao as mesmas. Entao:

B? m
= \/+7 = 1.16 X 10*' m™?
n ek T\ I 6 X 10 m

. (Exercicio 6.2 - Chen) Em experimentos de fusdo com laser, a absor¢do da luz do
laser na superficie do pellet gera um plasma de densidade n = 10*” m=3 e temper-
atura T, ~ T; ~ 10*eV. Corrente termonucleares podem causar campos magnéticos
espontaneos de intensidade até 103 T.

(a) Mostre que w,Te; > 1 no plasma, e, portanto, o movimento dos elétrons é forte-
mente afetado pelo campo magnético;

(b) Mostre que 8 > 1, entao os campos magnéticos nao podem efetivamente confinar
o plasma;

(¢) Como o plasma e o campo se movem para que a aparente contraditéria condigoes
dos itens (a) e (b) possam ser satisfeitas?

Solucao:

85



Intro. Fisica de Plasmas

Solucao dos Exercicios 2021/1
(a) Sabemos que w, = % e T, € dado por 7,; = Vi = %27] Usando a resistividade
de Spitzer:
eB m B T32(eV)
We Te;g = —

m nen T neb2x 105 A

Tomando a aproximagcao de In A = 10 e colocando os valores:
weTei 2 1.2 X 100 > 1

(b) Como 8 = p/(B?/2u), p = ank‘T] e as temperaturas das espécies sao as

J
mesimas:

~ 2ponk (T, +T5)

= =8.04> 1

B

(¢) Como o plasma nao confinado inicialmente, entao ele se torna menos denso pela
difusao e recombinagao. Pela temperatura muito elevada, o plasma irradia bas-
tante, esfriando-o. Ja o campo, uma vez que as correntes, geradas na absorc¢ao
de luz, comecam a decair, o campo comeca a ficar menor. Para temperaturas da
ordem de 20 eV, densidade 4 X 102 m =3 e campo magnético de 307, tanto w Te;
e 3 ficam < 1

3. (Exercicio 6.3 - Chen) Uma coluna de plasma cilindrica de raio a contém um campo
magnético coaxial B = By z e tem perfil de pressao:

p=po cor (22)
2a

(a) Calcule o valor maximo de py

(b) Usando esse valor de py, calcule a corrente diamagnética j(r) e o campo magnético
total B(r)

(¢) Mostre que j(r), B(r)ep(r) num grafico

(d) Se o cilindro é curvado num toro com as linhas de forga fecham em si depois de
uma volta, este equlibrio, em que as forcas macroscopicas estao balanceadas em
todo espaco, é obviamente perturbada. E possivel redistribuir a pressao p(r, ) de
forma que o equilibrio é recuperado?

Solugao:
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(a) O valor maximo de py sera dito pela condicao de estabilidade limite 8 = 1. Entao:

BQ

B = p

SR .
B2/ (240) 2410

Como a pressao tem um fator cos? que é uma funcao limitada entre 0 e 1, entao
vamos usar o valor maximo da funcao para deteminar o valor de pq:

By

Po= 5 -
’ 2 1o

B2
Vp = —2pg cos (E) sin(ﬂ)iﬁ — Vp:—ﬂ 0 sin(ﬂ> r
2a 2a

Como Vp =3 X B e Vp s6 esta na diregao r, entao:

B2 B2
Vp=jx B — —Z Osin<7r—r>'ﬁ:j><B — —I Osin(ﬂ):ngz—szg

a a

Ho a Mo @

Como o exercicio menciona somente a corrente diamagnética, entao ela deve gerar
um campo na diregao —z. Portanto, vamos desprezar o segundo termo do lado
direito.

B2 B
I sin<ﬂ>:j932 — jg(r):—7T Osin<7T—T>
dpo a a dpo a a

Logo, o campo magnético total é:

0z or

B B B
j =V X B — _7r4 Dsin(ﬂr>—a r_ 9B

a a

Devido a simetria cilindrica, o primeiro termo do lado direito é zero. Entao:

(7)== mo=a(1-je (7))
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%10°

L —

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1

Figure 4: Figura nao esta em escala

()

(d) Nao, pois devido a deriva E X B e a deriva de curvatura, as particulas comegam
a escapar radialmente. Esses processos sao independentes da pressao, portanto
nao ha uma forma de reestabelecer o equilibrio. Para reestabelecer o equilibrio, é
necessario adicionar um campo externo na dire¢ao 0 (campo magnético poloidal)
para que as linhas de campo, agora, sejam hélices. Isso muda a curvatura de B,
assim como, em média, anula a deriva E X B.

4. (Exercicio 6.4 - Chen) Considere uma coluna de plasma cilindrica infinita e reta
com um perfil de densidade quadrado criado por um campo magnético By. Mostre que
B se anula no eixo se = 1, por meio do seguinte procedimento:
(a) Usando as equagoes MHD, ache 7, no estado estaciondrio para kT constante.

(b) Usando V X B = pyj e o Teorema de Stokes, integre sobre a drea do loop da
figura e obtenha:

oo

an
b= i [ o
J 0

em que B,, = B(0)

(¢) Faga a integral notando que % ¢ uma funcao 9, de forma que B(r) em r =a é a

média entre B,, e By
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Solucao:

(a)

Partindo do balanco de forca:
jXxB=Vp = (jxB)xB=VpxB
Usando a identidade do produto duplo:

(j-B)B—-B*> j =VpxB
N—— N~~~
=i B =JjtiL

Como 7, e B estao na mesma dire¢do, entao:j; B B = B? j),. Logo:
—B?j, =Vpx B

Como a temperatura é constante: Vp =kTVn = Vp X B=—-kTB X Vn.
Logo:

B?j, =kTB X Vp
Devido a axissimetria, Vp = %f' + %2 e B= Bz, em que p=kTn por fim:

=B or

Integrando na superficie do loop a Lei de Ampere:
/VXB'CZS:/UL()/J'L'dS
Usando o Teorema de Stokes:

j{B-dzzpo/jl-dS

em que o caminho da integral é o loop. Como o campo magnético s esta na
direcao z, entao as 2 pernas do loop na dire¢ao 7 nao contribuem no caminho.
J& o elemento de 4rea da integral de area estd na direcao é, entdo: dS = drdz 6.
Como o campo e a corrente independe de z pela simetria do problema e supondo
que o comprimento dos caminhos nas direcao seja L, logo:

j{B-cw:L(BM—BO)
/jyds:L/jJ-é
0
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em que B,, = B(r = 0) e By é o campo no exterior do cilindro. Substituindo a
expressao para j; e de volta na integral:

T o
Bux — Bo= ok T | -2~d
0 Ho / B(T) r
0
lembrando que kT =) kTj.
J
(¢) Como n é um perfil quadrado, entao: g—’; = —ngd(r — a), entao:
005(7“—@) nopo kT
0= ok / Br) T Blr=a)
0

Tomando B(r = a) = 1/2(Bq, + By):

2 N Uo kT
By, — By = — 202~
° lgax + 130
lgsw - Z?O = -2 Mo Mo kT
1 lggw . k71j7lg .
B m
0 2p0

Portanto, para que 8 = 1, entao B,, = 0.

5. (Exercicio 6.5 - Chen) Um loop diamagnético é um equipamento usado para medir
a pressao do plasma por meio da deteccao do efeito diamagnético. Quando o plasma
é criado, a corrente diamagnética cresce, diminuindo B dentro do plasma e o fluxo ®
fechado pelo loop diminui, induzindo uma diferenca de potencial, que é integrada no
tempo por um circuito RC.

(a) Mostre que:

/th:—NACD:—N/Bd-dS, B,=B - B,

loop

(b) Use a técnica do exercicio anterior para encontrar By(r), mas agora assuma n(r) =
no exp(—(r/ro)?). Para fazer a integral, assuma < 1 de forma que B possa ser
aproximada por By na integral.

(c) Mostre que [V dt = %NWT% B By, com 3 definida na equacao (6.8)
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Solugao:

(a) Pela Lei de Faraday: V x E = —98 ¢ integrando na superficie do loop, usando o
Teorema de Stokes:

j{E-dﬁ_—/a—B-ds
ot
=V

—_—
—do
~dt

Integrando um loop de N voltas no tempo:

/th:—N/%dt:—NA(D

em que AP é a variagao do fluxo magnético devido as correntes diamagnéticas.
Entao:

—NA(I)z—N/(B—BO) -dS

em que B é o campo total (incluindo a reagao diagmanética) e By é o campo
exteriormente aplicado.

(b) Usando o resultado do item (b) do exercicio anterior, s6 que a posi¢ao da perna
interna do loop é r:

on oy on'’

B(r)— By = pokT | -2 dr' ~ po kT | 2= ar’
()= By = 1ok T [ e’ ~ kT [ 2 ar
Como % = —ng 2 exp(—(r/rg)?), entdo:
,UOanO —(r'/ )2 / ’ ILLOkTﬂO [ —(r' Jr )2]T ,U(]nokT —(r/r )2
B —B —= —_ T/To 2 d e —— 0 _ - - 0
b= s T T e e

Agora com uma expressao para (B(r) — By), podemos prosseguir com a integracao
na area de secao transversal do plasma. Como ambas componentes do campo
magnético e dS sao na direcao, a integral fica:

/th —N/ — By)rdrdf

/thZQﬂ'N/JJQ'TZQkT/e (r/ro)? - dr _NWT%,,U/OnokT
By By

0
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(¢) Multiplicando e dividindo por 2 e colocando By em evidéncia:

Nﬂ"f’oBO 2,u0n0/<:T
Vdt =
Jro==5= (%5

O termo nos parenteses é o parametro (3, logo:

/th: N?TT‘;BBO

6. (Exercicio 6.6 - Chen)

(a) Derive a relagao de dispersao para quando a instabilidade two-streams ocorre para
2 fluxos de elétrons frios com vy igual, mas de sinal oposto, em que os fons podem
0 ) )
ser considerados fixos. Cada fluxo tem densidade de ng5

(b) Calcule a taxa de crescimento méxima.

Solucao:

(a) Partindo da equagao (6.20):
1 ov 1
§m Un (a_tl -+ (’UO . V)’l)1> = —56 Un E1
—wt)

Supondo que as quantidades de primeira ordem sejam da forma: A; = A; e
em que a partir dessa parte, todas as quantidades descritas serao a amplitude.

m (—iwwvy + ikvgvy) = —e By
) 1

v = —E—EH
mw — kv

Agora, a equacao da continuidade linearizada é:

on 1 on 1
a_lfl+v (§n0U1+n1’00) =0 = a—;+§n0(V"U1)+(’Uo'V)TL1:O

lembrando o fato de ng e vy sao constantes. Usando o mesmo conceito para as
0 0
quantidade pertubativas:

kno

2(w — ko) v

1
—lwng + ézk‘ novi +ik(vg)ny =0 = ny =
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Substituindo a expressao para v;:

iekng
ny = - 2E1

2m(w — k)

Importante ressaltar que até agora, nés estamos desenvolvendo de modo geral,
valido para os 2 fluxos de elétrons diferentes. Desenvolvendo a Lei de Gauss para

o campo elétrico Fy:
e
VB = ——(na + )
0

em que ni, ¢ a densidade de particulas com vo, = vy ,por exemplo, e nyy, € a

densidade de particulas com vop, = —vg . Entao, substituindo n; para cada tipo:
. e 1ekng ek ng
whbi=—(—r---—7--—--+—-——"-—— | E
! €o ( 2m(w — kv)? 2m(w + k:vo)Q) !

1_62n0 1 N 1
C2me \(w— k)2 (W k)2

eng _
meg

Como a frequéncia do plasma é wf,, entao:

_ w_ﬁ 2(w? + k2 vd)
2\ (w? —k20})?

w! — (2K° 0] + w2) w? + kg — w2 kP v =0

) = w' — 2" vj w® + kv = w2 (W? + K o)

1 1
— W’ = 5(%3 +k*v) £ §(w§ + 8w? k? v2)1/?

. 2k2 0?2 2
Definindo # = =2 2 = 22° temos que:
“p “p

V' =1+z+V1+4x

Como queremos o caso mais instavel e a dependéncia temporal das quantidades
de primeira ordem é da forma e~**, isso significa que, para termos instabilidade,
w deve ser complexo com a parte imaginaria positiva, uma vez que se w for real, a
parte temporal sera oscilatéria, e ser imaginario com argumento negativa, a parte
temporal serd uma exponencial decrescente, ou seja, levando a estabilidade.

2 . , ~
Portanto, como y? = 20% e queremos a parte instavel, entao escolhemos pegar a
p

parte imagindria de w com o maximo de instabilidade, entdo queremos que y? seja
0 mais negativo possivel. Isso é possivel pegando somente a solugao com o sinal
de menos do segundo termo:

V=1+z—V1+4x
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Entao, y é da forma: y =4y (v >0) = y?> = —2. Logo:
V' =1l4+z—-Vl+dr = V¥*=V1+dox—-1-x

Para encontrar o maximo:

d~? d~?
PN

3
— 2 ]. 4 _1/2 —_ 1 g O e —
dZL‘ r=x0 dZL‘ r=x0 ( + «TO) o 4

d272
dxz2

Esse valor é o maximo, uma vez que a é positiva em x = zg (por inspegao).

Entao:

PEMA) = VE-1- 3 = y23/4) = T = (3/4) =

4
Por fim, comoy:w:i/2ey2:2wi;:
p
V2Im{w} 1 w
= — = - = I :_p
Y Wy 2 i) = g7

7. (Exercicio 6.7 - Chen) Um plasma consiste de 2 fluxos uniformes de prétons com

velocidade vy & e —vg @ e com densidade, respectivamente, 2% e . Ha um fluido
neutralizante de elétrons com densidade ng e vo. = 0. Todas as espécies estao frias e
nao ha campo magnético. Derive a relacao de dispersao para instabilidade streaming

nesse sistema.

Solugao: A forma que esse exercicio é feito é idéntico ao anterior. Por isso, irei pular
as partes de algebra e destacarei as principais equagoes. Partindo da equacao (6.20):

0vy
™M, Noj <a—t1j -+ (v(]j . V)’Ulj) = g No; E1

Novamente, escreveremos a parte pertubativa como A; = A; e!**=“t A partir dessa
equagao, estaremos tratando das amplitudes. Desenvolvendo a algebra, chegamos em:

gy

= —F
m; w — kv,

vlj

Ja para a equagao da continuidade:

a’l’Llj

ot

ony;
+ V. (noj ’Ulj + U3y 'Uoj) =0 = @tl] —+ nojV . ’Ulj —+ (’Uoj . V)nlj =0
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Escrevendo as quantidades perturbativas de forma harmonica e fazendo a algebra:

I k’n()j v
1y — ;7 Uiy
J w—k:voj J

Substituindo a expressao para vy;:

ik qj Noj
ny; = E1
T omy(w = kgy)?

Agora, usando a Lei de Gauss:
e

V. El = :(nlp,a + Nip,b — nle)
0

Substituindo e colocando nas equacao, ja com os dados do problema:

, 1ekng 2 1 1
kE, = E
Rt €0 (3 my(w — kvg)? * 3my(w + kvg)? N mew2) !

_eng 2mew?(w + kvg)? + mew*(w — kvg)? + 3my, (W? — k2 v3)?

1
€0 3my, me w?(w? — k2 v2)?
Como -7 = wf,:
_wﬁ 1 Me+Mp 4 | ,Me=2Myp 5 5 o Me 3 4 4
= a2 |3 W+ 3———k ygw +2—kvow” + 3k v,
3w? (w? — k2 v§) my m, m,

Como m,, > m,, entao:

w? 1

—
3w? (w? — k2 v3)?
3w (w? — 2k% vg w® + k* 1) = w2 (3w’ — 6k viw® + 3k* vp)

3w’ = 3(w? + 2k vf)w + 3k 0§ (K vf + 2wl w® — 3k vy w2 = 0

(3w — 6k% vgw® + 3k vg)

Essa é a relagdao de dispersdo. Resolvendo esse polinémio ctibico (resolver para w?),
obtém-se a forma explicita.

. (Exercicio 6.8 - Chen) Um feixe de elétrons frios com densidade d ng e velocidade u
¢ atirado em direcao a um plasma de densidade ny em repouso.

(a) Derive a relacao de dispersao para instabilidade de alta frequéncia entre o feixe e
o plasma.
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(b) A maior taxa de crescimento 7, é dificil de calcular, mas uma pessoa fazer a su-
posicao § < 1 pela analogia da instabilidade Buneman entre elétron-ion. Usando
o resultado da equacgao 6.35, ache a expressao para 7,, em termos de §

Solugao:

(a) Fizemos um caso bem similar no exercicio 6.6, em que as velocidades eram +uvq e
—vg. Nao ha nada diferente no desenvolvimento, logo vamos adaptar o resultado
a partir do resultado:

- e% ny 1 N 1
T 2meeg \(w—Fkv)?  (w+ k)2

S6 que, agora, no segundo termo %2 — ng, vo — 0 e no primeiro termo: % — dng
e —vg — u. Entao:

(b) Escrevendo =z = w/w, e y = kvy/w,, a relagao fica:

1 )

1= — 44—
2 (v —y)?

Esse resultado é semelhante ao da equacao 6.34, em que m/M — 0 e o referencial
estd andando com velocidade u. Como o resultado ¢ independente do referen-
cial, entao a equacao 6.35 da a maior taxa de crescimento para, sé que trocamos
m/M — §. Logo:

Im{w} = 63 Im{w,}
Como a parte imaginaria de w é quem descreve a taxa de crescimento:

 <1/3
7m~5/wp

9. (Exercicio 6.9 - Chen) Seja 2 fluidos de fons frios em dire¢oes opostas com densidade
%no e velocidades 4+vyy num campo magnético By 2z e um fluido de elétrons frios
neutralizantes. O campo By é forte o bastante para confinar os elétorns, mas nao é o
bastante para afetar os fons.
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(a) Encontre a seguinte relacao de dispersao para ondas eletrostaticas se propagando
na diregao &g no intervalo de frequéncia: Q2 < w < w?:
2 2 2
Q) Q) w

P
e |
2(w — kvg)? * 2(w — kvg)?  w? *

(b) Calcule a dispersao w(k), a taxa de crescimento (k) e o intervalo dos nimeros de
onda para ondas instaveis

Solucao:

(a) A equagao de movimento é da forma:
8’Ulj
mjnoj { —5,~ + (Vo V)i, | = g5 10j (Er + 15 X Bo)

Bem aqui, temos que desenvolver as equacoes de movimento para elétrons e ions,
s6 que para os fons nao ha o termo v;; X By, uma vez que o campo nao ¢ forte o
suficiente para alterar o movimento deles, embora, para os elétrons, ha o termo.
Felizmente, para os ions, o desenvolvimento ¢ idéntico ao do capitulo 6, chegando
na equagao 6.98. Ja para os elétrons, também ja temos uma expressao: no capitulo
4, na parte de ondas extraordinarias, hd o desenvolvimento da equacgao geral. A
solucao é as 2 equagoes em 4.98. Como s6 as componentes vi. , € E, estao
envolvidas para esse caso. Entao:

e w2\ !
Viy e = —1 B 1—-—
Yy mew( y) W?
1€ Ely
m;w — k vy

Pela equacao da continuidade:

8n1- anl'

atj —+ V. (noj Vi + nyj ’Uoj) =0 = 8tj + anV * Uiy + ('UOj ° V>n1j =0
= R

J W — k’UOj I

Entao:
k’no ]{Zno e . w2 -

e = =T = = (T ) (1 T2
- knOi v':ikenol- Ely

t W — kUOi l my; (w — ]{71)0)2
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Entao a Lei de Gauss:

e
V.-E, = E_(nli,a + N1 b — Nie)
0

w?

ik € noi 1 ik e no; 1 ik 2\
ik:E1:£<Z eno;, +z € Noip -I—Z eng (1_&> >E1

€0 m;  (w—kuwg)? m; 2w+ kvg)?  mew?

Usando a aproximagao w? < w?:

R S S
w1 — :j_g w? — w? w?
1= e ng 1 e ng 1 eny 1
Ceomi 2w —kvg)?  egmi 2w +kvg)? € me w?
Como Q2 = % e w? = %, finalmente temos:
w? 1 1
1+-2=02 + Q2
w? P2(w — kwp)? P2(w = kvy)?

(b) Aqui, espertamente, podemos definir = 3Q2(1 + w?/w?)~! e y = k*v3. Abrindo

P
as contas, chegamos no seguinte polinomio:

wh = 2(x +y)w +y? — 22y =0

Resolvendo:
W =x+y+ a2+ day

A instabilidade acontecera no ramo com o sinal negativo no segundo termo. Ter-
emos instabilidade se \/22 —4zxy >z +y — y < 2z. Logo:

k? 2 2, 2
y<2r = U—g<Qp(1+wp/wc)

QQ
1= k2 < —;’(1 +w§/wg)_1
Vo

J4 o crescimento do modo:

w=iy = Y =z+y— 22 +4dry = 7:\/\/x2+4x —(z+vy)
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