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RELEMBRANDO ... %"é

» Todo vetor v é combinacao linear dos vetores da base:

V=a.V] + a,v, + azvs, @y, Ay, a3 € R

» Base candnica do R3: i,f,ﬁ} “V=xi+ yf+ zk = (x,y,2).

» Sejam U = (x1,V1,21), V= (x3,V,,2,) € a € R. Definem-se:
Adicdo/Diferenca de Vetores: U +V = (x; + X5, 1 T V5, 21 T Z)
Multiplicacdo de vetor por um n. real: au = (ax,, ay,, @z,)

Produto escalar: u - vV = x,x, + y1V, + 212,
Madulo de um vetor e Angulo entre vetores ndo nulos.
» Condicdo de Paralelismo: dois vetores sdo paralelos se forem LD = u || V.

» Condicdo de Ortogonalidade: u - v = 0.
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»
7.1 Produto Vetorial U

PROBLEMA:

» Dados dois vetores no espaco: u e v, linearmente independentes, é

—

possivel encontrar um vetor w tal que w é ortogonal a i e a v?
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DEFINICAO:

» Dados dois vetores no espaco: u = (x1,V1,21) € UV = (X3,V5,, Z,), Chama-se produto
vetorial, o vetor w:

W=1uUXV= 12, — 21y + (21X — x122)] + (X1, — )’1352)E

V1 ZlT ‘21 xlf |x1 Y1|E
Y2 Zp Zy X X2 Y2
T 7K
UXV=1Ix; V1 Zi1|« U
X2 Y2 Zo| 7D

*** Qutra representacdo: u’v.
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7.2 Propriedades do Produto Vetorial %

Dados os vetores i, v e w € R3 e m € R, verifica-se que:

. uxu=0=(0,0,0), Vi €R3

Il. uxv=—-wxu) (Nao Comutativa)

., ux@+wW)=uxv+uxw (Distributiva em relacdo a soma de vetores)
IV. (mu)xv=ux(mv)=m@ X v)

V. uXxv=0<umdosvetoresénuloouseu evsidolLD (u=mv)

(Op]
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V1. Regra da Mao Direita

o
<)
X
U

A base {17k} ¢é de sentido npositivo.

ﬁ Também s&o as bases {J, K, ije {E Lj}.
‘ . Portanto, € possivel adotar uma ordem
\ ( \ circular para estes vetores:

e
-
v k W / - -2
K ]

(+)
+ —(U XV

Fonte: Wikipedia (modificado). |
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VII. ldentidade de Lagrange:

VIII.Sed # 0, # 0 e 6 é 0 angulo entre i e B
|u x v| = |u| |v|senb

IX. Uux@xw)=#(uxv)xw (oproduto vetorial ndo ¢ associativo)
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Interpretacao Geométrica: Modulo do Produto Vetorial

» Area do paralelogramo ABCD: A = base x altura

Desta forma: A = |u| h

< Mas: h = |v]|sené
h o Entao:

/ A = |ul|v|send = |u x V|

Portanto: 4 = |u X V|
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EXERCICIOS D

Dados os vetores v = (a, 5b, —g) e w = (—3a,x,y), determine x e y para que

BXW=0. x=—15b;y=%c
Calcule a area do paralelogramo cujos lados sdo determinados pelos vetores 2u e
—B,sendou = (2,-1,0) e ¥ = (1, -3, 2). 6v/5 u. a.
Mostre que o duplo vetorial é definido como @ x (% x w) = (i - w)v — (U - ¥)w.
Resolva aequagio (X X) X T+ (X X)) X J + (¥ x E) xk=0.

x =1{00,b,¢c)},Vb,c ER
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7.3 Produto Misto @%’

» Dados os vetores: U = (xq1,V1,21);V = (X2,V2,25); e W = (X3, V3, Z3),

tomados nesta ordem, chama-se produto misto o escalar:

X1 V1 Zq < ﬁ
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7.4 Propriedades do Produto Misto %
Sejamu,7,w e € R3, m € R:
. [u,v,w] =0 se:
Um dos vetores for nulo;
Dois vetores forem LD;
Trés vetores forem LD. 7 2
. [u,v,w]=[v,wul =[wurv]

Observacao: [u,v,w] = —[v,u, W]

=

Propriedade ciclica: u-wxw)=W xXv)-w
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Interpretacao Geométrica: Modulo do Produto Misto

VOLUME DO PARALELEPIPEDO
» Volume do paralelepipedo: V = (area da base) x altura= A4, x h

Desta forma:;

-
\'

1\ V = |v x w||ul|cosB| (1)

9
X W
D

Sea=vxw. V=]ulla||cosO|

Mas: U - a = |u||a|cosé

Entdo: |u - al = |ul|d||cosé|

Substituindo @ por v x w:
|u - (0 xw)| = |ul|v X wW||cosO| (2)
Comparando as expressdes (1) e (2):  V = |u- (@ xw)| = |[u, v, w]|
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Observacdo: Volume do Tetraedro

» Todo paralelepipedo equivale a dois prismas triangulares iguais.
» E todo prisma equivale a trés tetraedros, de mesma base e altura do prisma.

» Entdo, o volume do tetraedro ABCD é:

1 1
VaBcD = EVPrisma € Vprisma = EVParalelepipedo '

Logo: DA

Vagcp = ¢V = < |[AB, AC, AD||

desde que A, B, C, e D sejam pontos no colineares. ~ p“ 4
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EXERCICIOS

Calcule a area do paralelogramo que tem um vértice no ponto A(3,2,1) e uma

diagonal de extremidades B(1,1,-1) e (0, 1, 2). V74

Os vetores 3 = (2,—1,—-3), b=(-=1,1,—4) e ¢ = (m + 1,m,—1) determinam

, 8
um paralelepipedo de volume 42. Calcule m. m=2oum= —3

Prove que [U + U,V + w,w + U] = 2[u, v, W].

- — —

Sendo [u, v,w] = 6, calcule [2U —3v+wW,—u+ v —w,v — 3w]. 24
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