
MAE-5725 - Modelos Lineares 
3 Lista de Exercícios 
Profa. Silvia N. Elian 

1) Considere o modelo Y = Xp+e, e~N(o ,a^ l )x de posto completo K+1. Se 
A 

e = Y - X p , prove que 

i )Cov e,p = 0 

i i) Cov €,p = x ( ^ ' x ) r ' a 

2) Seja Y~NÍX^,(y^I„, X matriz n x p de posto p. Prove que 
— V 

/ " A > ' X'X (A \ 
p - p 2 p - p 

v~ ~ J a ^ ~ ~ J 

3) Considere o modelo linear geral 7 = X p + e, com intercepto e a partição 

Po 
p, , onde p, = P2 

P*. 

Prove que 

P , = s - X ; Y -
x ; 11 'Y 

n 
= S-'(x; Y - n Y q i ^ 

Po = Y - x ' S - ' ( x ; Y - n Y x ) - Y - x ' p, 

S = X ' X , - n x x ' 
onde 

x = X , X 2 . . . X j ^ j 



4) Nas condições do exercício 1, prove que 

a) Cov(e, Y ) = [ I - X ( X ' X ) " ' X ' ] C J ' 

b) C o v ^ , Y ) = 0 

A matriz x ( x ' x)~' X ' e chamada matriz Hat. 
Os resultados a) e b) mostram que, numa análise de resíduos, o gráfico Ci x yi é 
desaconselhável,mas o gráfico e^xy^ é importante. 

5) No modelo Y = x p + €, G~N„^,aM), determine a distribuição do vetor de 

resíduos e = Y - X p. 

20 
6) Para o modelo Y^ =po+p,Xi + e j , i = l,2,...20, ondej^yf =90, G,.~N(0,a') 

i=l 

independentes, o sistema de equações normais obtido foi 
20 10~ 
10 6 

Po 40 

p, 22 

a) Calcule p X ' Y e SSE = Y ' Y - p X ' Y . 

b) Construa um intervalo de confiança com coeficiente 0,95 para E ( Y | X = 3) 

c) Construa o correspondente intervalo de previsão. 

7) Sejam 

Y, = 9+ e, 
Yj = 2 0 - 7 + 6 2 
Y 3 = 0 + 2y+ £3 

onde E(ei) = 0,i = l,2,3. Determine os estimadores de mínimos quadrados para 
Oey. 

8) Num problema de estocar sorvetes a baixa temperatura, verifica-se que a 
perda de sorvete Y está relacionada com o tempo de estocagem através do 



modelo Y = pt+ e. Foi conduzido um experimento em que registrou-se a perda 
de sorvete ( Y , em cm^) em função do tempo (t, em semanas), com os 
seguintes resultados 

tj 1 2 3 4 5 6 7 8 
Yi 2,10 2,81 3,04 3,10 6,24 8,01 5,79 8,38 

Admitindo que Gi~N(o,a^), i = l,2,...8 e que são variáveis aleatórias 
independentes 

a) Estime P e 
b) Determine um intervalo de confiança com coeficiente 0,95 para P e a^. 
c) Calcule o coeficiente de explicação do modelo. 
d) Teste, ao nível 0,05, as hipóteses HQ: p=0 contra Ha:p ^ 0. 

9) No exercício anterior, determine o poder do teste para — = 0,2. 
a 

10) Prove que o coeficiente de explicação é o quadrado do coeficiente de 
correlação entre Y e Y. 

11) Considere o modelo de regressão linear simples 
Yj =po+p, Xi + G j , G i ~ N ( o , a ^ ) i = l,2...n, independentes. 

a) Prove que EiMsd)^o^ +pf ^ ( x ; - x ) " . 
b) Prove que é^o quadrado do coeficente de correlação entre X e Y . 

12) No modelo de regressão linear simples com as suposições usuais, 
determine o estimador de máxima verossimilhança de Po e pi sob a hipótese 
Ho:Po = 2. 

13) Considere o modelo linear 

E ( Y J = 0 i = l,2...m 

E ( Y 2 i ) = e + Y i = l,2...m 
E ( Y 3 . ) = e - 2 Y i = l,2...n 

onde todas as observações são sujeitas a erros independentes com média 0 e variância a^. 
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a) Determine os estimadores de mínimos quadrados de 6 e y. 
b) Prove que estes estimadores são não correlacionados se m = 2n. 

14)?ara ajustarmos o modelo y = + P , x , + P 2 X 2 + e com base numa amostra de 8 
observações, obtivemos 

X X = 
8 15 12 
15 33 24 
12 24 24 

X ' Y = 
57 
121 
99,5 

Y ' Y = 464,5 

a) Determine a equação de regressão y = P^ + P, x, + P2X2 
b) Determine o coeficiente de explicação. 
c) Teste a hipótese H Q I P , = P J contra H , : P i ^^2-

Leitura Recomendada 

a) Erro Puro - Seção 5.h. Capítulo 3 - Searle pag 103. 
b) Análise de Resíduos - Seção 7.d. Capítulo 3 - Searle pag 129. 
c) Seções 3.1 a 3.7, 4.2.5 e 4.9.2 Instroduction to Linear Regression 

Analysis - D.C. Montgomery and E.A.Peck - 2^ Edição. 

5725 sne 



5 5 R ( b , 



V O A . ( ( ^ 1 ^ :r 

L 

^2 



\

2 ^ Considere o modelo linear 

E ( Y , i ) = G i = l,2.....10 
E ( Y 2 i ) = e + y i = l,2, n 
E ( Y 3 i ) = e+2y i = l , 2 , n 

onde todas as observações são sujeitas a erros independentes com média O e variância a^. 

a) Determine os estimadores de mínimos quadrados de 9 e y. ' 
b) Calcule a covariância entre esses estimadores. 

iCom base numa amostra de 14 observações, foi ajustado o modelo 
y = Po +P. X , X j , obteve-se p' = [3 5 2\ò- =MSE = 200,e 

V â r ( p o ) = 28 Vâr ( | 3 , ) = 24 Vâr(|32)=18 Côv({3 o. (3 i) = -16 Côv(P o. (3 2) = 14 

e Côv( B 1. 3 2) = -12. Calcule o valor da estatística para testar a hipótese ^ i = [32 = 0 

^4 )Decidiu-se ajustar o modelo Y 1 X 1 + [3 2 X 2 + e sendo que os erros são variáveis aleatórias 
independentes com distribuição normal com média O e variância a ' com base nos dados 

X , 1 1 1 2 2 2 0 0 
X 2 l -1 O 1 O -1 O 1 
Y 8,5 3,0 5,5 12,5 10,0 7,0 2,0 5,0 

a) Obtenha o modelo ajustado y = p 1 X | + p 2 X T 
A A. 

b) Prove que neste caso , os estimadores p i e p 2 são variáveis aleatórias independentes e 

i. : determine suas distribuições marginais. 
• c)Constnia a tabela de análise dé variância e teste ao nível de significância de 0,05 a hipótese | 

Ho: p 1 = pz =0 

d)Prove que o poder deste teste para a hipótese alternativa p 1 = p 2 = 1 e admitindo que 
CT^ = 2 é dado por 

P(W>5,14) 

onde W tem distribuição F com 2 graus de liberdade no numerador, 6 graus de liberdade no 
denominador e parâmetro de não centralidade 5. 



Considere o modelo de regressão 
Yi =>Sc,Ve,-, i = l,2,.-.,n 
CQmE(ei)=0, Var{€ i )=a^ 

a) Determine p, estimador de mínimos quadrados de p e Var (̂ ). 
b) Mostre que, neste modeto, as somas de quadrados da regressão e do resíduo são, 

respectivamente, psxfyj e Eyf - pixfyj. 

Foi ajustado um modelo da forma Y = Xg^+ e , ^~ Nn + m ( O , a^I) com base em 
uma amostra de n+m observações , com matrizes Y , X e p dadas por 

Y = 
f > 

Y , X = 
• • 

X l 0 P l 
• • • Yi 

Y „ x„ 0 
Yn+l Xn+1 Xn+1 

Yn+m Xn+m 
• 

,* a)Identifique o modelo que está sendo ajustado. Qual o significado prático de P i e yi ? 
b) Determine os estimadores de mínimos quadrados desses parâmetros. 
c) Obtenha o teste da razão de verossimilhanças generalizada para testar Ho: P i = y i 
contra a alternativa Ha: P i y i . Qual é o modelo sob Ho \ 

\e X i , X 2 X n variáveis aleatórias independentes, com distribuição 
normal de média a + p Z i , i = 1, 2, ...n, e variância , onde z\ uma constante 
conhecida com E Z j = O . 

a) Determine a distribuição conjunta de X i , X 2 . . . X n . 

b) Determine a distribuição conjunta de X e B = Zzj X; / 1 x\
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