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Eletrodindmica Transformacdes de calibre

Transformacoes de calibre - eletrodinamica

o Pela equagdo: V - B =0, podemos escrever B como:

[B(r,t) =V x A(r,1)| (1)

o E pela Lei de Faraday: V x €& = —0,1B, temos que:
VXE=-0VXA=>VX(E+0A) =0

tal que, podemos escrever E como:

[E(r,t) = -V (r,t) — 0.A(r, 1)] (2)

@ Os campos B e £ sdo invariantes sobre tais transformacdes:
O(r,t) = &'(r, t) = &(r, t) — Oex(r, t) (3)
A(r,t) — A'(r,t) = A(r, t) + Vx(r, t) (4)

@ Onde x(r,t) é uma fungdo qualquer do espago e do tempo, chamada de
campo de calibre
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Hamiltoniano Formalismo Hamiltoniano da Interacdo Eletromagnética

Formalismo Hamiltoniano da Interacao

Eletromagnética

@ Vamos demonstrar rapidamente o Hamiltoniano de uma particula de massa
m e carga g sob a¢do de campos £ e B.

@ Comecamos pela equacdo de movimento n3o-relativistica
F=q(E+vxB) (5)
@ Utilizando os potencias dados por 1 e 3, ficamos com:
F=q[-V®-0:A+v x(V xA)] (6)
@ Usando as seguintes propriedades:
o Derivada convectiva: 4 = 2 + (v V)

o Propriedade vetorial: vx (Vx A)=V(v-A)—(v-V)A

Ent3o, ficamos com:

9’:—V[<-7(<'>—V~«4)]—qdd%_ft (7)
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Hamiltoniano Formalismo Hamiltoniano da Interacdo Eletromagnética

Formalismo Hamiltoniano da Interacao

Eletromagnética

@ Definindo a energia potencial como sendo U = q (¢ — v - A), a forca de
Lorentz fica:

dA
=— —qg— 8
F=-VU-q (8)
@ A Lagrangiana que descreve o movimento da particula sob a a¢do da forca F
é dada por:
L=T—-qd+qv-A (9)
@ Tal qual, o momento conjugado é definido como
oL
Pi= d4;

@ Apéds uma transformac3do de Legendre, conseguimos expressar o Hamiltoniano
desse sistema:

1
H= —m(p—qA)2+q¢ (10)
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Mecénica quantica Transformagdes de calibre

Transformacgoes de calibre - mecanica quantica

@ Sabemos que os observaveis n3o se alteram quando fazemos uma mudanca

de fase global em nossa funcido de onda,

U(r ) = '(r,t) = e7(r, 1) (11)

@ Quais sdo as consequéncias de uma mudanca de fase local em nossa fun¢ao

de onda? .
W(r,t) =/ (r,t) = e M0y (r, t) (12)
e Claro que [¢'|? = |1/|?, mas e a equacdo de Schrodinger? Utilizando a
hamiltoniana obtida em 10,
1
5 (ZihV — gAY + qdip = ihd.Y (13)
1
5 (ZihV — qA)* 4! = (ihd, — q®') o/ (14)
6/22
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Mecénica quantica Transformagdes de calibre

Transformacgoes de calibre - mecanica quantica

@ Queremos encontrar quais as transformacdes A’ e ®' da equacdo 14 que
deixem a equagdo de Schrodinger invariante.

o Sejam: A'=A+E€4 e & =&+ & tais que, para os campos € e B
sejam invariantes, devemos ter

Vxéa=0 (15)
Ve, + 865—;“ =0 (16)

@ Substituindo A’, ®' e 1)’ na equacido 14, ficamos com:

% (=ihV — g A~ ga)’ ve™™ = (ihd, — q® — géo) e | (17)
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Mecénica quantica Transformagdes de calibre

Transformacgoes de calibre - mecanica quantica

@ Manipulando um pouco a equagdo 17, obtemos

% (—ihV — A — g€a — KV ¢ = (ihd; — q® — qo + hdN) ¥ (18)

@ Logo, comparando as equacdes 18 e 13, para a equacgdo de Schrodinger ser
invariante devemos ter que:

€a— —ZVA (19)
h O\
§4> = aa (20)

@ Onde £ 4 e & satisfazem as condi¢Ges 15 e 16.
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Mecénica quantica Transformagdes de calibre

Transformacgoes de calibre - mecanica quantica

@ Obtidas as transformacdes que deixam a equagdo de Schrodinger invariantes,
€A e &y , para encontrar a relagdo deles com o campo de calibre x(r,t) ,

basta comparar as transformacdes A’ e ' com as equacdes 4 e 3.

@ Assim, obtemos que:

A=A+ Vy

d)/:d)—atx

M =—Ixry| @)

)

@ Portanto, a transformacio de calibre é uma simetria da equac3do de
Schrodinger - todos os observaveis permanecem os mesmos,
independentemente da escolha dos potenciais EM e funcdo de onda. Ou seja,
as equagdes 13 e 14 sdo equivalentes.
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Juntando tudo O efeito Aharonov-Bohm

Observaveis

@ O (nico observavel na teoria cldssica do Eletromagnetismo é a forca de
Lorentz, que é descrita pelos campos elétricos e magnéticos.

@ Podemos introduzir potenciais eletromagnéticos para simplificar os célculos,
porém eles ndo s3o observaveis com realidade fisica.

@ Em contraste, na Mecéanica Quantica, tais potenciais eletromagnéticos
aparentam ser mais fundamentais que os campos. Monstraremos isso através
do efeito Aharonov-Bohm.
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Juntando tudo O efeito Aharonov-Bohm

Aharonov e Bohm

@ O efeito dos potenciais EM em fendmenos quanticos foi proposto em 1959
por Yakir Aharonov e David Bohm.

@ Entender o que acontece com a fun¢do de onda quando imersa em uma regido
livre de campos eletromagnéticos, porém com a presenca dos potenciais.
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Juntando tudo O efeito Aharonov-Bohm

Potencial A de um solendide

@ Vamos calcular o potencial vetor de um solendide infinito, com n voltas por
unidade de comprimento, raio R e que transporta uma corrente /.

@ Se tentdrmos calcular A por:

A(r) = Ho 1 dé

CAn ) |r—r| (22)

chegaremos em uma divergéncia,
pois o solendide é infinito.

I
AL

@ Vamos usar o teorema de Stokes,
dadoque B=V x A

?\w
l
A\
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Juntando tudo O efeito Aharonov-Bohm

Potencial A de um solendide

@ Integrando em uma superficie S,
temos que:

O syfuc 5 // B.ds = &5 = // (V x A)-ds
@ sypejce > S s

@ Usando o teorema de Stokes,

[
il

A-de=®5  (23)
JT(S)
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Juntando tudo O efeito Aharonov-Bohm

Potencial A de um solendide

@ Supericie interna S; (p < R) @ Supericie externa Sy (p > R)
o ®5 = ponlmp? o &5 = ponInR?
o A= Aé, e dt = dlé, 0A2Aé¢ed£:d€€¢
e Ent3o a equacio 23 fica: o Entdo a equagdo 23 fica:
A27p = pon Imp’ A27p = pon ITR?
I . nl R?
An(p) = "5 08| (24) Ao () = P57 60| (25)

Vemos que, mesmo ndo havendo campo magnético fora do solendide, ha potencial
vetor!
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Juntando tudo O efeito Aharonov-Bohm

O efeito Aharonov-Bohm

@ Vamos considerar a dindmica de uma particula n3o-relativistica que tem
carga g na presen¢a apenas de um campo magnético estatico B(r)
@ Como & =0¢e ;. A=0entio ® = cte = 0. Logo, a equagio 13 fica somente

(g i1y 2¢ 10 (26)
- _ A =
2m h '
Aparato experimental - dupla fenda J
N

R :

) 5 ¥ x @ Regido S e R sdo desconexas
/>T€U\ @ Regido S: solendide infinito (B #* 0)
¢ } O B @ Regido R: livre de campos (B = 0)

. ® wifos
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Juntando tudo O efeito Aharonov-Bohm

O efeito Aharonov-Bohm

@ Vamos supor que sabemos a solu¢do v (r, t) da equag¢do de Schrodinger
para uma particula livre (A = 0)
e O que podemos falar sobre a solu¢do ¢(r, t) da equagdo 267
e Se a particula estiver confinada na regido R, ent3o a solu¢do serd dada por

¥(r ) = exp [ (r.0)] o (r. ) (27)

e ComoB=0emR—-VxA=0—-A=-Vy
e Integrando de uma origem O até uma posi¢do r, e definindo x(O) =0

x(r)=— /orc A(r') - dr’ (28)

@ Onde dr’ é elemento de linha infinitesimal tangente a curva C que estd na

regido R.
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Juntando tudo O efeito Aharonov-Bohm

O efeito Aharonov-Bohm

@ Sendo a particula em questdo o elétron (g = —e) e substituindo o resultado
28 em 27, ficamos com

r

A(r') - dr’} Po(r, t) (29)

P(r,t) = exp {,;;

o,C

@ A func3o de onda 29 satisfaz a equagdo 26

Yuri Asnis Seminario 17/22



Juntando tudo O efeito Aharonov-Bohm

efeito Aharonov-Bohm: finalmente

@ Suporemos no nosso aparato experimental que um feixe coerente de elétrons
com um comprimento de onda de De Broglie A, definido chegue a fenda
dupla.

@ Suporemos também que \. é muito maior que o didmeto do solendide, assim,
os elétrons n3o o "enxergardo”e poderemos utilizar 27.

@ Apds passarem pelas fendas f; e f; (localizadas em ry e ry, respectivamente),
os elétrons atingirdo a tela fotografica em r;.

@ A funcdo de onda ¢(r:, t) é dada pela superposicdo das ambas fun¢des de
ondas correspondentes a propagacdo pelas duas fendas.

,(/)(r“ t) — e% fgvcl .¢4(r’).dr’,(/)1(rt7 t) n e% IS,CZ A(r’).dr/¢2(rt’ t—) (30)
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Juntando tudo O efeito Aharonov-Bohm

O efeito Aharonov-Bohm: finalmente

@ Podemos colocar um dos fatores de fase em evidéncia:

43

b = e 8.y ALY ar {7/1 N ok (V& e, Adr =5 e, A~d,/)w1] (31)

w:eﬁfoc? r').dr’ {w2+e%(foclv4dr +J'OC2Adr)7/)1] (32)

W = e J8.e, Al)ar [wﬁeﬁwdrw} (33)

@ Onde, C é um contorno fechado que liga O — n — rr — rn — O e se encontra
puramente na regido R.

@ Aqui se encontra a surpresa, utilizando o teorema de Stokes,

fA.dr’:/ B-ds=®5=® (34)
c S(C)
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Juntando tudo O efeito Aharonov-Bohm

O efeito Aharonov-Bohm: finalmente

@ S é a superficie cujo contorno é dado por C e ds é um elemento infinitesimal
de drea de S.

@ Por mais que C se encontra na regi3o livre de campos (regido R), a superficie
S é "perfurada” pelo campo magnético do solendide.

@ Portanto, a funcdo de onda na tela é dado por

e

G(re, ) = eF S5 A9 [, ) + eF (1, )] (35)

@ A probabilidade de achar um elétron em um volume infinitesimal na posicio
da tela é dada por:

P (re,t) = [(re, )P dV = [ho(re, t) + eF oy (1, )P AV (36)
@ Observa-se da equacdo 36 que, caso ndo haja corrente no solendide, entdo o

padrio de interferéncia serd dado por |41 + 12]?. Quando liga-se uma
corrente, haverd um deslocamento das franjas de interferéncia.
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Juntando tudo O efeito Aharonov-Bohm

Conclusao

@ Vimos que existem propriedades interessantes para o potencial vetor
magnético no regime quantico .

@ Ao contrario da mecanica cldssica, existem efeitos dos potenciais em
particulas carregadas, mesmo
em regides onde os campos (e portanto as forcas na particula) sdo nulos .

@ A simetria de calibre articula como os potenciais EM devem se acoplar com
as funcdes de ondas que descrevem particulas.

W

- — 4
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Juntando tudo O efeito Aharonov-Bohm
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