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Relembrando ...

SOs equipolentes =» \etores.

Dependéncia e Independéncia Linear.

Base = Todo vetor v é CL dos vetores dabase & {i,j,k} ~V=xi+yj+zk.
Operacdes com Vetores = u = (x1,¥V1,21), V = (X3, ¥2,2,), m € R:
lgualdade:u =ve x, =%, ;Y1 =V, ;521 = Zy
Adicao/Diferenca: U + v = (x; * x5, y1 * Vo, 21 + Z5)
Multiplicacdo por um n. real: mu = (mxy, my,, mz,)

Vetor definido por dois pontos: se A(x,, Y4, Z4) © B(xp, Vb, Zp), €ntao:

—

AB=B—A=(xp —Xa, ¥b = Yar Zb — Za)

v
Paralelismo de dois vetores =» LD =» coordenadas dos vetores proporcionais.
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5.1 Produto Escalar U
DEFINICAO:

» Sejam (aq, by, cy)E € (ay, by, c,)g as coordenadas de U e de v em uma
base ortonormal E, respectivamente. O produto escalar ou produto interno
usual entre u e v, representado por u - v, € o nimero real tal que:

. Seu=0ouv=0,entdou-v = 0.
Il. Se U e vsdo vetores ndo nulos, entdo U - v = a,;a, + bb, + ¢, 5.

» Outras representacles: (u,v); u/v.
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Observacoes

O modulo de um vetor ndo nulo v, indicado por |v|, € um escalar, ndo negativo,
dado por |v| = Vv - V.

Sev=(a,b,c)g - [V|=+(a,b,c)g - (ab,c)g = Va2 + b2 + c2.

O versor de um vetor ndo nulo v é o vetor unitario u, com mesma direcao e mesmo

| <!

sentido de v, dado por u

<l

A distancia & entre dois pontos é definida como &(4,B) = |AB|, em que

AB=B-A.
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5.2 Propriedades do Produto Escalar W

Sejam: E uma base ortonormal; (a4, bq,c1)g, (ay, by, co)g € (as, b, c3)E, aS

-

coordenadas dos vetores u, ve w na base E, respectivamente; e m € R.

Verificam-se as seguintes propriedades:

V.

V.

N
u .

N
u .

N
u .

i>0ed-i=0<1d=(0,00)=0
V=VvV-u (Comutativa)
(v+w) =u-v+u-w(Distributiva em relacdo a adicédo de vetores)

(mu) -v=m(u-v) =u-(mv) (Associativa)

u

5

u = [u]’
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5.3 Angulo entre Dois Vetores
DEFINICAO:

» Sejam u e v vetores ndo nulos. O angulo 06 entre ue v é a medida do menor

angulo entre os representantes OP e OQ de u e de v, respectivamente.

=]

<!

» 0<06<Tmrad.

- -

» Comou # 0,v # 0, é estabelecida a relagdo: u - v = |u||v| cos 6.
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Observacoes

=l
<l

a) Seu e vsdo vetores ndo nulos, entdo cos 6 =

=l
=

Seu-v >0, cosO deve ser um nimero positivo, 0 que implica

TC , ~
0<0< PR 0 ¢ um angulo agudo ou nulo.

Seu-v <0, cos0 deve ser um nimero negativo, o que implica

T , ~
> < 0 <= .. 6¢éumangulo obtuso ou raso.

Seu-v =0, cos8 deve ser igual a zero, o que implica 6 = L
0 € um angulo reto e os vetores sao perpendiculares entre si.
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b) E sempre possivel escolher uma base ortonormal?

E = {e{, e5, e3} serd uma base ortonormal se e somente se:

1) ej-e{=¢ey-e;,=¢ez-e3=1

2) ej-e;=e{*e3=¢€,-e3=0
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EXERCICIOS B

Sabendo que o angulo entre os vetores u = (2,1,—-1) ev=(1,—-1,m+ 2) é g

determine m. m=—4

Dados os vetores u=(1,a,-2a—1), v=(a,a—1,1) e w=(a,—-1,1),
determine a demodoqueu-v= (u+V) - -w.

Dados os pontos A(1, 2,3), B(—6,—2,3) e C(1,2,1), determine o versor do vetor
3BA — 2BC. i=(2,29

9’9’9

Dados os pontos A(3,m—1,—4) e B(8,2m —1,m), determine m tal que
|ﬁ|=\/35. m=—-1loum= -3
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5.4 Projecao Ortogonal
DEFINICAO:

» Sejam dois vetores ndo nulos u e v. Existe um vetor w que é a projecao

ortogonal de u sobre v, indicado por w = proj U, se satisfizer as seguintes

condicoes:
wl v
Uu—w.lv

_)
u

_’
u — —_— — —_—
u—w u—w

— > — > — — >
\4 W \4
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» O Teorema | garante a existéncia da projecdo ortogonal sobre vetores nao

nulos.

TEOREMA I: Existéncia e Unicidade da Projecao Ortogonal

» Sejam v um vetor ndo nulo e u um vetor qualquer. Existe uma Unica projecao

ortogonal de u sobre v tal que:
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Observacoes
I.  Segue do Teorema I que:

Irojg u| = S— | V| — —= V| = =
PTOly V-V V|2 V|
Mais ainda: se 0 é o angulo entre u e v, tem-se:
.~ |[lVIcose|
|pr01vu| = = = |u|cos6
\%
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ii. Note que se dois vetores u e v sdo ortogonais, entdo sdo LI (ndo sdo
paralelos). Por Teorema, sabe-se que todo vetor w no plano pode ser escrito

como CL de u e de v, isto &, existem escalares a e b tal que
W = au + bv

Deseja-se calcular a e b.
Para tanto, aplique o produto escalar por u em ambos os lados, obtendo:

— — — —
. W - u
- -

u

w-u=(au+bv)-u=au-u+bv-u=alul? ~a= e
u u-

Analogamente, aplicando o produto escalar por v em ambos os lados:
W'V W-
V-

- =12
-V =D>b|V|* o b =—
v E

ﬁ
— \%
\\ =
\%
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CONCLUSAO:

Se u e v sdo dois vetores ortogonais e w é um vetor qualquer do plano,
formado por u e v, entao:

— — >
— — - W.u—> WV—>
W=au+bv=——Uu+—"-V

u-u V-V

ou

e .

W = projg W + projy w
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EXERCICIOS %

Dados: a base ortonormal E e os vetores w = (1,1)g, U= (—2,1)g e v = (1,2)g.
Escreva w como CL de u e de v. Resolva através do conceito de projecao.

Explique porque é possivel resolver através de projecio. W=—cU+.v
Prove que se {u,v,w} é uma base ortonormal do espaco (u Lv,u_lLw, v _L

um vetor qualquer do espaco, entao:

t= projﬁf+ projvf+ proij
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