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Resumo

» Apresentamos a compressdo de imagens no formato JPEG.

» Ingrediente principal: Transformada Discreta de Cosseno.

Transformada Discreta de Cosseno (TDC)

» mudanca de bases em Mg(RR) para uma nova base ortogonal

P> nessa nova base, a informacdo essencial é mais evidente



Mudanca de base

> Na Algebra Linear, organizamos informac3o através de
coordenadas.
» B ={uj,up,...,u,} base de um espaco vetorial V
> YveV: v=oju+ o+ -+ xpup
» Muitas vezes, as informacdes podem ser mais facilmente
visualizadas se mudamos o ponto de vista.

P Isso pode ser feito pela escolha criteriosa de uma base.



Exemplo — interpolacao

Problema
Determinar um polindmio p(x) de grau minimo tal que




Exemplo — interpolacao

Problema
Determinar um polindmio p(x) de grau minimo tal que

p(x) = ap + arx + aox® + azx3 ?



P3(R): base candnica
p(=1)=7, p(1)=3, p(2)=4, p3)=-1

p(x) = ag + a1x + asx? + a3x>

Base canonica

> 1,x,x°,x3

P> Resolver esse problema = resolver um sistema 4 x 4

1 -1 1 -1 ao 7
1 1 1 1| [a]| |3
1 2 4 an - 4
1 3 9 27 az —1

> . px)=2—x+3x2—x3



P3(IR): polinémios de Legendre
p(=1)=7, p(1)=3, p(2)=4, p3)=-1

» Polinémios de Legendre L, em A ={-1,1,2,3}

n o La(=1) La(1) La(2) La(3)
-1 1 0 0 0

1 0 1 0 0

2 0 0 1 0

3 0 0 0 1

(x+1)(x—2)(x—3)
4

» . p(x) =T7L_1(x) 4+ 3L1(x) +4L2(x) — L3(x)

» Exemplo: Li(x) =



Produto interno

Produto interno

<-,-> VxV-=oR

x+y,z) =(x,2) +{y,2)

ox,y) = a(x,y), « € R
y) = (¥,x)

X

>
>
> (%
» (x,x) >0 para x #0



Produto interno

Produto interno: ferramenta importante para:

» Medir comprimentos e distancias: ||x|| = /(x,x)
> Angulos retos: x L y < (x,y)=0
(o)

» Medir angulos: cos0 = T

u

\e//
Il



Bases ortogonais

» Quando B = {uy, u, ..., us} é base ortogonal (u; L uj, i # j)
é facil calcular coordenadas de

V =o1U1 + XoUp + -+ + Xplp
na base B:

<V, u1> = <O£1U1 + ooup + -+ - + Xplp, u1>

0 0
= o (U1, u1) + o {uostr) + - - - + Ly tr)
= o[
<V»Ui> .
aizw, VI:].,...)”

» Além disso, B ortogonal nos da de maneira facil a mudanca de
base de retorno a base original.



JPEG

» Sigla para Joint Photographic Experts Group.

> 1992: primeiro rascunho do padrio.
Principio
Estatisticamente, imagens de cameras digitais tém variagdes suaves
de cores entre pixels vizinhos.

Principal ingrediente

A aplicacdo da Transformada Discreta de Cosseno,
para filtrar tais variagoes



Transformada Discreta de Cosseno (TDC)

» Ahmed, Natarajan, Rao (1974)
» TDC:R" — R"
» Lembra a Transformada de Fourier — espaco X frequéncia

» Pode ser vista como uma mudanca de base,
na qual as “frequéncias” estdo evidentes.

Uso da TDC no JPEG

Dados reais: transicdo suave de valores para entradas vizinhas
— coeficientes de “altas frequéncias” despreziveis

— truncamento — compressdo com perdas.



TDC 1-D

> frequéncia nem {0,1,2,...,7}

> v, o vetor que interpola a fungdo cosngtem t =i+ %:




Teorema: v, é uma base ortogonal de R8.

Demonstracao.

7
T, . 8, k=0
g ZCOSks('JF%):{o: 0< k<16
i=0 °



Teorema: v, é uma base ortogonal de R8.

Demonstracao.

7
. 8, k=0
g ZCOSkE('+%):{o: 0< k<16
i=0 .

sen(a+ b) —sen(a— b) =2senbcosa

sen(a+ b) = senacos b+ sen bcos a
sen(a— b) =senacosb—senbcosa —

sen(a+ b) —sen(a— b) =2senbcosa



Demonstracao.

Teorema: v, é uma base ortogonal de R8.
7

. 8, k=0
> ) _coskg(i+s) = {o: 0< k<16
i=0 .

sen(a+ b) —sen(a— b) =2senbcosa

7
C:ZCoskE(i—i—

(i 1)
i=0
#0, 0<k<16 b B
ml ml T
2scn(k§§) xC = Z,?:02SCH (k§§) X COS (ké(i + %))
=37, {son(k%(i +1)) — son(k%i)}
=sen km—sen0 =20

C =



Teorema: v, é uma base ortogonal de R8.

Demonstracao.
7
T 8, k=0
> cosk—=(i+3)=<" ’
; 8( 3) {0, 0< k < 16.

cos(a+ b) cos(a— b)

2 + 2
cos(a+ b) = cosacosb—senasen b
cos(a— b) =cosacosb+senasenb +

cos(a+ b) +cos(a— b) =2cosbcosa

> cosa x cosb=




Teorema: v, é uma base ortogonal de R8.

Demonstrac3o.
7
T 8, k=0
> cos k— i+l — ) s
% 8( 2 {0, 0 < k < 16.
b —b
» cosa x cosb= cos(a + )+Cos(a )
2 2
| 2 n#m.
(v vim) ZCOS* (t+3) x cos
1 7
T 24 ”+m (t+3)

8<t+)

=0.



TDC 1-D

Transformada Discreta de Cosseno (TDC) 1-D

TDC(v) : R® — R8 é a mudanca de base
da base candnica para a base ortonormal vy, vi,..., v7.

|||||||| TDC
TDC

TN i B
TDC

M JJ_uﬂ_I_I_I_r




TDC 2-D

» Podemos construir a TDC 2-D a partir da TDC 1-D.

> Vn,m = (an,m(i)j))v 0< nym < 8

anml(i,j) = cos %T(i + 1) x cos %T(Jur 1)



TDC 2-D: os 64 elementos V, ,
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Teorema: V,, , é ortogonal em Ms,(R)

Demonstragao.
Suponha (n, m) # (k,{):
707
nT . mTt
(Vi,my Vi) = Z cos g(/ + %) X coS ?(J + %)
i=0 j=0

< cos i+ ) x cos T+ 1)

7
= [ cos%[(i—i—%)xcos%(i—i—%)
i=0

X [ cos%r(j-i-%) xcos%(j+%)
j=0

= <Vn> Vk>Rs X <Vm, Ve>Rs =0.



TDC 2-D

Transformada Discreta de Cosseno (TDC) 2-D

TDC(v) : Mg(R) — Mg(R) é a mudanca de base
da base canénica para a base ortonormal V,, ,,, ny,m=0,...,7.

gl

X X
max = 17 max = 52




TDC 2-D




JPEG

» Separar as cores em brilho (cinza) + azul + vermelho.

» Sensibilidade a brilho é maior que a cores
— reduzir a resolucdo das cores a metade.

» Dividir a imagem em blocos 8 x 8: A para cada cor.
Aplicar a TDC 2-D: B =TDC(A) em cada bloco

» Quantizacdo C = Q(B): diminuir a resolucdo dos nimeros
para inteiros distantes
— boa parte dos coeficientes de B tornam-se 0.
— escrever a matriz de quantiza¢do no inicio do arquivo
JPEG.

» alinhar as entradas de C em ziguezague
— zeros no final desprezados.

v

P comprime esse vetor de inteiros com um algoritmo sem perdas
e escreve-o no arquivo JPEG.



Quantizacao
» Seja a resolucado r
» Dado x € R, escolher o ndmero nr (n € Z) mais préximo de x

n = arredondar (f)
p

Esse processo chama-se quantizacdo.



Quantizacao

| 4
>

Seja a resolucdo r
Dado x € R, escolher o ndmero nr (n € Z) mais préximo de x

n = arredondar (f)
p

Esse processo chama-se quantizacdo.

No JPEG, da-se uma matriz 8 x 8 de resolucdes, chamada de
matriz de quantizacdo @, escrita no inicio do arquivo.

Chamamos de Q(B) a matriz dada pela quantizacdo a cada
entrada de B.

16 11 10 16 24 40 51 61
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
14 17 22 29 b1 87 80 62
18 22 37 56 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 092
49 64 78 87 103 121 120 101
72 92 95 08 112 100 103 99

Exemplo: Q =




Exemplo — bloco 8 x 8

84
93
155
222
226
227
225
152

83
96
156
182
194
219
215
135

82
107
181
173
165
218
231
149

7
123
192
155
189
241
225
156

7
137
166
115
213
255
213
160

118
100

111
232
248
207
196

152
102

137
233
223
185
215



Exemplo — passo TDC

82
107
181
173
165
218
231
149

—6.0

—13.6

4.1
37.3
109.7
14.0

—26.1

84 83
93 96
155 156
A | 222 182
226 194
227 219
225 215
152 135
B = TDC(A)
13131 211
—325.0 457
—1452 078
| 1381 9838
~70.1  —61.1
~13.2  94.6
05 7.7
230 6.4

—25.7

7
123
192
155
189
241
225
156

7.0
—26.6
—16.7

29.2
—13.6
—35.0
—11.1

9.5

7
137
166
115
213
255
213
160

88
126
92
92
226
255
223
183

29.6
15.9
—18.3
—17.3

8.9

-3.0

9.1
0.7

118
100
51
111
232
248
207
196

9.9
—14.5
—4.0
—-1.7
3.6
12.2
—2.0
—4.4

152
102
46
137
233
223
185
215

6.7
—3.6
9.7
-9.0
0.7
4.4
—6.6
—1.4

0.7
3.2
—-1.3
-3.8
—2.1
3.7
3.4
—0.5



Exemplo — passo quantizacao

16 11 10 16 24 40 51 61
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
14 17 22 29 51 87 80 62
Q= 18 22 37 56 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
72 92 95 98 112 100 103 99

|
OO0 OO0 - _

82 2 -1 0 1 00
27 4 -1 -1 1 0 0
-0 -8 0 -1 0 0 0
0 -6 2 1 000
C=QB)=|_4 3 3 0 00 0
-1 3 0 -1000
0 0 0O 0 00 O
0 0 0 0 00 O

Uma versdo comprimida de C vai escrita no arquivo JPEG.



Exemplo — desfazendo a compressao

® = multiplicacdo entrada a entrada respectiva

86 76 76 82 78 80 115 160
99 92 108 141 152 129 104 96

152 161 178 181 145 88 53 47

206 198 184 161 125 98 102 121
229 191 159 168 203 230 237 233
233 223 221 237 255 255 248 230
201 222 240 236 216 197 190 190
145 144 166 189 207 214

E E

original jpeg

D =iTDC(C ® Q) =



Exemplo — comparacao




Exemplo — comparacao
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