DELTA DE DIRAC
ELETROMAGNETISMO

Funcdes e distribuicoes

Fénomenos fisicos podem ser descritos por fun¢des matematicas. A
for¢a que uma mola exerce sobre uma massa presa a ela é um exem-
plo. Uma expressao como F = F cos(wt) pode determinar a forga em
qualquer instante.

Outras situa¢des sdo menos simples. A figura 1 retrata o movimento
de uma bola eléstica que colide com uma parede vertical. No primeiro
momento, retratado no painel de cima, a bola avanca com velocidade
¥ em diregdo a parede. Nesse instante, ndo ha forcas horizontais sobre
a particula. Um certo tempo depois, a bola se deforma ao encontrar a
parede. Agora, aparece uma forga horizontal enorme, que empurra a
bola no sentido oposto a seu movimento inicial.

O grafico mais a direita no painel do meio mostra a for¢ca em fungéo
do tempo. Uma vez que a forga se opde a velocidade inicial, o gréfico
mostra o negativo da forca. Durante um curto intervalo, no qual a bola
estd deformada, a intensidade é muito grande. Fora desse intervalo, a
forga é nula.

A lei de Newton nos diz que a variagdo do momento da bola, devida
a colisdo, é dada pela igualdade

ot
f
Ps—Pi :/t F(t) dt, (1)
ondet; et 880 08 instantes retratados no painel de cima e no de baixo,
respectivamente. Em outras palavras

—2mv = I, (2)

onde I é o impulso da forga.

Se estivéssemos num laboratdério, seria relativamente facil medir a
massa e as velocidades antes e depois da colisdo, e isso nos daria o
impulso. Ir além disso parece dificil, porque teriamos de medir a forca
instante a instante durante o curto intervalo. Por isso, os cursos de
Fisica I param na Eq. (2) e deixam a impressdo de que essa equagdo é
pouco mais do que uma defini¢do, sem valor pratico.

Felizmente, existe um tratamento matemaético relativamente simples
que descreve melhor a Eq. (2). A melhor maneira de entender esse tra-
tamento é pensar que ele define um modelo para a forga que a parede
exerce. Quando trabalhamos com modelos, estamos substituindo uma
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Figura 1: Colisdo de uma bola contra uma pa-
rede. Supde-se que inexista atrito. Os grafi-
cos mostram o negativo da forga horizontal
sobre o0 objeto, ao longo do tempo.



descrigdo precisa por outra, mais simples e aproximada, que preserva
as caracteristicas do que queremos descrever.

No caso, o modelo é dado por um ente matemético conhecido como
fungdo delta de Dirac, definido pelas seguintes propriedades:

5(x)=0 (para todo x # 0), (3)

/oo 5(x) dx = 1. @)

—00

A definicdo ndo diz quanto vale é(x = 0). Por isso, a rigor, J(x)
ndo é uma fungdo. Para preencher essa lacuna, se quiser, vocé pode
imaginar que 6(0) = oo. E questdo de gosto, porque ndo tem nenhuma
vantagem pratica; pelo outro lado, ndo traz nenhum prejuizo.

Os fisicos-matematicos dizem, com mais precisdo, que §(x) é uma
distribuicdo. Querem dizer que ¢ ndo é uma funcdo, porque, em lu-
gar de ser definida para todo x, é definida sobre parte do eixo x e o
que falta é complementado por uma propriedade — a Eq. (4), no caso.
Mais abaixo, veremos uma defini¢do alternativa da J(x), que vocé po-
dera achar mais atraente. Para aplica¢des praticas, porém, as Egs. (3) e
(4) sdo tudo o que é necessdrio. E, para simplificar, chamaremos 6(x)
de “funcdo delta”, embora, a rigor, ndo seja.

No exemplo da figura 1, em particular, podemos acertar o relégio
para que a colisdo ocorra no instante t = 0 e escrever que

F(t) = fo(t), (5)

onde f é uma constante.
Para determinar f, basta voltar a Eq. (2). Se o lado direito da Eq. (5)
for substituido no lugar de F(t), teremos que

“2mo = /t ‘tf F8(1) dt. ©)

A constante f pode ser extraida da integral no lado direito da Eq. (6).
Resulta que

—2mo :f/t_tfé(t) dt. )

Pelo nosso rel6gio, a colisdo ocorreu em ¢ = 0. O instante inicial ¢, &,
portanto, negativo, e o instante final ¢ fr positivo. Uma vez que §(t) = 0
para qualquer ¢ negativo ou positivo, a integral pode ser estendida até
o infinito, isto é,

—omy — f/_°:o 5(¢) dt. ®)
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A definicdo de d(x) nos diz que a integral no lado direito da Eq. (8) é
unitdria. Assim, podemos ver que

f = —2mo, 9)

ou seja,
F(t) = —2moé(t). (10)

O gréfico a esquerda, dentro da elipse, na figura 1 mostra essa ide-
alizacdo da dependéncia de F com o tempo. A Eq. (9) mostra que a
constante f tem dimensdo de momento, ndo de forca. Isso acontece
porque 6(x) precisa ter dimensdo de 1/[x] para que sua integral sobre
X seja unitdria:

1
[0(x)] = ol (11)

X

No caso, 6(t) tem dimensdo de inverso de tempo. Significa que
fo(t) tem dimensdo de momento dividido por tempo, como deveria
ter, ja que a forca é a derivada do momento em relagdo ao tempo.

Densidade de uma folha de papel

A figura 2 descreve outro exemplo. A folha de papel ali representada
tem espessura uniforme muito menor do que as dimensdes a e b. A
massa da folha é m, e precisamos encontrar sua densidade volumétrica
de massa p,,,.

Sobre a densidade, sabemos que é uniforme na regido do espago
que o papel ocupa, e zero fora dela. Vamos chamar essa regido de V.
Temos entdo que

/V pdt = m. (12)

Se conhecéssemos a espessura da folha, seria facil efetuar a integral no
lado esquerdo da Eq. (12). Como s6 sabemos que a espessura é muito
pequena, vamos recorrer a delta de Dirac.

Na figura, a origem estd no centro da folha. No plano xy, a folha

< . . —a a
ocupa a regido S, amarela na figura, definida por - <X <5, com
—b

b .
- <V<j3 Na dire¢do z, podemos adotar o modelo em que a folha
tem espessura infinitesimal, isto é, em que a densidade é zero em todo
0 espago, exceto na regido S, com z = 0.

Com isso, podemos escrever que

a a b b
wd(z) (—§<x<§,—§<y<§)
0 (Caso contrério)

p(x,y,z) = ;o (13)
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Figura 2: Folha de papel, muito fina.
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onde c é uma constante.
Para determinar a, recorremos a Eq. (12). Substituimos o lado di-
reito da Eq. (13), para ver que

a/2 b/2 ©
/ , dx/ dy/ aé(z) dz =m, (14)
—a/2 —o0

-b/2
ou que

aba = m. (15)

Concluimos que « = m/ab, o que significa que

ﬁzS(z) (_E<x<ﬂ_§< <9
p(x,y,z) =< ab 2 2 2V (16)
0 (Caso contrério)

O lado direito tem dimensdo de massa dividida por 4rea vezes a
dimensdo de 6(z). Como [4(z)] é o inverso da dimensdo de z, o lado

direito da Eq. (16) tem dimensdo de massa dividida por volume, como —n=1
se espera da densidade volumétrica.

Ly(@)

Sequéncia de fungoes

~ . ~ . . 0.1 B
Embora nédo seja uma funcao, a delta de Dirac pode ser vista como o

limite de uma sequéncia de funcdes. A sequéncia nédo é tinica. Na ver-

) P A 0 : ‘ :
dade, ha uma infinidade de sequéncias que convergem para o mesmo =10 5 0 5 10

x

resultado. Um bom exemplo é dado pela func¢do Lorentziana ilustrada Figura 3: Lorentziana com largura 7/ — 1

pelo grafico na figura 3:

I 7
L (x) = ———, 1
17( ) T2+ 772 (17)

onde # é um real positivo.
Como as setas na figura indicam, a Lorentziana tem largura 27, isto

é, cai para a metade de seu valor maximo quando x = £#. O maximo é Al o
L, (x =0) =1/(ry). Para calcular a drea sob a curva, basta substituir
a variavel x por § = atan(x/a) na integral da Eq. (18). Resulta que Al |
/ L, (x) dx = —(atan(e)) , (18)
—00 7T —0 1h g
ou seja,
"00 9]0 7‘5 (‘] E) 10
/ L,(x) dx =1 (19) e
— Figura 4: Comparagéao entre duas Lorentzia-

nas com parametros 7 diferentes. A escala
vertical é dez vezes maior do que a da fi-
sume o mdximo 1/(7y) e tem integral unitdria. Se # for muito pe- gura 3.

Em resumo, a Lorentziana é praticamente nula para |x| >> 7, as-

queno, a fungdo serd nula exceto em uma pequena regido em torno da



origem, o valor méximo serd muito grande, e a drea sob a curva ainda
serd unitdria. Quanto menor for 7, mais perto ela estard de ter as ca-
racteristicas de funcdo J, como se pode ver na figura 4. No limite em
que 17 — 0, a Lorentziana equivale a fungdo 4(x). E como o maximo da
Lorentziana cresce sem limites quando # — 0, essa construcao justifica
a imagem mencionada acima, na qual a §(x) é uma funcdo que vale
zero em todo o eixo x, exceto na origem, na qual ela tende a infinito.
A Figura 1.46 do livro texto (Griffiths) traz mais dois exemplos de
sequéncias que se aproximam das propriedades da fungéo 4.

Propriedades

A defini¢do de 6(x) admite manipulagdes algébricas que estendem a
propria definicdo. Em principio, qualquer alteragdo nos limites de
integragdo ou mudanca de varidvel que ndo altere o valor da integral
no lado direito da Eq. (4) define uma propriedade da fung¢do delta.

Intervalo de integragido. Uma vez que a fungdo 6(x) se anula para x # 0,
o intervalo de integracdo ndo precisa ser infinito. Desde que a < 0 e
b > 0, podemos ver que

/ﬂbé(x) dx:/_o:oé(x) dx =1 (ab < 0). (20)

Se, ao contrdrio, a e b tiverem o mesmo sinal, o integrando serd
igual a zero em todo o intervalo, e a integral serd nula:

b
/ 5(x)dx=0  (ab>0). (21)
a
Inversiio. Mudar o sinal da variavel x equivale a trocar é(x) por 6(—x).
Explicitamente, a mudanca de varidvel x — u = —x mostra que
/ (—x) dx = /7 S(u) (—du). (22)

Os limites de integragdo no lado direito podem agora ser invertidos
para eliminar o sinal negativo no diferencial, e isso mostra que

/ (—x) dx = / S(u) (du) = 1. (23)
Em outras palavras, a funcdo d(x) é par: integrar 6(—x) é o mesmo

que integrar 6(x).

Translagdo. A mudanca de varidvel x — u = x — x, desloca para x; o
ponto onde a fung¢do J ndo é definida. Se o intervalo de integracéo for
0 eixo x completo, isso ndo alterard a integral:

/oo O(x —xg) dx = /oo S(u) du =1. (24)
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Mudanga de escala A mudanga de varidvel x — u = Ax afeta a integral,
mas a mudanga é simples:

© /A du
6(Ax) dx :/ o(u) —. 2
[ oaxde= [ o) @3)
Caso a constante A seja negativa, poderemos escrever que A = —|A|.

Com isso, aparecerda um fator negativo dividindo o diferencial no lado
direito, mas os sinais dos limites de integracdo também serdo inver-
tidos. Uma troca de sinais compensa a outra e assim podemos ver
que

/Oo O(Ax) dx = |)1\| /j:o S(u) du = |1M (26)

—00

Outra maneira de entender o médulo que aparece no extremo direito
dessa igualdade é lembrar que a funcdo d(x) é par. Isso significa que
d(Ax) é o mesmo que 6(|A|x) que por sua vez é igual a 1/|A|6(x).

Integrais de fungoes

A funcéo ¢ teria pouca utilidade se somente pudesse aparecer como
tnico elemento de um integrando, como nos lados esquerdos das
Egs. (1), (24) ou (26). Acontece que ela permite simplificar integrais
mais complicadas. Vejamos um exemplo.

Suponhamos que queiramos efetuar a integral

1= [ f@x) dx, (27)

onde a é um ntimero real positivo, e a fun¢do f(x) é continua. Como a
fung¢do J se anula para todo x # 0, é legitimo substituir f(x) por f(0)
em todo o intervalo de integracdo. Com isso, garantimos ndo alterar
f(x) no tnico ponto importante do intervalo de integracdo, isto é, no
ponto x = 0.

Feita a substituicdo, a Eq. (27) assume a forma

Iz[fﬂma@dx (28)

Uma vez que é uma constante, f(0) pode sair da integral, e resulta que
-a
I=£(0) / 6(x) dx. (29)

J—a

A integral a direita é unitéria, e assim podemos ver que

1= £(0). (30)

Na prética, a funcdo ¢ é um filtro, que escolhe o valor da fungdo
no ponto x = 0. Isso constatado, alguns livros preferem definir a
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distribuicdo J pela igualdade

| rx)6tx) dx = f(0), G

vélida para qualquer funcdo f que seja continua no ponto x = 0.

Exemplos

Na prética, vocé encontrard muitas aplica¢cdes da Eq. (31), e ndo so-
mente em Eletromagnetismo. E sempre simples. Vejamos alguns
exemplos.

/_oo sen(x) é(x) dx =0, (32)
ja que sen(0) = 0.
[ expl)olx) dx =1, 63

/j:o Va2 +aexp(—x)é(x) dx = Va. (34)

O argumento da fungédo J ndo precisa ser x. Nesse caso, é necessario
recorrer as propriedades encontradas na segdo Propriedades, como os
seguintes exemplos mostram.

/Oo Va2 +aexp(—x)é(x —a) dx = Va2 +aexp(—a), (35)

pois a fungdo é(x — x;) é um filtro que escolhe o valor da fungdo que
a multiplica no ponto x,.

/°° In(x) 8(x — 1) dx = In(1) = 0. (36)

—00

Neste caso, se a funcao fosse J(x), a integral ndo poderia ser efetuada,
pois In(x) é descontinua em x = 0.
Finalmente, um exemplo que envolve mudanga de escala:

/oo In(1 + x) 6(—3x) dx = %/w In(1+x)6(x) dx,  (37)

—00 —00

ou

/jo In(2 + x) 6(—3x) dx = % In(2). (38)
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Trés dimensies

A generaliza¢do da funcdo J de Dirac para mais de uma dimensao
é muito simples. O simbolo J(x) é substituido por 4?7, onde d é o
nimero de dimensdes e 7 é o vetor posicao.

O caso tridimensional serve como ilustragdo. A defini¢do passa a
exigir que

1. A fungdo 6%(7) se anule em todo o espaco, para qualquer 7, a ndo
ser na origem;

2. A integral sobre todo o espago seja unitaria:

/ $(7) dr = 1. (39)
Espaco

Em coordenadas cartesianas, o elemento de volume é
dt =dxdydz, (40)

e isso mostra que a seguinte relagdo satisfaz as duas condi¢des exigidas
pela definicdo:

6°(7) = 8(x)é(y)é(2). (41)

Densidade de carga de uma particula pontual.

Como exemplo, podemos calcular a densidade p de carga elétrica de
um elétron. A carga do elétron é —e, e sabe-se que ela ocupa um
volume muito pequeno, mas ndo sabemos como ela estd distribuida
no espago. Nessas condi¢des para descrever a densidade de carga p(7)
de um elétron que estd no ponto 7 = 7,, podemos adotar o modelo da
funcéo delta e escrever que *

p(7) = a7 —7y), (42)

onde « é uma constante a determinar.
Para encontrar «, basta lembrar que a carga eletronica é —e:

T /Espago el

ou, com ajuda da Eq. (42),

—e= / «d
Espago

7) dt, 43)

(7 —7p) dr. (44)
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' Se vocé preferir, pode escrever, em coorde-
nadas cartesianas, que

p(F) = ad(x = x)d(y — y)d(z — o),
onde x, Y, € z, s&0 as coordenadas do vetor
7, isto &,

To = %o +Yo§ + zoZ-

No entanto, a notagéo da Eq. (42) é mais con-
veniente, porque ocupa menos espaco.



Uma vez que a integral é sobre todo o espago, o deslocamento 7 —
7 — 7, no argumento da fungdo  ndo tem consequéncia, e a Eq. (44) se

reduz
—e=ua (45)
pois a integral sobre a fungdo § é unitaria.
Resulta que « = —e, e a densidade de carga elétrica é
p(F) = —ed(F—Tp). (46)

Esse resultado serd muito ttil, como veremos em aula. Aqui, ja
podemos usé-lo para identificar a dimensdo da fungio 6°(7). O lado
direito da igualdade tem dimensdo de densidade de carga, ou seja,
carga dividida por volume. Uma vez que e é uma carga, a dimensao
da fungao 63(7) é inverso de volume. Isso faz sentido, j& que cada fator
a direita na Eq. (41) tem dimens&o de inverso de comprimento.

O divergente de # /1>

Vimos em aula que o campo vetorial 7 = (1/72)# tem divergéncia nula
em todo o espaco, exceto na origem:

—

1.
Vegft=0  (r#0) (47)
Vimos também (exercicio 10 da primeira lista), que
/ v. %? dt =4r, (48)
v r

onde V é o volume ocupado por uma esfera de raio arbitrario R, cen-
trada na origem.

Essas duas propriedades do campo @ sugerem que representemos
seu divergente por uma fungéo J:

- 1 o
V. Tin = 06(53(7’)/ (49)

onde a constante a precisa ser determinada. Para isso, recorremos a
Eq. (48), que agora pode ser escrita na forma

/Va&?’(?) dt =4m. (50)

Podemos agora extrair a constante « da integral a esquerda. A inte-
gral passa entdo a ser unitdria, e resulta que

o =47, (51)

Com isso, a Eq. (49) assume a forma

—

1. -
V. o= 471 5%(7), (52)

um resultado que também terd utilidade mais adiante.
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