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Prefacio da segunda edicao

Na sua primeira edicao este livro pretendia apresentar as idéias basicas do céalculo diferen-
cial e integral aos estudantes do primeiro ano dos cursos de fisica e engenharia. Com isto
em mente, tentamos nos restringir ao essencial para que o aluno adquirisse uma visao de
conjunto, embora superficial, do calculo, além de uma habilidade operacional minima no
manejo de derivadas e integrais. Definir o que é essencial nao é uma tarefa facil e alguns
topicos importantes nao foram incluidos na primeira edicao.

Nesta segunda edicao tentamos preencher algumas lacunas. Incluimos uma secao
sobre as funcoes logaritmo e exponencial, que aparecem de forma essencial e intensiva na
fisica, matematica e engenharia. Incluimos também algumas técnicas para a resolugao de
integrais, entre elas a integracao por partes e a mudanca da varidvel de integracao. Sem
o conhecimento destas duas técnicas o numero de integrais que podem ser calculadas é
muito limitado.

A existéncia de belos textos introdutérios de fisica, como as aulas de Richard Feynman,
que utilizam variaveis complexas para tratar oscilacoes e circuitos com corrente alternada,
levou-nos a adicionar uma secao sobre a exponencial complexa e outra sobre sua utilizacao
na resolucao de equacoes diferenciais. Incluimos também um capitulo sobre a resolucao
de equagoes diferenciais de primeira ordem com a propriedade de separacao de variaveis.
Evidentemente estes tépicos nao sao tao elementares como o resto do material coberto
neste livro. Porém, fizemos um grande esforco para torna-los bem acessiveis. Quem quiser
apenas uma visao geral do célculo, mais préxima em espirito da primeira edi¢ao, pode ler
o livro até o item 5.1 sobre séries de Taylor e omitir o restante.

Finalmente, nesta edicao foram acrescentadas listas de exercicios no final de cada
capitulo. As solucoes de todos os exercicios, algumas em detalhe, sao apresentadas nos
apéndices. As listas nao sao extensivas e visam apenas verificar se os conceitos basicos
foram bem assimilados.
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Introducao

Essas notas introdutérias sobre calculo diferencial e integral, elaboradas hé vérios anos,
eram distribuidas em forma manuscrita para complementar a primeira disciplina de fisica,
sobre fenomenos mecanicos, oferecida aos alunos dos cursos de ciéncias basicas e engen-
haria da USP em Sao Paulo. Elas devem ser lidas e estudadas em paralelo com um bom
texto introdutorio de fisica, como o primeiro volume da colegao de H. Moysés Nussen-
zveig [1]. Nessas notas sao introduzidos os conceitos de limite, derivada e integral, de
maneira intuitiva e sem qualquer preocupacao com o rigor matematico. Esses conceitos
— e os teoremas matematicos pertinentes — serao apresentados com mais rigor e detalhe
nas disciplinas de calculo ou andlise matemaética.

Nao temos a pretensao de substituir as aulas de calculo. No entanto, num curso univer-
sitario ¢ importante desde o inicio trabalhar com as leis do movimento utilizando recursos
do calculo diferencial e integral, que foram inventados pelo préprio Newton para formular
a mecanica ha cerca de trezentos anos. Nos textos de fisica os conceitos de derivada e de
velocidade instantanea sao inseparaveis. Como encontrar a equacao horaria, mesmo dos
movimentos mais simples, ou calcular o trabalho de uma forga sem introduzir o conceito
de primitiva, ou integral, de uma funcao? Nessas notas também vamos apresentar um
apanhado de nogoes bésicas sobre vetores (velocidade, aceleragao e forga sao grandezas ve-
toriais), incluindo as defini¢oes de produto escalar e produto vetorial, bem como a andlise
do movimento circular em coordenadas polares. Na se¢ao final discutimos a expansao de
Taylor, ferramenta importante nas aplicacoes do calculo diferencial.

Muitas vezes certos conceitos ou técnicas basicas sao ensinados em diversas disciplinas,
em épocas distintas, em niveis diferentes. Na nossa opiniao isso apenas reforca o processo
de aprendizagem. é possivel que alguns alunos ja tenham estudado as operacgoes basicas
do calculo diferencial ou ja tenham sido expostos as nocoes de limite e derivada. Nesse
caso 0 nosso texto vai ser um mero reforco operacional. Pretendemos ensinar apenas
as idéias mais intuitivas e algumas técnicas simples. Todo o célculo necessério para
o acompanhamento dos problemas da fisica deve ser visto no decorrer das disciplinas
introdutérias dos cursos de ciéncia ou tecnologia. Temos a esperanca de que as aulas de
mecanica possam contribuir para um primeiro contato com esses métodos matematicos.

O historiador da ciéncia Alexandre Koyré, enfatizando a conexao entre a fisica moderna
e a matematica, escreve que ‘um experimento é uma pergunta que fazemos a natureza
e que deve ser formulada numa linguagem apropriada. A revolucao galileana pode ser
resumida na descoberta dessa linguagem, na descoberta de que as mateméticas sao a
gramatica da ciéncia fisica. Foi esta descoberta da estrutura racional da natureza que
formou a base a priori da ciéncia experimental moderna e tornou possivel a sua con-
stituticao.” A ciéncia moderna representa antes de tudo um profundo rompimento com
as idéias do cosmos aristotélico. O universo moderno é aberto, indefinido e até infinito,

vii



viii INTRODUCAO

unificado e governado pelas mesmas leis naturais. Desaparecem da perspectiva cientifica
todas as consideracoes baseadas no valor, na perfeicao, na harmonia, na significacao ou
no designio. E nesse contexto que a matematica se faz realidade e que as leis da fisica
classica encontram valor e aplicacao.

O estabelecimento de modelos matematicos - no estilo das antigas leis de Kepler ou de
Galileu - ganhou uma dimensao extraordinaria na segunda metade do século XX. Antes se
observava, classificava e especulava. Agora se da énfase ao valor de teorias ou de modelos,
em geral formulados com o auxilio da matematica, em varios ramos das ciéncias e das
tecnologias, incluindo até as ciéncias humanas como a sociologia e a psicologia. Esperamos
que o nosso estudo das equacoes do movimento constitua um exemplo de alcance mais
geral, e que a conexao entre a matematica, as ciéncias e a tecnologia esteja presente em
todo o ensino moderno das engenharias.



Capitulo 1

Limites

1.1 Limite de uma funcao

O conceito de limite de uma funcao vai ser tratado com rigor nas disciplinas de anélise
matematica. Vamos apresentar aqui um resumo com algumas idéias que serao teis no
calculo de derivadas e de integrais em problemas de interesse fisico.

O limite de uma funcdo f(z) quando seu argumento z tende a xy é o valor L para o
qual a funcado se aproxima quando z se aproxima de zy (Note que a fungdo nao precisa
estar definida em zy.).

Se f(z) esté definida em xg e seu grafico nao apresenta descontinuidades nem oscilagoes
muito fortes (como ocorre com a fungao sen (1/x) préximo de x = 0) é natural escrever

lim f(z) = L= f(x),

T—T0

ou seja, o limite é igual ao valor da funcao em xg.

Exemplos

(a) Com f(x) = 32® + 2z + 4, temos

r—2

lim f(z) = f (0) =

z—0

lim f(z) = f(2) =3 x 2* +2x 2 +4 =32,
4.

(b) Com f (z) = 2senz + 3 cos 3z, temos

lim f(x) =2sen 0+ 3cos0 = 3,

xz—0

lim f(z) = 2sen m + 3 cos 3™ = —3.

T—T

Em alguns casos, no entanto, a funcao nao é bem definida e pode haver problemas
sérios. Por exemplo, para que valor tende a funcao

3 _
f(x):x 27



2 CAPITULO 1. LIMITES

quando x — 37 Esse tipo de limite pode parecer um tanto artificial, mas é exatamente
o tipo de problema que temos que resolver para calcular a velocidade ou a aceleragao
instantaneas, que sao expressas por uma fracao em que tanto o numerador quanto o
denominador vao para zero. Se calcularmos f(3) obteremos

3 —27
3—-3

0
3) = —
73) '
e temos problemas sérios pela frente. No entanto, com uma calculadora de bolso é possivel
tragar um grafico de f(x) contra z nas vizinhancas de x = 3. A partir dos valores da
tabela abaixo, tragamos o gréafico da figura 1.1.

r /@) o
2,997 26,973 27,027 -
2,998 26,982
2,999 26,991 o E—
3,000 — :
3,001 27,009 26,991 - |
3,002 27,018 R
[ | [
3,003 27,027 2,099 3,000 3,001
Figura 1.1

Observando os valores numeéricos dessa tabela, apesar da funcao nao estar definida
para x = 3, da para desconfiar que a medida que nos aproximamos de x = 3,

3 _ 97
fla)="2 L

€r —

nao sendo necessario que a funcao esteja definida em x = 3. Observe que, para = # 3,
sempre podemos escrever

* =27  (z—3)(2*+3x+9)

2
= 3 9.
3 (@—3) s

fx) =

Como 22 + 3z + 9 = 27 para x = 3, hd uma motivacao muito forte para escrever L = 27.

Para lidar com situacgoes como essa criou-se uma definicao de limite onde o que acontece
exatamente no ponto em que se deseja calcular o limite nao é importante. Importa apenas
0 que ocorre nas vizinhancgas desse ponto. Isso permite o cancelamento dos fatores comuns
no numerador e no denominador como acabamos de fazer. Assim,

7
lim f(z) = lim :h%@9+&p+%:27
T—

r—3 r—3 T —

As funcgoes da mecanica classica sao em geral muito bem comportadas. Porém, ha
situagoes em que as fungoes sao tao mal comportadas que o limite nao existe mesmo. Por
exemplo, vamos considerar a funcao
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| +1 para x>1,
)= { —1 para x <1,

que pode ser representada pelo grafico da figura 1.2.
flz)

Hlp---- o S—

Figura 1.2

Quando x — 1 o limite é claramente indefinido. Se fizermos z — 1 por valores maiores
do que 1 obtemos +1; se fizermos x — 1 por valores menores do que 1 obtemos —1. Note
que f(x) pode ser escrita na forma

@) = f=gy = sanla = 1),

em que sgn é a “funcdo sinal”, sgn(r) = 1 se x > 0 esgn(z) = —1 se < 0. Ainda é
possivel trabalhar com casos desse tipo, pois nao ha muitos dificuldades na presenca de
uma descontinuidade isolada.

1.2 Definicao mais precisa de limite

Depois desses exemplos intuitivos e meio ébvios, vale a pena apresentar uma definicao mais
formal de limite, com todos os épsilons e deltas. Considere uma fun¢ao f(x) definida no
dominio 71 < x < xp e 9 < = < x2 (ndo precisando, portanto, estar definida no ponto

xo).

A funcdo f se aproxima do limite L préximo de xy (lim, ., f(x) = L) se
para todo € > 0 existe um ¢ > 0 tal que, para todo z, se 0 < |x — x| < 0
entdo |f(z) — L| < e.

Na pratica isso significa que, quando o limite existe, se for dado um “limite de
tolerancia” ¢ > 0 arbitrariamente pequeno (tdo pequeno quanto se queira), podemos
sempre encontrar um outro numero § > 0 tal que, para qualquer valor de z entre xg — 0
e xg+ d , o valor da funcao estard dentro do “limite de tolerancia”, ou seja, f(z) estara
entre L — e e L + ¢. Isto funciona quer f(z) seja definida ou ndo no ponto .

Por exemplo, vamos considerar o limite da fungao f(x) = 22% para z — zy = 3. E
claro que
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lim(22%) = 18 = L.

r—3

Dando o “limite de tolerancia” ¢ = 0, 1 temos

21’% =18—-0,1 — 21 = 2,991655... = 3 — 0,008344...,
2:70% =184+0,1 — x; = 3,008321... = 3 4+ 0,008321....
E claro que, para 0 = 0,008, temos

|f(z) — 18] <e=0,1 quando 0 < |z —3] <d=0,008.
Adotando um “limite de tolerancia” menor obviamente vamos ter que encontrar um valor

de § menor também (para € = 0,01 é facil perceber que tudo funciona com § = 0,0008, e

assim por diante).
Finalmente, a partir da idéia de limite podemos definir continuidade de uma funcao.

A funcao f é continua em z; se

lim f(z) = f(zo).

T—IQ

Exercicios

(1) Mostre que

0 IR = 2=
() lim (o — 4o +1) =1, (d) lim y;:? = 10.
(2) Calcule o valor dos seguintes limites:
O ORI @
@ e © I

Note que hé limites que nao existem ou que vao para o infinito *.

!Dizemos que lim,_, f(z) = oo se para qualquer N existe um 6 > 0 tal que para todo z, se 0 <
|x —a| < § entdo f(x) > N. Analogamente, lim,_,, f(z) = —oo se para qualquer N existe um ¢ > 0 tal
que para todo z, se 0 < |z —a| < d entdo f(z) < N.




Capitulo 2

Derivadas

2.1 Definicao de derivada

O célculo diferencial foi inventado por Leibnitz e Newton, que sempre disputaram a
primazia das suas propostas! Embora usasse uma notacao um tanto complicada, Newton
desenvolveu o conceito de derivada e percebeu a sua utilidade na formulacao matematica
da mecanica. Tecnicamente a derivada de uma funcao nao passa de um caso especial
de limite. A velocidade instantanea (que é a derivada da posi¢ao em relagao ao tempo)
corresponde ao limite da velocidade média para um intervalo de tempo muito pequeno
(que tende a se anular).

Para calcular a derivada de uma funcao f (x) num certo ponto xy, nds inicialmente
damos um acréscimo Ax em x e calculamos a diferenca

Af = f(xo+ Az) — f(20)

e a razao

Af  flzo+ Ax) — f(wo)
N Ax '

A derivada no ponto xy, designada por (df /dx) ¢ dada pelo limite

r=x0’

Az—0 Ax  Az—0 Ax

<;i_f) — lim ﬁ: lim f(x0+Ax)—f(x0).
Xz o=

Exemplos

(a) Calcular a derivada de f(x) = 3z® num certo ponto x.

Temos

(o) = 3

f(zo + Ax) = 3(zo + Ax)?,

de onde vem que
Af = f(zg + Ax) — f(z0) = 3(x0 + Ax)* — 32] = 620Ax + 3A2?

5
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CAPITULO 2. DERIVADAS

ﬁ ~ 6zoAx + 3Az?
Ax Az

AN
dx x:mO_AiIEo Az o

Como z(y é um ponto genérico, também podemos escrever de forma genérica, para
qualquer ponto x,

Portanto,

f(z) =32 = — = 6x.

dz

Calcular a derivada de f(z) = Az", onde A é uma constante e n é um nimero
inteiro.

No ponto zy temos

(o) = Axg

f(xo+ Az) = A(zo + Az)".

Usando a expansao do binomio de Newton, podemos escrever
(xo+ Azx)" = (g) xy + (Tll) o Ax + (Z) 0 2 (Ax)* + ..+ <n) (Az)",
n

com a notagao combinatorial
(n) B n!
p) (n—p)p

Af = AnaiAg 4 4=

Entao

n—1)(n—2)

o3 (Ar)* 4+ A n( o3 (Ax)® 4 ..,

de onde obtemos

Af n— TL(’I’L—].) n—
E:ATLSIZ’O 1—|—AT.§UO 2(ASU)—|—

No limite Az — 0 , somente o primeiro termo sobrevive, pois todos os outros tém
pelo menos um fator Az. Entao temos a derivada

A
(ﬁ) = lim —f = Anapt
T=x(

dx Az—0 Ax

Esses exemplos nos conduzem a uma regra de derivacao importantissima, que é
preciso saber de cor:

df
r) = Az" = — = Ana" L.
f(a) N
Na realidade essa regra é valida para qualquer valor de n (negativo, fracionério, etc).
Note que, paran =0, f (z) = A, em que A é uma constante, e df /dz = 0. Vamos
ver que essa regra vai permitir o calculo da derivada de qualquer funcao polinomial.
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(c) Calcular a derivada de f (x) = cosx no ponto x.

No ponto xy temos
f(zo) = cosxg

f(xo + Ax) = cos(zg + Az) = cosxgcos Az — sen xgsen Az,

de onde vem que

Af  cosxgcos Ar — senxgsen Ax — cos xg
Az Az '

Tomando o limite de forma ingénua, isto é, colocando diretamente Ax = 0 nessa
expressdo, tem-se uma indeterminagao (zero sobre zero!). No entanto, para Az
muito pequeno temos

cosAr~1 e senAxr =~ Az,

que conduz ao resultado

Af
—— & —senw
Ax 0
Temos entao a regra de derivacao
(&) = cosz =
x) = cosw — = —senx.
dx

Também ¢é facil obter uma regra para a fungao seno,

f(z) = senx = g = CO8T.

Uma justificativa mais adequada para essas férmulas serda apresentada durante o
primeiro curso de calculo (veja também a secao final, sobre séries de Taylor).

Ao invés de continuar com mais exemplos, vamos dar uma relacado das derivadas mais
comuns no curso de fisica (veja a tabela 2.1). Certamente vocé vai aprender a justificativa
de todas essas formulas nas disciplinas de calculo. Note que as fungoes exponencial,
f(z) = exp (x), e logaritmo natural, f(x) = Inz, sdo muito usadas em fisica.
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Tabela 2.1: Algumas derivadas fundamentais

f(x) df /dx
constante Zero
" nz™ !
sen x CcoS T
CcoS T —senx
er er
Inx 1/z
cosh x senh

senh z cosh z

O cosseno hiperbdlico e o seno hiperbdlico sao dados por

coshz = (ex + e’”‘“)

DO | —

senh x = (ex — e_x) )

N | —

E muito importante conhecer os graficos de todas essas fungoes. Em particular, na figura
2.1 esbocamos os graficos da funcao exponencial, e* = exp z, e da fungao logaritmo, In z.
Vamos estuda-las em mais detalhe no capitulo 3 (Integrais).

Y Y

1 (&

/ Inx

Figura 2.1

Sugerimos agora que vocé trace graficos de mais algumas fungoes: (i) f(x) = exp(—z);

(ii) f(x) = tanxz = senx/cosx, que é a fun¢ao tangente trigonométrica; e (iii) f(z) =
tanhz = senhz/coshz, que é a fungao tangente hiperbdlica. Todas essas fungoes sao

muito uteis em fisica.

2.2 Propriedades mais comuns das derivadas

Vamos relacionar algumas propriedades, facilmente demonstraveis, que simplificam enorme-

mente o calculo das derivadas.
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(1) Dada a fungao f(z) = cg(z), onde ¢ é uma constante e g(z) é outra funcao (bem
comportada), temos
df _ dg

dz ~ Cda
(2) Dada a funcao f(x) = afi(x) + bfa(z) , onde fi(z) e fo(x) s@o fungoes e a e b sao

constantes, temos
af _ dfy | df
dr Yz + bdaz’

ou seja, a derivada é uma “operacao linear”.

(3) Dado o produto de fungoes, f(z) = fi(z)f2(x), temos

d dfy df

é = d—i 2+ f 1%-
Essa regra do produto é tao importante que vale a pena ser demonstrada. De fato,
temos

f(xo) = fi(xo) f2(0)
e

f(zo + Azx) = fi(zo + Ax) fo(xo + Az).

Portanto

Af = fi(zo + Az) fo(wo + Ax) — fi(z0) f2(20).

Somando e subtraindo f;(z)f2(zo + Ax), temos

Af = filzo+ Az)fo(ze + Ax) — fi(zo) fo(xo + Ax) +
+ fi(@o) fo(wo + Az) — fi(z0) f2(0).

Entao

Af = [filzo+ Az) — fi(wo)] fa(zo + Ax) +
+ fi(zo) [fo(wo + Az) — fo(zo)] -

Portanto,

% - e AA@ - fl(xO)fQ(xo + Az) +

+ fl(xo)fQ(x“AXi_fZ(xO)-

Tomando o limite Az — 0, finalmente temos

df df dfs
<%)$x0 = (%)gﬁm fo(z) + fi(zo) (%)mxo .

Em termos gerais, podemos escrever

& dUhh)
de  dxr  dx

dfs
de’

Jo+ fi
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(4) Dado o quociente de duas fungoes, f(x) = fi(x)/f2(x), temos

df 1 [df: dfs
[@frf%].

dv  f3

Faca um esforco para demonstrar essa propriedade.

(5) Muitas vezes temos que calcular a derivada de uma “fun¢ao de fun¢ao”. Vamos
considerar a funcao f = f(y) onde y = y(x). A derivada é dada pela “regra da

cadeia”,
df _ df dy

dr  dydz

Vale a pena demonstrar essa regra. Vamos entao escrever

Af = fly(zo+ Az)] — f [y(xo)].

Somando e subtraindo y(xy) também temos

Af = [fly(wo+ Az) = y(zo) + y(0)] — f [y(z0)]-
Agora vamos usar a notacgao abreviada y(zg) = yo € y(xo+Az) —y(zo) = Ay. Entao

Af Sy + Ayl — flyol _ flyo + Ayl — flyo] Ay

Ax Az Ay Ax’

Tomando o limite Az — 0, vem

Y (df dy
(@)~ (@), (&)

daf _ df dy
de  dydx’

ou seja,

como queriamos demonstrar.

Na tabela 2.2, onde a, b e ¢ sao constantes, apresentamos um resumo destas pro-
priedades.



2.2. PROPRIEDADES MAIS COMUNS DAS DERIVADAS

Tabela 2.2: Propriedades importantes das derivadas

(1) —{Cf} = C—

I O Y L L

(3) —{flfz}—d—fl2 f1

d 1 dl d2
(4) %{ji—} flz[fﬁ flf}

df >

) UG =3 7

Exemplos

(a) f(z) = Az + B2* +Cz + D.

O calculo da derivada é imediato,

ﬁ = 4A23 + 2Bz + C.
dx

(b) f(z) = (Az* + Ba? + Cx + D)3,

7

Basta fazer f(y) =4, y = Az* + Bx? + Cx + D e aplicar a “regra da cadeia”:

af - dfdy 2 3 _
i T dgdr = (3y°) (442° + 2Bz + C) =

— 3(Az* + Ba® + Cx + D)* (444° + 2Bz + C) .

(©) F(t) = exp (at? + ).
Basta fazer f(y) = exp (y) com y = at? + b. Entao

af _dfdy _

a T dgdl e¥ (2at) = 2at exp (at* +b) .

11
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(d) f(t)=(t+1)* (2 +2)°.

Basta fazer f(t) = fi(t)f2(t), com

A =(t+1%  ft) = (P +2t) "

Entao,

dfl df2 2 —4

— =2(t+1); — = =3 (t"+ 2 2+ 2
o2 e =3 (P 2)  (2+2),

de onde obtemos

z—]; —2(t4+ 1) (2 +20) " + (t+1) [—3 (2 +2t)~" (2t+2)} .

2.3 Interpretacao geométrica da derivada

A derivada de uma fungao y = y(z) num certo ponto z, corresponde ao valor da tangente
da curva y contra x no ponto zy. Isso pode ser facilmente visualizado através de um
argumento grafico (veja a figura 2.2).

A
Y

Y1

Yo |

Y3z
Yo —

Figura 2.2

Considere trés pontos obtidos através de acréscimos em xj. Para o maior acréscimo,
T — Tg, temos

Ay i~ Y
— = —— =tanb,.
Ar  x1 — 29
Para x5, temos
A _
2 _ 2% = tan6,.

Ar x99 — 29
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Da mesma forma, para x3 escrevemos

Ay ys— o
Ar x5 — 19

= tan 0s.

A partir dessa construcao, fica 6bvio que, a medida que Az diminui, a razao Ay/Az vai
se aproximando de tan#, onde # é o angulo formado entre a reta tangente a curva y(zx),
passando pelo ponto de coordenadas (z,¥o), € 0 eixo x. Entao temos

dy . Ay
<@) = Amy R, el

Essa interpretacao da derivada tem intimeras utilidades. Por exemplo, dada a equacao
de uma trajetéria unidimensional, x = z(t), a velocidade é dada por v = dz/dt. Grafi-
camente isto significa que a velocidade é a tangente da curva num grafico de x contra
t. Dada a velocidade em funcao do tempo, v = v(t), a aceleracdo é definida através da
derivada a = dv/dt, que pode ser interpretada como a tangente da curva no grafico de v
contra o tempo t.

Exemplo: movimentos retilineos

Vamos utilizar o conceito de derivada para obter as equacoes dos movimentos retilineos
mais simples.

(a) No movimento retilineo uniforme (MRU) a velocidade ¢ constante,
v = vy = constante.

Temos entao a aceleracao,

dv
= — =0.
“T

A equagao hordria do MRU ¢é dada pela expressao
T = vot 4 constante.

Portanto, podemos verificar a expressao da velocidade,

dx d

— = — |yt + constante| = vy.
g "t =0

Fazendo t = 0 na equacao horaria, percebemos que a constante é a posicao inicial.
Em resumo, o MRU com = = z( no instante inicial ¢ = 0 é caracterizado pelas
equacoes

r=wvt+x9; v=v9 e a=0].
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(b)
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O movimento retilineo uniformemente variado (MRUV) ¢ definido por uma
aceleragao constante,
a = ap = constante.

No ensino médio os alunos devem ter aprendido que a equacao horaria do MRUV ¢é
dada pela expressao

L,
x:x0+vot+§aot ,

onde a constante vy ¢ a velocidade inicial (no instante de tempo ¢ = 0) e a aceleragao
ap ¢ uma contante. Entao é facil obter a velocidade,

_ 0 vt 4 Saof?| = o + aot
U—dt—dt Zo Vo 2(1,0 = Vo Qg

e verificar que a aceleracao é dada pela constante ag,

_dv d

Q—E:E[UO‘i‘aOt]:aO-

Vamos agora considerar agora um movimento descrito pela equacao horéria

L s
xzéct + vyt + T,

a velocidade instantanea de um corpo que executa esse movimento é dada por

dr 1 2
V=——=—=—C U
dt 2 0

e a aceleragao por

dv
==
Essa é portanto a equagao horaria de um corpo sujeito a uma aceleragao
que varia linearmente com o tempo. Note que as constantes zy e vy sao a
posicao e a velocidade no instante inicial.

a ct.

Exercicio

Calcule a derivada em relacao a x ou a t das funcoes abaixo, onde a, b, ¢, w e ¢ sao
constantes.

yi(x) = (2* +5)% ya(t) = cos(wt + ¢);  ya(t) = [cos(wt)]’;
ys(x) = sen (ax? + bx); y5(t) = exp(wt); ye(x) = exp (1a:c2 + bx);

x) = In (ax® +bx +¢); x) = Var?+br +c; T) = ————.



Capitulo 3

Integrais

3.1 O conceito de integral

Dada a equagao hordria x = x(t), j& vimos que é possivel obter a velocidade instantanea
v(t) tomando a derivada de x em relagao a t, isto é,

u(t) = %x(t)

Frequentemente temos que resolver o problema inverso: dada a velocidade v = v(t),
precisamos calcular o espago percorrido entre um instante inicial ¢; e um instante final ¢,
isto é x(ty) — x(t;) = vy — x;. Esse problema tem uma solucao grafica muito simples, que
conduz ao conceito de integral.

Vamos considerar o grafico de v contra ¢ indicado na figura 3.1.

v

P Aty At -

(07 Y IO S N S
=

/E//

A

~—
~

[N
w
~
~
|
~
N

Figura 3.1

Se o gréfico de v contra ¢ fornecesse a velocidade média vy, ¢, a solugao do problema
seria trivial; nesse caso o espaco percorrido seria dado por

$f — Ty = Eti—nff(tf — tl)

Mas a velocidade média nao é conhecida. No entanto, se o intervalo t; — ¢; fosse bem

pequeno, a velocidade média vy, 4, seria muito aproximadamente igual a qualquer valor

15



16 CAPITULO 3. INTEGRAIS

da velocidade v(t) nesse intervalo. Usualmente o intervalo entre ¢; e ¢y nao é pequeno, mas
sempre pode ser dividido num certo numero de subintervalos (na figura 3.1 escolhemos
apenas quatro intervalos menores, de comprimentos Aty = t; — tg, Aty =ty — t1, Aty =
ts—ty e Aty = ty—t3). Num subintervalo genérico (entre ¢5 e t3, por exemplo), a velocidade

média é definida como
ZL‘(tg) — l‘(tg) _ T3 — T2
ts — to At;

6252 —t3 —

de onde vem que
T3 — T = Et2_>t3At3.

Vamos simplificar um pouco a notagao, escrevendo
Etg—)tg - @3'

Entao
T3 — To = @3At3.

A partir dessas consideracoes, é facil perceber que a distancia
x(ty) —x(t) = xp — 2 = x4 — X9
sera dada por

rp—x; = (14— x3) + (23— 22) + (22 — 1) + (21 — 20)
= @4At4 -+ @3At3 -+ @QAtQ + @1At1,

onde x; = xg e vy = x4. Essa expressao pode ser escrita numa forma bem mais compacta,

4
Ty — T = Z@jAt]’.
j=1

Ao invés de considerar apenas 4 subdivisoes, poderiamos ter subdividido o intervalo
ty —t; em N subintervalos bem menores. Nesse caso teriamos

N
Ty — T = Z@jAt]’.
j=1

Note que esta expressao é exata. O problema é que nao conhecemos as velocidades médias
v;. Porém, no limite de N muito grande e quando o maior At; vai a zero ', 7; tende a
velocidade instantanea v; = v(t;), e a soma das intmeras parcelas, que se denomina
integral definida, costuma ser escrita na forma

N N

ty
xf—xi:AntglOZ@jAtj :AHOZUJA@ z/t v(t)dt,

Jj= Jj=1

em que At — 0 significa que todos os intervalos At¢; vao a zero. Observe que a soma
> virou um S estilizado. Ao invés de um indice j que assume valores discretos, ha
uma variavel de integracao continua em ¢ (a velocidade instantanea v; é substituida pela

! Consequentemente, todos os At; vao a zero.
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velocidade instantanea v(t), e At; passa a ser um “intervalo infinitesimal” dt). A medida
oo N .
que N aumenta, é facil perceber que a soma > " v;At; corresponde cada vez mais

fielmente a area sob a curva do grafico de v contra ¢. Nesse limite a soma, ou melhor,
a integral definida, corresponde exatamente a drea sob a curva da fun¢do v = v(¢) entre
t =t; et =t;. Dessa forma, a integral é o caso particular de um limite — é um tipo de
limite em que as parcelas de uma soma tendem a zero, mas o numero de parcelas tende
a infinito.

Os matematicos sao mais cuidadosos. Para fungoes continuas, ao invés de usarem a
velocidade média na somatoria, eles definem duas somas: a primeira soma usando o menor
valor da velocidade em cada subintervalo At;; a segunda soma usando o maior valor da
velocidade em cada subintervalo At;. No limite em que N — oo e At; — 0 para todos os
subintervalos, se essas duas somas convergirem para um mesmo valor, fica entao definida
a integral de Riemann desta funcao.

Exemplos

(a) Dada a velocidade v(t) = vy (constante), qual o espaco percorrido entre ¢; e t;7?

Graficamente, v(t) é dada pela figura 3.2.

v
A

Vo +----

~Y

~~
N
~~
~

Figura 3.2

Entao

tf
Tp—x; = / v(t)dt = area hachurada = vy(ty —t;).
ti

Tomando z; = 0 para ¢; = 0 e um ponto genérico xy = x para t; = ¢, temos
T — Ty = vgt,

ou seja,
T = X9+ vgt,

que é a conhecidissima equagao do MRU.

(b) Dada a velocidade v(t) = vy+at, onde vy e a sdo constantes, qual o espago percorrido
entre os instantes t; e tf?

Vamos observar o grafico da figura 3.3, em que

tanf = %v(t) =a.



18 CAPITULO 3. INTEGRAIS

Figura 3.3

Entao

tr
Tp— ;= / v(t)dt = area hachurada.
ti

Usando a féormula da area de um trapézio, temos

U<tf> ;v(tl> (tf i t@)

1 1
= 5[1;0 +aty +vo +ati](ty —t;) = volty —t;) + 3¢ (t7 —¢7).

xy —x; = 4rea hachurada =

Tomando de novo x; = 0 para ¢; = 0 e um ponto genérico xy = z para ty = t,
recuperamos a famosa equacao horaria do MRUV

L
x:x0+vot+§at.

Até agora vimos dois exemplos muito simples, sem nenhuma dificuldade para calcular
a “area sob a curva” (e encontrar o valor da integral definida). As situagdes praticas, no
entanto, podem ser bem mais complicados. Ha poucas figuras geométricas cujas areas
podem ser calculadas tao facilmente. Na grande maioria das vezes temos que utilizar
algumas propriedades gerais e um arsenal de truques para calcular diretamente as integrais
definidas (e obter, portanto, o valor das “dreas sob as curvas”). Com este objetivo,
vamos apresentar algumas propriedades muito simples das integrais e enunciar o “teorema
fundamental do calculo”.

3.2 Propriedades das integrais definidas

E interessante apontar as seguintes propriedades das integrais definidas:
(1) Quebra dos limites de integragao:

/tff F(t)dt = /t;m F() dt+ /t: F(t)dt.

Para t; < t,, < ty, essa propriedade ¢ meio 6bvia. Para se convencer disso, basta
observar a figura 3.4; a area total é a soma das areas.
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f

A

|

~
-V

Sl
S
~+

m

f

Figura 3.4

(2) Inversao dos limites:

(3)

(4)

/abf(t)dt:—/baf(t)dt.

Trocando os limites de integracao a integral muda de sinal.

Como a integral provém de uma soma, o lado esquerdo representa o limite da soma,
desde t = a até t = b, com b > a , sendo todos os subintervalos At; positivos
(At; > 0). No entanto, indo de b para a (com b > a ), todos os subintervalos At;
serao negativos. Nao ha duvidas, portanto, que a troca dos limites de integracao
acarreta apenas a multiplicacao por —1.

E f4cil verificar que essa propriedade acaba garantindo a validade da propriedade (1)
para qualquer t,, (isto é, mesmo para t,, > ty). Portanto, no célculo das integrais
definidas é preciso levar em conta o sinal algébrico das “areas sob as curvas”.

Mesmos limites de integracao:

/a " Hdt = 0.

Essa propriedade é obvia, pois nao ha area sob “um tnico ponto da curva”.

Multiplicagao por uma constante:

/tm Af(t)dt = A/tm F(t)dt,

onde A é uma constante (ou uma func¢ao independente de t). Essa propriedade
também ¢ obvia, bastando considerar uma soma em que todas as parcelas estejam
multiplicadas pela constante A.
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(5) Linearidade:

/f LAF(t) + Bg(t)] dt — A/jg F(t)dt+ B /jg o(b)dt,

1

onde A e B sao constantes. Essa propriedade também é o6bvia, pois a soma é
associativa, isto €, as parcelas sempre podem ser agregadas. Essa propriedade indica
que a integracao é uma “operagao linear”.

3.3 Teorema Fundamental do Calculo (TFC)

Como o espago percorrido é dado pela integral da velocidade (que, por sua vez, é a
derivada do espago), a integracao deve corresponder a uma operagao inversa da derivagao.
O “teorema fundamental do calculo” torna esta idéia mais precisa.

Teorema: Se a fungio F(x) for dada por

Fla) = / " fn)t,

onde a é uma constante arbitraria, entao

dF (x)
dx

= f(=).

A fungao F(x) se chama primitiva de f(x). A sua derivada coincide com o integrando
f(t) no ponto t = z. Estamos tomando bastante cuidado com a notagao—como o intervalo
de integracao vai de a até z, estamos usando o simbolo ¢ como varidvel de integracao (no
extremo inferior, ¢ = a; no extremo superior, t = x ). é claro que poderiamos ter escolhido
qualquer outra letra (y, z, w, etc) como variavel de integragao.

3.3.1 Demonstracao pouco rigorosa do TFC
Dada a expressao
Fla) = [ st
temos
r+Ax T r+Ax
Flz + Az) :/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ F(t)dt.
Entao

+Ax
F(z + Az) — F(z) = / Fb)dt.

Esta tltima integral é a drea sob a curva do gréfico de f(t) contra t entre t = = e
t = x + Az. Para Ax muito pequeno, temos

z+Az
/ f(t)dt = drea =~ f(z)Ax.
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e dF (z) (v + Az) = F()
F(x . Flz+ Az) — F(x
de AI:IEIEO Ax = f(@),

como queriamos demonstrar. [
Vamos verificar como este teorema funciona em dois casos conhecidos.

Exemplos

(a) Seja f(t) = A, com A constante.

OR

A 4----

Nesse caso basta calcular a area sob o grafico da fungao constante f(t) = A, entre
t=aet=uw,

F(z) :/;f(t)dt:/;Adt:A(x—a).

Entao é facil verificar que

Figura 3.6

Nesse caso, considerando a figura 3.6, temos
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/ f(t)d / (A + Bt)dt = érea do trapézio =

(A+ Bz) + (A+ Ba)
2

(x—a):A(x—a)+%B(x2—a2).

Entao é claro que

dF

Agora vai ser facil descobrir o que acontece num caso mais complicado, em que nao
seja trivial obter a area. Vamos tomar, por exemplo,

f(t)= A+ Bt + Ct,

com A, B e C constantes. Temos entao que calcular

= /:f(t)dt = /:(A+ Bt + Ct?)dt.

Obviamente fica complicado apelar para uma formula que dé a area sob a curva de
f(t) entre t = a e t = x. Mas, a partir do “teorema fundamental do célculo” temos

dF (x)

= A+ Bx + Cxz?.
dx

fz) =

Entao é possivel usar as “regras de derivacao ao contrario” para “garimpar” a funcao
F(x). De fato, é simples verificar que

1 1
F(z) = Az + §B:c2 + gCaz?’ + k,

onde k é uma constante arbitraria (pois a derivada de uma constante é sempre nula).

Para encontrar a constante k é muito facil. Basta notar que

-/ (b =

1 1
Aa + §Ba2+§C’a3+k =0,

Entao

de onde finalmente obtemos

1 1 1 1
F(z) = Az + éBxZ + ngg — Aa — §Ba2 — §C’a3.
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3.4 Integrais indefinidas

Para cada valor da constante k na expressao
1 1
G(z) = Az + §B:c2 + gCaz3 +k

temos uma funcao G(z) diferente. Cada uma dessas fungoes é chamada primitiva da
funcao
f(z) = A+ Bx + Ca?,

pois dG /dx = f(x) para qualquer valor de k.
Essas primitivas formam uma familia de fungoes que sao normalmente simbolizadas

CcOoMmo
- / f(z) dz,

sem a preocupacao de especificar os limites de integragao. Isso é o que se chama integral
indefinida. Como dG/dx = f(x), é claro que

/ () de = G(2) ~ Gla),
O “teorema fundamental do célculo” pode entao ser reescrito na forma

- [ seya,

em que G(z) é uma primitiva genérica de f(z). Note que a constante aditiva k, distin-
guindo as diferentes primitivas, desaparece quando se faz a diferenga G(z) — G(a).

com dF(z)/dx = dG(z)/dx =

Exemplos

(a) Dada a fungao f(x) = senz, calcular a sua primitiva G(x). Temos

G(z) = / senz dz.
Portanto, olhando a tabela de derivacao “ao contrario”, obtemos
G(z) = —cosx + k.

é claro que
G(z) — G(a) = — cosx + cosa.

(b) Dada a funcao f(z) = cosz, calcular G(z). E simples perceber que

G(z) :/msxd:p: senz + k.



24 CAPITULO 3. INTEGRAIS

(c) a funcao f(z) = z* — 1022, calcular G(z). Temos

1, 10

m@:/ﬂmmz/@hqw%MZEx—§ﬁ+b

(d) No MRUV, é dada a aceleracao a(t) = a (constante). Obter v(t) e z(t), com as
condigdes iniciais v(tg) = vy e x(tg) = o.

A velocidade sera dada por
v(t) = /adt =at + k.

Como v(ty) = vp, temos
CLto + kl = Vo,

de onde obtemos a constante k;. Podemos entao escrever a expressao da velocidade
em termos mais usuais,

v(t) = vy + a(t — to).

A equacao horaria é obtida a partir de uma integracao da velocidade,
L,
.ilf(t) = U(t) dt:’Uot+ iCLt —at0t+k2.
A constante ko é definida pela condicao inicial,
Loy 2
To = Vgt + §at0 — ato + kg.
Portanto, podemos escrever a equacgao horaria do MRUV na forma bem conhecida,

1
x@):xo+vdt—m)+§a@—t@?

Na tabela abaixo registramos algumas integrais indefinidas razoavelmente simples que
vao aparecer em problemas de fisica. Note que a e k sao constantes arbitrarias. Nao deixe
de verificar que esta tudo correto, conferindo com a tabela das derivadas.
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Tabela 3.1: Algumas integrais indefinidas

f(z) G(z) = [ f(z)dx
1
n -1 n+1 k
v on# ntl *
1
sen (ax) ——cos(ax) + k
a
1
cos(ax) - sen (ax)+k
1
exp(ax) —exp(az) + k
a
1
— Inz+k
x
1
senh (ax) . cosh(az) + k
1
cosh(ar) —senh (azx) + k
a

3.5 Calculo de integrais definidas

A partir do “teorema fundamental do calculo” temos
Pla) = G(o) - Gla) = [ st
onde G(x) é uma primitiva genérica de f(z). Entdo, para z = b, vem
b
G(b) — G(a) = / f(t)dt.

Para calcular uma integral definida basta achar uma primitiva G(x) e encontrar os
seus valores nos extremos do intervalo de integracao.

E comum utilizarmos a notacao

Com essa nova notagao, temos

[ e =)

Exemplos
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(a) Calcular a drea hachurada na figura 3.7, definida pela fungao

entrexr=1ex = 2.

Figura 3.7

Essa area hachurada sera dada por

/f dx—/—dx

Mas a primitiva de f(z) = 2/2* é G(z) = —2/x + k. Note que no cdlculo das
integrais definidas podemos omitir a constante k, que vai ser sempre cancelada na
diferenca G(b) — G(a), onde a e b sdo os limites de integragao. Entdo temos

A= (—%—Fk) 2: (—§+k)—(—2+k):1.

1

(b) Calcular o trabalho executado pela for¢a F'(z) = —4x+2?% no percurso entre r; = —1
e x9 = +1 (por simplididade, nao estamos nos preocupando com as unidades corretas
de distancia, trabalho, etc).

Nessas condigoes, o trabalho é dado por

+1
W1—>2:/ :/ —4x 4 %)
< 222 + ZL‘)
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(c) Calcular a 4rea entre a pardbola y(z) = 4 — 2° e o eixo x no intervalo —2 < x < 2.

A area vai ser dada pela expressao

Az/j(4—x2)dx: <4x—%:p3) )
(SRS

(d) A equagao de estado de um mol de um fluido é PV = RT, onde P é a pressao, V'
¢ o volume, R = 8,3 J/(K-mol) é a constante universal dos gases. Num processo
termodinamico isotérmico, a temperatura 7' = 300 K, o gas se expande de um
volume inicial V4 = 2 ¢ até um volume final Vg = 4 ¢. Calcule o trabalho Wy4_,p
realizado para ir de A até B.

Vi ' RT v
Vi B
Va Va

= 2,49 x10°In(2) J.

3.6 As funcoes logaritmo e exponencial

A partir do que apresentamos até agora nao é dificil concluir que integrar é bem mais
dificil do que derivar. De fato, a derivada de qualquer combinagao de funcgoes simples
(fungbes trigonométricas, poténcias, etc) é sempre uma combinacao de fungoes simples
e pode ser calculada facilmente usando as regras de derivacao que apresentamos nas
tabelas 2.1 e 2.2 nas paginas 8 e 11, respectivamente. Derivada é o nome de um tipo
de limite, e calculamos seu valor calculando o valor desse limite. Em contraste, nao
existem regras como as apresentadas nas tabelas 3.1 e 3.2 para calcular integrais. Integral
também ¢é o nome dado a um tipo de limite, mas em geral é impossivel calcular o valor
desse limite diretamente. Calculamos uma integral quando somos capazes de encontrar
a sua primitiva. A maioria das técnicas de integracao apenas transformam o integrando
original de modo inteligente, conveniente, para que se torne mais simples vislumbrar uma
primitiva. Além disso, a maioria das integrais com integrandos que sao combinacoes de
funcoes simples nao possuem primitivas que sao combinacgoes de funcoes simples. Isto nao
quer dizer que a integral nao existe (ou seja, que o limite nao existe), mas apenas que ela
nao pode ser expressa como uma combinacao de funcoes simples. Se uma integral deste
tipo aparece com muita frequéncia, entao ela recebe um nome especial. Este é o caso da
funcao logaritmo.

A fungao logaritmo na base e, In(x), também conhecida como logaritmo neperiano, ou
simplesmente logaritmo, é definida através da integral
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xT

1
In(x) :/?dt, com x> 0. (3.1)

1

Da expressao acima decorre imediatamente que

In(1) = 0.

Do “teorema fundamental do cdlculo” vem

dIn(z) 1
de =z (8:2)

Olhando o grafico da funcao In(z) na pagina 8 nao é dificil ver que esta fungao tem
uma inversa (geometricamente, a inversa pode ser obtida rebatendo-se o gréfico da fungao
através da bissetriz do primeiro e terceiro quadrandes). A fungao exponencial exp(x),
também escrita como e”, é por definigao a inversa da funcao logaritmo:

exp=In". (3.3)

Vamos calcular a derivada da exponencial. Pela definicao de inversa

In(e”) =z —= M =

dx

Usando a “regra da cadeia” (propriedade (5) na pag. 11) podemos calcular derivada

d1In(e”) dlIn(y) de® 1 de” de”
- A S N 2 4
dx dy ly=e* dx  e* dx — dx ¢ (34)

A funcao exponencial e sua inversa, a funcao logaritmo, sao extremamente impor-
tantes. Elas aparecem com muita frequéncia em todas as areas da fisica e da matematica.
E importante que voceé se familiarize com seus gréficos (veja a pagina 8) e as propriedades
listadas na tabela 3.2.

Vamos demonstrar que o logaritmo do produto é a soma dos logaritmos.

Logaritmo do produto.

In(zz) = In(z) + In(z2). (3.5)

Demonstracao:

Defina a fungao f(z) = In(xz), onde a variavel z é mantida fixa e s6 x pode variar.
Temos

df(z) dln(zz) dln(y) dlzz) 1 L1
de —  dx dy ly=e dzx  xz

Lembre que dIn(z)/dx = 1/x, ou seja In(z) e f(x) tém a mesma derivada. Duas
funcoes que tém a mesma derivada ou sao iguais ou diferem apenas por uma
constante aditiva. Portanto,
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Tabela 3.2: Algumas propriedadades das fungoes In(x) e e

xT

Para z,y,2>0 e

a,b

reais quaisquer

et =t - e,
1/e* =e,
(e%)b = e

eV =1

In(e?) = a,
on@) —

f(z) = In(zz) = In(z) + const.

29

(3.6)

Para descobrir o valor da constante basta lembrar que In(1) = 0. Colocando x =1

na equagao acima vem

In(z) = In(1) + const. = const. = const. = In(z).

Substituindo a equacao (3.7) na equagao (3.6) completamos a demonstragao.

3.7 Algumas técnicas de integracao

(3.7)

3.7.1 Integral de uma derivada

Do “teorema fundamental do calculo” decorre imediatamente que

b

dx

a

/de:F(x) '

a

= F(b) - F(a),

uma vez que segundo este teorema o integrando ¢ a derivada da primitiva.

Esta é uma maneira ligeiramente diferente de escrever o TFC. E claro que o TFC
garante que o integrando é sempre a derivada de uma fungao. Porém, como ja vimos,
nem sempre esta funcao pode ser escrita em termos de combinagoes de fungoes simples. Se
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conseguirmos escrever o integrando como uma derivada de uma func¢ao simples, a integral
se torna trivial.
Se a integral for indefinida temos simplesmente

iF@)
/ - dx = F(x),

onde omitimos, como de costume, a constante de integracao.
Exemplo
No calculo do potencial eletrostatico sobre o eixo z devido a um disco de raio R,

uniformemente carregado com densidade superficial de carga o, colocado sobre o
plano xy e com centro na origem do sistema de coordenadas, a integral relevante é

\/22 + 32

||
gl
O\:u

Neste caso o integrando é a derivada de uma funcao simples:

R
= 5 (VE T — ).
0 260

ds 2¢

R
v<z>:i/—d<”2+52> ds— L VIS

3.7.2 Integracao por partes

Vamos usar agora a formula da derivada de um produto de funcoes para obter mais uma
técnica 1util para o célculo de integrais. J4 mostramos que

d(f1(z) fa(x)) _ dfi(x)
dx dx

fla) + i) 222,

portanto

/bdf;iw s / Aits) / PRt C

a a

Note que o integrando da primeira integral do lado direito da equagao é uma derivada.

Assim
/dfl( o) dz = fi(x) /f1

a

Para que esta propriedade seja 1til precisamos escrever o integrando como um produto
(df1/dz) fy de tal forma que (1) a derivada de dfy/dx seja mais simples do que fy e que
consigamos integrar facilmente df; /dz afim de obter f1, e (2) a integral do lado direito da
equacao acima seja mais simples do que a integral original.
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A propriedade acima também vale para integrais indefinidas. Neste caso temos (omitindo
constantes de integracao)

[ B )t = fo) o) - [ 5102

Exemplos

(a) Calcule a integral

/ﬁm@m

Colocamos fy(z) = In(x) e dfi(z)/dr = 2 = fi(z) = z*/4. Assim, lembrando
que dlIn(z)/dx = 1/x, obtemos

23 In(z) dz = ——m__m@_f
16

(b) Calcule a integral

L/lpsen(x)dx.

Escolhemos fo(z) = x e dfi(z)/dz = sen (x) = fi1(x) = — cos(z) . Portanto,

/a:sen () dx = —x cos(z) + /cos(a:) dr = —x cos(x) + sen ().

(c) Calcule a integral

x3 d
(22 + 4)3/2 T

x 1
Escolh =z2’ed dr = ——— - —— =  _ Por
scolhemos fo(z) = 2% e dfi(z)/dx CETEE = fi(z) CEEE or
tanto,

3 x? 2
/(x2+4)3/2 dv = _(x2+4)1/2 +/(x2+4)1/2 dx
2
T
R D

onde calculamos a integral no lado direito da equacao acima percebendo que o seu
integrando (sem o fator 2) é a derivada de (22 + 4)%/2.
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(d) Considere a distribui¢ao de probabilidades
P(z) = Az exp(—2z),

definida para valores nao negativos da varidvel aleatéria z (isto é, para 0 < x < 00).
Qual é o valor da constante A para que essa distribuicao seja normalizada?

Para a distribuicao ser normalizada,

/P(:E)dx =1 /AZL‘ exp(—2x) dx = 1.
0 0

Escolhemos fy(z) = Ax e dfi(z)/dx = exp(—2z) = fi(x) = —%exp(—Q:c). Por-

tanto,
/Ax exp(—2z) de =1 <= —7:6 exp(—2x) ‘0 + / Eexp(—Z:E) dr =1
0 0
o0 A
<:>——exp(—2x)0 :1<:>Z:1:>A:4.

3.7.3 Mudanca de variavel de integracao

Integrais definidas

Uma das técnicas mais versateis para calcular integrais é a mudanca de variavel de inte-
gracao. Ela é baseada na igualdade

y(b) b
dy(x

[iwar= [ swen L v (3.5)

y(a) a

Demonstragao:
Seja F'(y) a primitiva de f(y). Isto significa que
dF(y)

2= 1) (39

Se conhecemos a primitiva de f(y), o TFC nos fornece imediatamente o valor da
integral do lado esquerdo da equacao (3.8):

y(b)
fwydy=F@) " = Fu(®) - Fly(a). (3.10)

y(a)
y(a)

Para calcular a integral do lado direito da equagao (3.8) precisamos achar a primitiva
da fungao f(y(x))dy(x)/dx. Vamos mostrar que esta primitiva é F'(y(x)), onde F(y) é a
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primitiva de f(y). De fato, usando a férmula da derivada de fungao de fungao (regra da
cadeia) obtemos

dF(y(z)) dF(y)dy(z) . dy(z)
de dy dr /) dr ’
onde usamos a equagao (3.9). Portanto,
[ 1) B 4= Fy@) [ = F0) - Fo@), 3.11)

Comparando a equagao (3.10) e a equagao (3.11) vemos que as integrais na equagao
(3.8) s@o iguais, como queriamos demonstrar. [J

Observacoes:
Obviamente a equagao (3.8),

y(b) b
[ swas= [ 1) A as,

y(a)

pode ser usada tanto da direita para a esquerda como da esquerda para a direita.

E conveniente usar a equacao (3.8) da direita para a esquerda quando for facil ver que
o integrando tem a forma f(y)dy/dx e identificar y(z). Neste caso, apés mudarmos os
limites de integragao, fazemos as substituigoes

y(z) >y e dzil—f)dx%dy,

veja os exemplos (a) e (b) abaixo.

Geralmente a equacao (3.8) é usada da esquerda para a direita. Neste caso, precisamos
escolher uma fungao y(z) que leve a uma integral mais simples. Além disto, precisamos ser
capazes de inverter a fungao y(x) escolhida e expressar x em fungao de y para determinar
os limites de integracao da integral em x que aparece no lado direito da equacao (3.8).
Apdés mudarmos os limites de integracao, fazemos as substituicoes

dy—(x)d:c

d
y—ylr) e dy— T :

veja os exemplos (c) e (d) abaixo.

Exemplos

(a) Calcule a integral
b

/ sen () cos(z)dx.

Observe que cos(z) = dsen (z)/dx. Isto sugere colocar y(x) = sen(z) e usar a
equagao (3.8) da direita para a esquerda fazendo sen (z) — y e cos(z)dx — dy.
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b sen(b)
4 | sen(b) 4(p 4
/sen3(:c) cos(z)dx = / Yy = yz iy = Sen4( ) Sen4 (a)_
a sen(a)

(b) Calcule a integral

/ ) o

2
Note que, dIn(z)/dx = 1/x. Assim, uma boa escolha consiste em colocar y(z) =
In(x) e novamente usar a equagao (3.8) da direita para a esquerda fazendo In(z) — y

e (1/x)dx — dy.

3 In(3)
In(z) , 1l yme 1, 9
/ . dx = / ydy—iy ) _5[111 (3) — In" (2)].
2 In(2)

(c) Calcule a integral

1
1
=t
V1—1y?
1/2
Uma boa escolha é y(x) = sen (z) porque a igualdade 1 — sen?(x) = cos?(x) per-
mite simplificar o denominador. A fungao y(x) = sen (x) pode ser invertida: = =
sen ~!(y) = arcsen (y) e os limites de integracio da integral em x sdo arcsen (1/2) =

/6 e arcsen (1) = m/2. Fazemos y — sen (x) e dy — d‘zl—(f)d:c = cos(z)dz. Portanto,
1 /2 /2
1 1 1
——dy = cos(z)dr = | —— cos(z)dz
V1—y? /1 — sen?(x) cos()
1/2 /6 w/6
w/2
/2
= / dl‘ = X = -,
/6 3
/6

(d) Calcule a integral

; 1
dy.
3/ y In(y)

Escolhemos y(z) = e* = = = In(y) e os limites de integracao serao In(3) e In(5);
fazemos y — €* e dy — d%—(;) dr = e* dx. Assim,
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5 . In(5) . In(5) .
In(5)
/ dy = / e’ dxr = —dz = In(x)
y In(y) et x x In(3)
3 In(3) In(

3)
= In(In(5)) — In(In(3)).

Note que neste exemplo também é facil usar a equagao (3.8) da direita da esquerda,
como fizemos no exemplo (a). Deixaremos esta resolugdo como um exercicio.

Por razoes diddticas, quando usamos a equagao (3.8) da esquerda para a direita
colocamos a variavel de integracao da integral inicial igual a y. Quando trabalhamos
da direita para a esquerda colocamos a variavel de integracao igual x. Obviamente, o
nome dado a varidvel de integracao € irrelevante. Com a pratica vocé vai usar a equagao
(3.8) sem se preocupar com estes detalhes.

Integrais indefinidas

Para terminar, apresentamos a féormula de mudanca de variavel de integracao para inte-
grais indefinidas.

Se vocé estd usando a equagao (3.8) da esquerda para a direita, vocé sai de uma
integral em y e deve chegar no final numa integral em y. Assim, é conveniente escrever

z(y

y )
[ = [ s B (3.12)

onde x(y) é a inversa de y(x), isto é y(z(y)) = y.
Se vocé estd usando a equacao (3.8) da direita para a esquerda a integral de saida é
em x e a integral de chegada também deve ser em z. E conveniente colocar

T y(x)
[ @ ar = [ i)ay (3.13)

Os limites superiores sao os valores onde calculamos as primitivas. Note que nas
equagoes (3.12) e (3.13) o limite superior na integral do lado direito é igual a variavel nova
expressa em termos da varidvel de saida. As linhas em z e y foram colocadas para deixar
clara a diferenga entre a variavel de integracao e o valor onde calculamos a primitiva. Na
pratica estas linhas podem ser omitidas, como fazemos nos exemplos abaixo.

E possivel usar as equacoes (3.12) e (3.13) sem os limites superiores. Neste caso, fica
implicito que no final dos cdlculos vocé deve voltar a variavel de saida (veja o exemplo
(e) abaixo). Preferimos escrever o limite superior nas integrais porque isto ajuda a seguir
as mudancas de variavel de integracao, especialmente no caso em que varias mudancas de
variavel sao feitas em seguida.
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Demonstracgoes:

A demonstragao da equagao (3.12) é andloga a da equacao (3.8). J& mostramos que

dy(=)

7o (veja a pagina

se F(y) é a primitiva de f(y) entdo F(y(z)) é a primitiva de f(y(z))
32). Portanto,

Y

/f@MdZFW)

z(y)

Assim, os dois lados da equagao (3.12) sao iguais. [

Para demonstrar a equagao (3.13) basta verificar que a derivada em z da integral no
lado direito é igual ao integrando da integral no lado esquerdo. Isto significa que a integral
do lado direito é a primitiva de f(y(x))dy(x)/dzx. Usando o TFC e a “regra da cadeia”
obtemos

y(z) z
N [swar| =L | [rway|| B g 2

z=y(z)

Esta derivada é igual ao integrando da integral do lado esquerdo da equagao (3.13), como
queriamos mostrar. [J

Exemplos

(e) Calcule a integral

1
— dy.
/\/1—3/2 Y

dy(z) d

Colocamos y(x) = sen (x) = x(y) = sen'(y) = arcsen (y); dy — 4= dx =
ds%(x) dx = cos(x) dz. Portanto,
y . arcsen (y) )
/ ——dy = / cos(x) dx
V1 — 2 /1 — sen?(x)
arcsen (y) arcsen (y)
/‘ 1 ( )d / J arcsen (y) ( )
= cos(z) dx = T =z = arcsen (y).
cos(z) /

Se voce tivesse omitido o limite de integracao voceé teria obtido

cos(z) dz

[ ==
:1/(D;x)am@ﬁdx:1/dx=:L

que s6 faz sentido se vocé substituir x por arcsen (y) no final.




3.8. O QUE FAZER QUANDO NADA FUNCIONA? 37

(f) Calcule a integral

/ sen 3 () cos(z)dx.

d
Definimos y(x) = sen (), portanto cos(z) dx = % dx — dy e
x
z sen (z) A o \
/ sen *(z) cos(x)dx = / ydy = - == =

(g) Mostre que

1 1
dy = =1 b)|.
/ay—i—b y an(ay—l—)

1
Deﬁnimosx(y):ay+b:>y:£—éedy—>dy—<x>dx——dx
a a

dx a

ay+b

y
1 11 1 ay+b 1
dy = — —dr = -1 =-1 b).
/ay+b Y / za’t an<x) an(ay—i— )

3.8 O que fazer quando nada funciona?

Apresentamos neste livro as principais técnicas de integracao. Voceé ird aprender muitas
outras nos cursos de Calculo. Porém, muitas vezes vocé nao conseguira calcular a primitiva
de uma integral. Como ja dissemos, a maioria das integrais nao pode ser calculada em
termos de fungoes simples. Como ter certeza de que nao existe um truque que permite o
calculo da integral? A rigor, é impossivel ter esta certeza. Porém, quando tudo o mais
falha vale a pena consultar uma tabela de integrais, onde estao listadas as primitivas de
varias funcoes e os valores de varias integrais definidas que aparecem com frequéncia. As
tabelas variam muito em tamanho. Uma tabela que contém uma boa escolha de integrais
e que vai ser util durante toda a graduagao é a da Cole¢ao Schaum [5]. Uma das tabelas
mais completas é a de Gradshteyn e Ryzhik [6] cuja sexta edigdo tem mais de mil pdginas!
Se uma integral nao puder ser encontrada no Gradshteyn e Ryzhik muito possivelmente
nao existe uma expressao analitica para ela. Na internet, o excelente site da Wolfram
Alpha [7] permite calcular interativamente integrais definidas e indefinidas.

Mesmo nao achando sua integral nas tabelas, ainda existe um ultimo recurso—o calculo
numérico. Quase sempre queremos calcular uma integral definida. Neste caso podemos
explorar a idéia de que a integral ¢ essencialmente a area entre o eixo das abscissas e o
grafico da funcao. E o que fazem as técnicas numéricas. Elas sdo extremamente eficientes
e fornecem rapidamente o resultado da integral com precisao desejada.

Apesar das solugoes analiticas serem muito mais elegantes do que as solugoes numeéricas,
vocé nao deve ter preconceitos contra o calculo numérico. A medida em que voce for
avangando em seus estudos vocé percebera que os métodos computacionais desempenham
papel essencial na ciéncia e na tecnologia.
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Exercicios

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Calcule as integrais

1

4 —x . . .

/(230 + 2" 4+ e ")dx; /cos(wt + ¢)dt; /a n bxdx’
1

/y\/ 1+ y*dy; / Sy / dt;

2241 12 + a?
1 . x .
mdt, mdl’, ln(x)dx
Calcule o trabalho da for¢a F'(x) = —kx para deslocar um corpo que se move apenas

ao longo do eixo x da posicao x = xg até a posicao xr = xy.

Calcule a 4rea delimitada pelas funcoes y;(z) = 2% e yo(x) = —x entre z = 0 e

r=1.
Sugestao: primeiramente esboce os graficos de y;(z) e yo(x).

Um corpo que se desloca apenas sobre o eixo dos x tem aceleragao que varia linear-
mente com o tempo, a(t) = ct, onde ¢ é uma constante. Sabendo-se que em t =0 o
corpo estd em x = o com velocidade v = vy, determine a funcao x(t) que fornece a
posicao do corpo no instante t.

Sugestao: primeiramente integre a aceleracao para determinar a velocidade, im-
ponha a condicdo inicial e integre novamente para determinar x(t).

Calcule o trabalho necessario para levar uma particula de massa m da superficie da
Terra até o infinito (com velocidade zero no infinito).

Dado: a forga que a Terra exerce sobre a particula é F(r) = GMm/r?, onde M
¢ a massa da Terra e G é a constante gravitacional; considere o raio da Terra Ry
conhecido.

Considere uma particula de massa m que se move ao longo do eixo = sujeita a agao
de uma forga F'(t). Através de uma mudancga de varidavel apropriada mostre que o
impulso da for¢a F'(t) é igual a variacao do momento da particula, isto é,

to

/F(t)dt = mu(tz2) —mu(t1) ,

t1

onde v(t;) é a velocidade no instante t = t; .
Sugestao: lembre que a aceleracao é a = dv/dt.



Capitulo 4

Vetores

4.1 Conceito de vetor

Existem muitas grandezas fisicas que nao podem ser completamente descritas por um
simples nimero. Para descrever essas grandezas (como forgas, deslocamentos, veloci-
dades, etc) precisamos especificar um ntimero (médulo), uma dire¢ao e um sentido. Essas
grandezas sao denominadas vetoriais, em contraposi¢ao as grandezas escalares, que po-
dem ser caracterizadas por um nimero (como temperatura, energia, etc). O vetor é uma
entidade matematica associada a um moédulo, uma direcao e um sentido. Na natureza
existem também outras grandezas que sao muito mais complexas, necessitando para sua
caracterizagao de entidades matematicas mais complicadas que os vetores (por exemplo,
a tensao ou as deformacoes de um solido anisotropico sao descritas por entidades denom-
inadas tensores).

Vetores ja devem ter sido vistos no ensino médio. Nao vamos rever as idéias mais
intuitivas. Também nao vamos nos preocupar com um tratamento rigoroso ou detalhado
(que deve ser apresentado numa disciplina especifica). Vamos apenas rever os conceitos
bésicos e introduzir uma notagdo mais pratica a fim de facilitar as operagoes (soma,
multiplicacoes, deriva¢ao) com vetores.

4.2 Componentes e moédulo de um vetor; versor

Apesar dos vetores serem independentes dos sistemas de coordenadas, é muito interessante
escreve-los em termos de suas componentes num determinado sistema. A figura 4.1 indica
um vetor F' que tem uma componente F, ao longo da direcao .

F

(07

F, z
Figura 4.1

39
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A notacao ‘ﬁ i designa o médulo de um vetor F. Entao, é claro que
I |

F,|=|F

COS (.

Adotando um sistema de eixos cartesianos (isto é, de eixos ortogonais, como mostrado
na figura 4.2), todo vetor planar pode ser decomposto em componentes ao longo das
direcoes x e y.

y A
-
0 ﬁT >E >x
Figura 4.2

Usando a “regra da soma do paralelogramo” temos

—

F=F,+F,

ou seja, um vetor sempre pode ser escrito como a soma de suas componentes num sistema
de eixos ortogonais. Pelo teorema de Pitagoras temos

2

2
+

- N 12
F| = |F,| +|F,

Embora tenha sido apresentado um exemplo bidimensional, é claro que isto tudo
também funciona em trés dimensdes (para um sistema de eixos cartesianos © — y — z).

Para tornar mais simples a representacao de um vetor é interessante introduzir a nogao
de versor, que é um vetor de modulo unitario, funcionando como uma espécie de “unidade
de direcao”. Na figura 4.3 representamos os versores 7’ e J, que sao vetores unitarios nas
dire¢bes x e y respectivamente (na diregdo z costuma-se usar o simbolo E) Note que
=17 =1.

O vetor F; pode entao ser escrito como F; = F,7, onde F, é um escalar, cujo médulo

. Da mesma forma temos

corresponde ao maédulo ’Fx

Portanto,
F=F7+F,J

Em trés dimensoes teriamos

F = Fji+ F,j+ F.k.
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=y

!

Figura 4.3

Exemplo

Escrever em termos dos versores cartesianos os dois vetores ¢ e v, indicados na

figura 4.4.
Y
1 2 3 4
I R B
T . b
-1 U2
o™
Figura 4.4

é facil perceber que

e que
57 =32+22 =13,  |%) =47+ 2> =20.

Entdo, |07 = V13 e |th] = v/20 = 2/5.

4.3 Operacoes com vetores

4.3.1 Soma ou subtracao

Dados os vetores

—

azv+ a7+ ak

STl
I

Syl
I

it

by? + b, ]+ .,
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o vetor soma ou subtracao é definido como

d+b=(ay+b,) 7T+ (a, £b,) T+ (a. £ b.) k.

Exemplo
Vamos considerar os vetores
v = 30+ 27; Uy = 47— 27.

A soma ¢é dada por
U] + Uy = T7.

é facil verificar que os mesmos resultados poderiam ter sido obtidos através da “regra
do paralelogramo” (ou de qualquer outra regra geométrica desse tipo).

4.3.2 Produto de vetores

H& pelo menos trés tipos de produtos envolvendo vetores:

(i) produto de um ntmero escalar por um vetor, dando como resultado um vetor;

(ii) produto de um vetor por outro vetor, dando como resultado um escalar (é o
chamado produto escalar);

(ili) produto de um vetor por outro vetor, dando como resultado um terceiro vetor (é
o chamado produto vetorial).

Vamos considerar cada um desses casos.

(i) Produto de um vetor por um escalar

Dado o vetor
a = a;V+ a,J+ a.k

e o escalar A, temos

Ad = Aa,7+ Aa,]+ Aak.

Como exemplo, vamos considerar o vetor v; = 37+ 27. Multiplicando por 5, temos
157’4 107, multiplicando por —6, obtemos —187— 127.

(ii) Produto escalar entre dois vetores

Dados os vetores

Q
I
Q
8
=y
+
Q
«
|
_|_
Q
N
x>~

Syl
I
(wpl
8
=|
_I_
S
<
=y
+
(=l
0
\.wl
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definimos o produto escalar,

@b = aghy + ayb, + a.b..

Por exemplo, o produto escalar dos vetores v] = 31+ 27'e vy = 47— 2j°é dado por

Ty Th=3x4+2x(=2)=12—4=38.

H& uma forma alternativa, muito conveniente, de escrever o produto escalar entre
dois vetores. Dados @ e b, formando um angulo @, é facil mostrar que

a-b=|a }l_))‘ cos 0.

Como @ eb (para @ # 0 ou m) definem um plano, que pode ser chamado plano zy,
basta demonstrar esta relacao no espaco cartesiano bidimensional. Vamos considerar

a figura 4.5.
)
b
02
a
01
X
Figura 4.5

O produto escalar entre a e b é dado por
@ b= ab, + ayb,.

Mas
ay = acosby; a, = asenb;

by = bcosby; b, = bsenbs,
com a = |d| eb= ’l_{’ Entao

@b = abcos 01 cos Oy + absen 0y sen s == ab [cos b1 cos Oy + sen Oy sen O] =
= abcos () — 0y) = abcos (0 — 01) = abcosb.

Por exemplo, vamos calcular o angulo entre os vetores v] = 37+ 2)’ e vy = 47— 27.
O produto escalar é dado por

Ty -Th=3x4+2x(-2)=12—4=38.
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Os médulos desse dois vetores sao dados por
T =(0+4)"2=VI3 e |t =(16+4)" =2V5.

Entao o .
Uy - U2
cosf) = —— = = 0.496...,
|’U1| |1)2| 2\/ 13 x5

de onde vem 6 = 60, 255°.

O produto escalar entre dois vetores tem uma série de propriedades facilmente
demonstraveis:

(a) @- (5+5) —d-b+ad-¢
conhecida como associatividade;

(b) @-b=0b-a,

que é conhecida como comutatividade;

(c) @-b=0=aLb,
indicando que o produto escalar é nulo quando os vetores forem perpendicu-
lares;

(d) @-b=al || — @l b,
mostrando que se o produto escalar for dado pelo produto dos médulos (cos§ =
1) ent@o os dois vetores sao paralelos.

(iii) Produto vetorial entre dois vetores

Dados os vetores

—

= a,U+ ay)+ ak

SI

b= b7+ by + b.k,

o produto vetorial é um terceiro vetor definido como

@x b= (ayb, — asby) T+ (a:by — azb.) T+ (azb, — ayby) k.

H4& vérias formas de se lembrar dessa definicao. E facil verificar que essa expressao
do produto vetorial pode ser obtida através de um determinante simbdlico,
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Exemplo

Vamos considerar de novo os vetores v} = 37+ 2)e vp = 47— 27. O produto vetorial
¢é dado por

k
0| =07+07+(—6—8)k = —14k.
0

No caso do produto vetorial também hd uma definicao alternativa, muito conveniente
em aplicagoes fisicas, mas um pouco mais complicada. O vetor produto a x b deve

ser especificado por: (i) um mdédulo, que é dado por |d| ‘5‘ sen #, onde 6 é o angulo
entre @ eg; (i) uma diregao, que é perpendicular ao plano definido por a e 5; ou se€ja,
@ e b sdo ambos perpendiculares ao produto vetorial (FL X g), e (iil) um sentido, que

é dado pela “regra do saca-rolhas” ou ‘“regra da mao direita” (com a mao direita

acompanhamos o vetor @ e tentamos atingir a ”ponta”do vetor 5; o dedo polegar da
mao direita vai apontar no sentido do produto vetorial).

Considerando o plano xy formado pelos vetores a e 5, é facil verificar essa definicao
alternativa. De fato, observando a figura 4.6, temos

Y
b
&
a
01
x
Figura 4.6
axb = |a, a, 0|=(azby—ayb,)k
by b, 0

= (abcos by sen Oy — absen 0 cos bs) k

—

= ab(cost; senfly — sen by cosbs) k = ab sen (0 — 01) K,

de onde vem que
sen 6 k.

b

@xb=|dl

Como o eixo z é perpendicular aos eixos x e y, e deve estar orientado para “fora do
papel”, nao ha davidas de que os itens (i), (ii) e (iii) da definigdo alternativa vao
ser devidamente satisfeitos.

H&a uma série de propriedades imediatas do produto vetorial:
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(a) @xb=—bxa.

Cuidado: o produto vetorial nao é uma operacao comutativa;

(b) @xb=0=a| b,
ou seja, dois vetores paralelos téem produto vetorial nulo;
=ab=a L g,

axb

(c)

ou seja, nesse caso a e b sao dois vetores perpendiculares;

(d) @ x (5+5) —Gxb+axeé,
continuando vélida a propriedade associativa em relagao a soma;
(e) @ x (Exa) :5(5-5)—5(5-5),
que é uma propriedade mais complicada, que estd sendo dada apenas para
registro, mas que nao é dificil verificar (podemos usar um desses artificios
mnemonicos para lembrar do resultado final: “bac” menos “cab”;
(e) - (Ex 5) —F.(exd) =2 (6><5>,
que se chama produto misto, e que também esta sendo apenas registrado. Note
a propriedade ciclica dessas espressoes (em relagao a ordem da letras a, b e ¢).
Note também que aparece um sinal — associado a cada inversao de ordem do
produto vetorial.

4.4 Funcoes vetoriais

Uma funcao vetorial é um vetor que depende de uma ou mais variaveis. Por exemplo, o
vetor posicao 7 ou o vetor velocidade ¢ sao em geral fun¢oes do tempo ¢. Entao temos as
fungoes vetoriais 7= 7 (t) e ¥ = ¥ (t).

Movimento circular uniforme (MCU) em coordenadas cartesianas

Nesse movimento a trajetoria é um circulo, de raio constante R, e “angulos iguais sao
percorridos em tempos iguais”, ou seja, a “taxa de variacao do angulo com o tempo”, ou
derivada, df/dt, é constante.

Utilizando a notacao da figura 4.7, o MCU (movimento circular uniforme) é definido
por

7] = R(constante)

d
0=20 t — =
o+w,comdt w,

onde a constante w é a “velocidade angular”. O vetor posicao em coordenadas cartesianas
¢é dado por

7= Rcos (0y + wt) 7+ Rsen (6 + wt) J.
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I\
P
i
\0
0 r
Figura 4.7

Note que apenas as componentes r, = r,(t) = R cos(fy+wt) e r, = 1,(t) = Rsen (6p+wt)
dependem do tempo (os versores 7’ e 7 sao obviamente fixos, constantes).

A derivada de uma funcao vetorial é definida como um vetor formado pela derivada
de cada uma das suas componentes cartesianas. Assim temos

dr dry (t) ., dry(t)
at~ ar ' ar
— —Ruw sen () +wt)i + Rw cos (g + wt)7,

=

que é o vetor velocidade, e

dv  dv, (t)., dv,(t)
a4 Ca

= —Ruw?cos (b +wt)i — Rw?sen (fy + wt) 7,

a =

que ¢é o vetor aceleracao.
A partir das expressoes de d@ e de 7 temos

a= —w?r,

que é a famosa aceleracio centripeta, cujo médulo é dado por w? |F], mas que est4 orientada,
na direcao radial, contrariamente a 7. Também é facil calcular o médulo da velocidade.
De fato, temos

‘77|2 = [~Rw sen (0 + wt)]2 + [Rw cos(fy + wt)]2 = R%W%

Entao

U] =v=wR,

que é outra expressao famosa do MCU (v é a velocidade tangencial e w é a velocidade
angular).

Vamos agora mostrar que v e 7 sao perpendiculares, ou seja, que a velocidade v é
tangente a trajetéria. Para isso, basta calcular o produto escalar,

=

U = 1ryu, +1ryv, = [R cos (6 + wt)] [~Rw sen (6 + wt)]
+ [Rsen (6p + wt)] [Rw cos(fp + wt)] = 0.

Como 7- ¥ = 0, o vetor velocidade é tangente a curva da trajetoria.
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4.5 Sistema de coordenadas polares

O sistema cartesiano é muito pratico e simples, mas em determinadas situacoes pode ser
mais conveniente usar outros sistemas de referéncia. Vale a pena enfatizar que no sistema
cartesiano os versores basicos 7, J e k sio constantes, em moédulo, direcao e sentido,
facilitando as operacoes de derivacao. Em outros sistemas a situacao pode ser mais
complicada.
No caso do movimento circular é muito conveniente considerar um sistema de coordenadas

polares. De acordo com a figura 4.7, um ponto P pode ser representado pelo par (x,y)
de coordenadas cartesianas ou, alternativamente, pelo par (r,6) de coordenadas polares.

Y
€p
Yyl ] .P €,
ol
r |
7 \9 !
0 7> T T
Figura 4.8

Como estd indicado nesse gréafico, r é a distancia entre o ponto P e a origem O.
Portanto, » é um nimero positivo, que varia de 0 até co. O angulo €, que o vetor posicao
7, dado por O_P, faz com o eixo x, varia entre 0 e 2.

Nessa figura também estao representados os versores 7e J'(em coordenadas cartesianas)
e €. e €y (em coordenadas polares). Observe que €, tem a dire¢ao e o sentido do vetor
posicao 7; €y é normal a €,., orientado no sentido de 6 crescente. Aqui ha uma questao de
notagao. Nos estamos preferindo a notagao €, e €y para designar os vetores unitédrios em
coordenada polares, mas ha quem prefira simplesmente 7 e §. Convidamos o(a) leitor(a)
a fazer a sua escolha.

Em coordenadas cartesianas é muito simples obter os deslocamentos elementares:
fixando x, variamos y e obtemos dy; fixando y, variamos x e obtemos dzr. A area elemen-
tar é dr dy. Em coordenadas polares é um pouco mais complicado: fixando 6, variamos
r e obtemos dr; fixando r, variamos 6 e obtemos o deslocamento elementar rdf. A area
elementar é dada por rdrdf.

Considerando a figura 18, podemos projetar €, e €y nos eixos x e y para escrever

€, = cos 0+ sen 7,
ey = — sen 07+ cos 07.

Invertendo essas equacoes, também temos

V= cosfe, — senfey,
7= senfe, + cos béy.
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Movimento circular uniforme (MCU) em coordenadas polares

A posicao 7 é dada por
7 = Re,.

S6 que o vetor unitario €, é uma funcao do tempo,

—

e, = cos (0 + wt) 7+ sen (0 + wt) J.

Podemos agora calcular a velocidade,

L dar de,
’U = —_— = _—
dt dt’
com
de, N . o
ks —wsen (0y + wt) 7+ wcos (0y + wt) )= wép.

Portanto, temos
U= wRG_b,
que é uma expressao bem mais compacta do que em coordenadas cartesianas. Além disso,

essa expressao mostra que a velocidade ¥ é tangente a trajetoria.
A aceleracao é dada por

dv déy
d=— =wR—.
Tt dt
Mas
dey S . S
—p = Tweos (0o + wt) ' — wsen (O + wt) J= —we,..
Entao

a=—w’Re,,

que ¢é a expressao da aceleragao centripeta, como nos ja tinhamos obtido antes.
Descricao de um movimento circular arbitrario
Um movimento circular arbitrario é descrito pelo vetor posicao
7 = Re,,
onde |[F] = R é uma constante (o raio do circulo) e
é, = [cos @ ()] 7+ [sen (t)] 7,
em que 6 (t) é uma fungao qualquer do tempo.

No movimento circular uniforme (MCU), 6(t) = 6y + wt, onde w ¢é constante. No
movimento circular uniformemente acelerado (MCUA),

1
H(t) = 90 + wpt + 50[152,

onde wy e « sdo constantes (« é a aceleragao angular constante). No caso geral, df/dt =
w(t) e dw/dt = « (t) sao fungdes arbitrarias do tempo.
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50
A velocidade é dada por
Lo dr de,
v=— = —_—
dt dt’
onde
de, d d do do
(Zr = o [cos O(t)] 7+ pr [senf(t)] 7= —senG%Zchosﬁdt
= —[w(t)senb(t)] 7+ [w(t) cos O(t)] ] = w (t) €.
Entao
U= Rw(t) gg,
mostrando que a velocidade permanece tangente a trajetéria.
A aceleracao é dada pela derivada dessa ultima expressao,
dv dw dép
1= — — R
O= g =gty
Mas
de; d d do do
% = = [—sen6(t)] v+ pr [cos 6(t)] = — cos HE;_ en@dt
do . de
= —= [cos 07+ sen 7] = — e
Entao
. dw -
a=R <%~ Rw?e,.

Portanto, quando dw/dt =
componente tangencial da aceleracao.

a # 0, além da componente centripeta ha também

uma
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Exercicios

1. Desenhe, em um sistema cartesiano, os vetores «=37+27 e v=—-37—7.

2. Dados os vetores @ =47+87 e 5237—3}—/5, calcule:

(a
(b
(c

( -

) g

) a
)

d) o médulo do vetor b;
)
)

componente y do vetor b
a+b e da-— b'

(e
(

o produto escalar 5
f b.

o angulo entre @ e

3. Calcule a primeira e a segunda derivada dos vetores abaixo:
(a) g(t) = (=3t%) 7+ (2t) J;

(b) () = —2k;
(t) = Acos(wt) 7.

—~
@)

~
£

4. Calcule a integral

quando (a) 7(t) = At?7e (b) 0(t) = —wsen (wt) '+ w cos(wt) .

5. Mostre que se o modulo da velocidade é constante, ou o vetor velocidade é constante,
ou o vetor aceleragao é perpendicular ao vetor velocidade.
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Capitulo 5

Expansoes em séries de poténcias.

5.1 Definicoes, séries geométrica e de Taylor

Desde a Antiguidade, muitos matematicos, fisicos e astronomos se preocuparam com
problemas relacionados com sequéncias e séries. Talvez a primeira referéncia a esses
problemas seja o “paradoxo do movimento”, ou paradoxo de Aquiles que nao consegue
alcancar a tartaruga, proposto por Zenao de Eléia, que viveu na Grécia ha cerca de
450 anos AC. Essas questoes ja envolviam as idéias de limite, soma de séries infinitas e
quantidades infinitesimais. O desenvolvimento dos conceitos relacionados com sequéncias
e séries, em particular a soma de séries infinitas, ocupou intimeros matematicos desde
entao, confundindo-se com o desenvolvimento do conceito de limite e do proprio calculo
diferencial e integral.

Uma sequéncia é um conjunto de niimeros, em geral relacionados através de uma certa
regra. Um exemplo famoso é a “sequéncia de Fibonacci”, que é uma sequéncia de niimeros
inteiros na qual cada nimero, a partir do terceiro, é igual a soma dos dois niimeros ante-
riores (1,1,2,3,5,8,...). Esta sequéncia, que tem muitas propriedades curiosas, continua
sendo utilizada em varias areas da matematica e da ciéncia.

Uma série é um conjunto ordenado de infinitos termos, relacionados entre si por algum
tipo de operacao. Se a diferenca entre as sucessivas parcelas de uma série for constante,
temos uma série aritmética, ou PA (progressao aritmética) ilimitada, que é um exemplo fa-
miliar, certamente estudado no ensino médio. Outro exemplo muito conhecido é uma série
na qual a razao entre dois termos consecutivos é constante. Essa é uma série geométrica
ou PG (progressao geométrica) infinita. Existem vérios outros tipos de séries, impor-
tantes tanto para matematicos como para fisicos ou engenheiros. Dizemos que uma série
ai, as, as, ... € convergente quando a sequéncia de somas parciais, S; = ay, So = a; + ao,
S3 = a; + as + as, ... converge para um valor definido S. A medida que n cresce, caso
a sequeéncia de somas parciais S, seja oscilante, ou se aproxime de + oo, dizemos que a
série é divergente.

No ensino médio aprende-se que a soma de todos os (infinitos) termos de uma PG

infinita é dada por
S = n — )
50— o

n=1

desde que a razao ¢ = a,.1/a, seja em médulo menor do que a unidade (—1 < g < +1).
Quando |¢| > 1 a PG diverge.

23
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Uma expansao em série de poténcias de uma fungao f(z) é uma representagao desta
funcao como uma soma, em geral com infinitas parcelas, onde cada parcela é uma poténcia
da variavel x. Em termos mais gerais, as parcelas de uma expansao em série podem ser
outras funcoes de x, em geral elementares.

No exemplo particular da soma da PG, lembrando que

an = a1q"" ",
temos a série de poténcias
flz) = ! :iﬂfnl =1+z+2°>+2°+
iy

A possibilidade de representar algumas fungoes (e nao apenas numeros!) através de
séries de poténcias ou de algumas outras séries infinitas foi reconhecida e trabalhada pela
tradicao matematica indiana. No inicio do século XVIII, o matematico inglés Taylor
desenvolveu um método geral para construir a expansao em série de poténcias de uma
funcao genérica bem comportada conhecida como série de Taylor. Em muitos casos uma
funcao f(x) infinitamente diferenciavel e definida num intervalo aberto (a — A, a + A),
centrado no ponto a, pode ser escrita como uma série de poténcias infinita, dada pela
expressao

fla) =3 250 (o~ a)",

n=0

onde

f(a) = TS0

dx™

é a n-ésima derivada de f(x) no ponto a, e
nl=nxm—-1)xn—-2)x---x1

é o fatorial de n. Para a = 0, temos um caso especial conhecido como série de Maclaurin.
Além de perceber que muitas fungoes podem ser representadas como um polindémio de
grau infinito, A + Bx + C 2% + Da® + ..., como os seus predecessores também sabiam,
Taylor descobriu a férmula geral para encontrar os infinitos coeficientes A, B, C, ..., desse
polinomio. As condigoes necessarias para que a série de Taylor convirja serao estudas nos
cursos de Calculo.

Exemplo: a fungao cos(x)

Como exemplo concreto, vamos obter a expansao em série de Taylor da funcao f(z) =
cosx, para a = 0. Precisamos entdo calcular as deridadas f(0) para vérios valores de
n. De acordo com essa notacao, f(?)(0) é a prépria funcio calculada para x = 0, ou seja,
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f©(0) = 1. Além disso, temos

) = % » = —senz |,—o = 0,
f(2)(0) = % . = —COST [—0 = —1,
FO0) = % » = senz |,—g = 0,
F@0) = % » = COSZ |0 = 1,
e assim por diante. Entao temos
f(z) :cosle—%xz—i-%x‘l—

Portanto, na vizinhanca do ponto = 0, a funcao f(x) = cosx pode ser aproximada por
polindomios de grau n, com uma precisao que aumenta com o valor de n. A figura 5.1
mostra os graficos da fungao f(z) = cosx e dos polinomios gerados pela série de poténcias
para diversos valores de n (n =2, n =4, n=06,n =10 e n = 20).

Figura 5.1

Uma expansao em série convergente pode ser usada para que se obtenha uma forma
aproximada de uma funcao, eventualmente complicada, em termos de um polinomio de
grau relativamente baixo. Quando dizemos, por exemplo, que para 6 pequeno, senf = 6,
estamos aproximando a funcao pelo primeiro termo da série de Taylor nas vizinhangas da
origem! Levando em conta os termos seguintes dessa série,

1 1
0=0—=-60>+—0+ ...
sen 5 +120 + )
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podemos ir além dessa aproximacao de primeira ordem. Quando # for muito pequeno
(0 << 1), #3/6 vai ser muito menor do que 6, e o resultado aproximado em primeira
ordem,

senf ~ 0

deve funcionar muito bem. No entanto, se 6 nao for tao pequeno, talvez seja necessario
adotar a aproximacao seguinte,

1
senf ~ 60 — = 63,
6

ou até mesmo apelar para polinomios de grau superior a 3.

Como polinémios sao faceis de derivar, integrar ou mesmo interpretar, a substituicao
de uma funcao por suas expansoes em série tornou-se recurso muito importante. Esse
¢ um método interessante para calcular integrais complicadas, para resolver equagoes
diferenciais, para entender o comportamento assintotico de uma funcao, para visualizar
como ela cresce ou decresce, ou para encontrar a solugao aproximada de algum problema
de interesse. No decorrer do seu curso devem surgir muitas aplicagoes das séries de Taylor.

Registramos agora algumas séries de Taylor bem conhecidas:

(1) exponencial de z,

o0

1 n
—1+x+2x + x + . Z 2—, para qualquer z;
(2) logaritmo de 1 + x,
ln(1+x)—x—lx +1:1: — i i 2"t para |z| < 1;
2 * — ) Y
(3) série geométrica,
= Z x", para |z| < 1;

(4) 1+ z elevado a um « real qualquer,
« 1 2
(1+2)* = 1—1—0[1’4—504(04—1)1’ + ..., para |z| < I;
(5) seno de z,

> —1 1 1
senxr = Z (7)'552’”1 =z — =2+ —3:5 ..., para qualquer z;

IR G VAN TS SR G
cosx—z (%)!x _l—ix —1—556 — ..., para qualquer x.



5.2. A EXPONENCIAL COMPLEXA o7

5.2 A exponencial complexa

Representacao polar dos nimeros complexos

Usando um sistema de coordenadas cartesianas num plano, podemos associar ao nmero

complexo z = = + iy, onde i = y/—1, o ponto de coordenadas (x,y), conforme a figura
5.2.

Yy

Figura 5.2

Definindo a distancia do nimero complexo z até a origem como |z| = /2?2 +y? e

o angulo § = arctan(y/z) (veja a figura 5.2) em analogia com as coordenadas polares,
podemos escrever

x = |z| cos : . .
2 = z=1a+iy = |z|cosf + i|z| sen O = |z|(cos § + i senh).
y = |z| send
E conveniente definir a exponencial complexa e através da expansao de Taylor de e”,
que vimos na secao anterior, colocando x = i0:

3

=140+ — (2«9) !@'9)3 @9) Z

n=0

Note que i =1, i' =i, =—1,® = —4,i* =1, =4, = —1,i" = —i, i® = 1, etc.
O padrao 1, i, -1, —i se repete sempre nesta ordem. As poténcias pares de ¢ produzem 1 e
-1 alternadamente, enquanto que as poténcias impares produzem i e —i alternadamente.
Separando os termos sem ¢ dos termos com i obtemos

1 1

¢ =1 (6 + 5 (0) — ... + (e——<9)3+1<9)5— )

3!

Os termos sem 7 representam a expansao do cosseno enquanto que os termos multipli-
cados por ¢ representam a expansao do seno. Portanto,

e =cosf +isend|. (5.1)
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Esta tltima equacao permite demonstrar que e’ tem as propriedades da exponencial
usual. Por exemplo,
e e = (cosf; +isenf)(cos By + isenbs)
= cosficosby — sen b sen Oy + i(cos Oy sen Oy + sen Oy cos bs)

= cos(fy + 0y) +isen (0; + 6) = ')

Finalmente, podemos escrever um nimero complexo na forma polar:

2= +iy = |z|cos +i|z|sen § = |z]e”. (5.2)

5.3 O oscilador harmonico

A equacao de movimento do oscilador harmonico é dada pela equacao

dv

= = —ka

Definindo w? = k/m e colocando v = dx/dt podemos reescrever a equagio acima como

d’x

Observe que esta equagao é linear, pois todos os termos dependem de z e nao de 2%, x*
ou poténcias mais altas de z; também nao aparece nenhuma funcao de x. Além disto, a
equagao é homogénea. Isto significa que todos os termos sao proporcionais a uma derivada
de x ou ao préprio x e nenhum termo contém apenas uma fungao de t. E imediato verificar
que, gracas a homogeneidade, se z(t) é uma solugao da (5.3), entdo cx(t), onde ¢ é uma
constante, também é solucao.

Vamos agora supor que a solugao da equagao (5.3) seja da forma

z(t) = e’ (5.4)
Substituindo a equagao (5.4) na equagao (5.3) obtemos
PPt = -t = p’ = —w = p=+V-1lw=tiw. (5.5)

Supor que a solucao da equacio (5.3) é da forma z(t) = e”* permitiu transformar a
equacao diferencial do oscilador harmonico em uma equacio algébrica (p? = —w?). Esta
técnica funciona com qualquer equacao diferencial ordindria (sem derivadas parciais) linear
e homogeénea.

Encontramos solugoes do tipo z(t) = e = e

+iwt - Apesar de termos visto na secao

anterior o significado matemédtico de uma exponencial complexa, seu significado fisico
ainda precisa ser analisado. Como chegamos a uma solugao complexa tendo partido
da equagao diferencial (5.3) que sé apresenta quantidades reais? E possivel extrair um
significado fisico desta solugao complexa?

Ao transformarmos uma equacao diferencial em uma equacao algébrica podemos obter
solucoes complexas, bastando lembrar que as raizes da equacao do segundo grau az? +
bx 4+ ¢ =0 com b?> — 4ac < 0 sdo complexas. Para que a técnica de transformar equacoes
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diferenciais em equacoes algébricas seja consistente precisamos resolver a equagao difer-
encial logo de saida no corpo dos ntmeros complexos. Desta forma, podemos aceitar
solugoes complexas. Assim, substituimos a equacao diferencial (5.3) por

d*z

dt?

Devido a linearidade da equagao, x — a parte real de z — nunca se mistura com y

— a parte imagindaria de z — e ambas satisfazem a mesma equacao diferencial. De fato,
substituindo z por z + iy na (5.6) obtemos

= —w?z onde z(t) = x(t) +iy(t). (5.6)

2 2
% +wlr +i (% + w2y) = 0. (5.7)

Para que a equagao (5.6) seja satisfeita é preciso que z(t) e y(t) satisfacam simultane-
amente a equacao diferencial que queremos resolver (para que um nimero complexo seja
zero é necessario que tanto a sua parte real como a sua parte imagindria sejam nulas).

Portanto, se encontrarmos um z(¢) que satisfaz a equacao diferencial que queremos
resolver entdo tanto sua parte real z(t), como sua parte imaginaria y(¢), satisfazem a
mesma equacao diferencial e sao solucoes do problema. Em outras palavras, resolvemos
o problema no corpo dos complexos e no final dos calculos tomamos a parte real, ou a
parte imaginaria, do z encontrado.

Para o oscilador harménico, partimos da equagao (5.6) e supomos que a solugao seja
do tipo z = eP. Isto leva, como j& mostramos, a equacao algébrica p?> = —w? que produz
a solucao z = e*™!. Tomando a parte real de z obtemos

x(t) = Re(z(t)) = Re(e*™') = Re[cos(wt) + isen (wt)] = cos(wt),

onde usamos a equagao (5.1). A solugao obtida, cos(wt), satisfaz a equacao do oscilador
mas nao ¢ a solugdo mais geral. Para obter a solugao geral lembramos que a equacao (5.6)
é uma equacao homogeénea. Isto significa que se z(t) é uma solugao entao C z(t), onde C'
¢ uma constante, também ¢ solucao. Como estamos resolvendo o problema no corpo dos
complexos a constante mais geral é complexa, C' = Ae', onde A e ¢ sao constantes reais,
e usamos a forma polar do nimero complexo C. Finalmente,

z(t) = Re(Cz(t)) = Re(Ae®e™t) = Re(Ae'“H9)) = Acos(wt + ¢).

Esta técnica também é muito conveniente para resolver as equagoes do circuito RLC
e do oscilador harmonico com amortecimento viscoso.

Exercicios

(1) Expanda até ordem z° a fungao

Sugestao: lembre que In(a/b) = In(a) — In(b)

(2) Escreva as expansoes de senh (z) e de cosh(z) em torno de x = 0.
Sugestao: lembre que dsenh (z)/dx = cosh(z), dcosh(z)/dz = senh (z), senh (0) = 0,
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e cosh(0) = 1. Compare seus resultados com as expansoes para sen (x) e cos(x), dadas
neste capitulo.

(3) Um dipolo elétrico é um sistema com carga total zero constituido por uma carga
positiva +¢ e uma carga negativa —gq, separadas por uma distancia 2a, conforme a figura
5.3. O campo elétrico das duas cargas num ponto P do eixo x é dado por

| | : "
oa oa
Figura 5.3
~ 1 1
E=-1 = D

ey | (x —a)? (x4 a)?

onde x é a coordenada do ponto P. Mostre que para x >> a o campo elétrico é propor-
cional a 1/z3.
Sugestao: escreva

111

! (1+£0)"* onde 6= 4

1
= —(1+a/2)® ==
(1+a/a)* = — .

(x+a)? 22(1+a/z)? 22

e em seguida expanda as fungoes (1 4 §)~2 até primeira ordem em .

(4) Um quadrupolo elétrico é um sistema com carga total zero e momento de dipolo
elétrico também zero. Uma realizacao possivel é mostrada na figura 5.4. O campo elétrico

Y
+q  —2q +q¢ P
—CP ‘ ! =x
a0 oa
P
Figura 5.4

das trés cargas num ponto P do eixo x é dado por

q 1 2 1

E = T S
drey | (z — a)? :L’2+(3:+a)2

—
)

onde x é a coordenada do ponto P. Mostre que para z >> a o campo elétrico é propor-
cional a 1/x%.
Sugestao: faga como no exercicio anterior do dipolo, mas desta vez expanda as fungoes

(1+£6)72, onde § = a/z, até segunda ordem em .
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(5) Um capacitor e um resistor ligados em série sdo descritos pela equagao diferencial

We_ @
dt C

onde () é a carga na placa positiva do capacitor e —d@/dt é a corrente no circuito.
Suponha que em ¢ = 0 a carga no capacitor seja Q(0) = Qo.
Sugestao: suponha uma soluc¢ao do tipo ¢(t) = exp (pt), onde p é uma constante. Apds
determinar p, use o fato da equacao ser homogénea para escrever a solugao geral como
Q(t) = Aq(t) = Aexp (pt). Finalmente, determine a constante A usando Q(0) = Q.
Observe que como a equacao diferencial é de primeira ordem no tempo podemos resolver o
problema diretamente no campo dos reais, nao sendo necessario usar niimeros complexos.
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Capitulo 6

Equacoes diferenciais simples

6.1 Solucao de equacoes diferenciais simples

Equacoes que envolvem derivadas de fungoes, denominadas equacgoes diferenciais, estao
presentes em todos os ramos da fisica. Nés ja vimos algumas equacoes diferenciais muito
simples. Por exemplo, a equagao diferencial de um movimento retilineo uniforme (MRU),
com velocidade v constante, é dada por

dx
— =. 6.1
=V (6.1)
Se v é derivada de x o “teorema fundamental do célculo” (TFC) garante que x é a integral
de v,

x:/vdt:>x:vt+c-

Obtemos assim a equagao hordria do MRU, x = z(t), a menos de uma constante c.
Essa equacao diferencial é ordindria (ndo envolve derivadas parciais), linear (ndo envolve
poténcias, do tipo (dz/dt)* ou 2%, ou de ordem superior) e de primeira ordem (porque
s6 envolve uma derivada primeira). Equagoes diferenciais de primeira ordem sempre
produzem uma solugdo que depende de uma “constante de integragao” (mais adiante
vamos ver que as solugoes das equacoes de segunda ordem dependem de duas constantes
de integracao). Para determinar a constante ¢, podemos dar, por exemplo, uma condigao
inicial, z(t = 0) = xy. Com essa condicao inicial temos a equagao horéria usual do MRU,

T = xo + vt.

O movimento retilineo uniformememente variado (MRUV), com aceleragao constante,
proporciona mais alguns exemplos de equacoes diferenciais muito simples. Por exemplo,

no MRUYV temos
dv

E:

em que a aceleracao a é constante. Usando o TFC obtemos

a,

v(t):/adt:at+clzat+v0,

63
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onde a constante ¢; é igual a velocidade inicial vy. Para obter a equagao horéria x = x (t),
usamos novamente o TFC,

1
z(t) = /(at +vg) dt = §at2 + vot + co,

onde a constante ¢, deve ser escolhida como a posicao inicial, co = g, resultando na
equagao hordria usual x = z(t) do MRUV. E claro que poderiamos ter escrito uma
equagao diferencial de segunda ordem,

d*x

W =a, (62)

e integrado duas vezes em seguida' para obter a forma geral da equacdo horaria,

L
z(t) = §at + it + ¢,
em que as constantes de integracao c; e ¢y sao identificadas como a velocidade e a posicao
inicial, respectivamente, ¢; = vy e ¢y = xy.

Infelizmente, bem poucas equagoes diferenciais podem ser integradas diretamente como
as equagoes (6.1) e (6.2) usando o TFC. Além disto, ndo existe uma método capaz de
resolver todos os tipos de equacoes diferenciais. Neste capitulo vamos apresentar o método
de separacao de variaveis que pode ser aplicado a uma classe de equacoes diferenciais que
aparece com frequéncia na fisica.

Vamos primeiramente mostrar como a separacao de variaveis funciona com as equacoes
diferenciais do MRU e do MRUV que acabamos de resolver com o TFC. Depois enunciare-
mos mais precisamente quais equacoes diferenciais podem ser resolvidas com esta técnica
e finalmente mostraremos porque ela funciona.

Comecamos colocando toda a dependéncia em x de um lado da equagao diferencial e
toda a dependéncia em t do outro lado.

MRU: é—f:v—>daz:vdt,
d
MRUV: d—j = at + vy —> dz = (at + vp) dt.

Depois de separarmos as variaveis, integramos os dois membros da equacao

MRU: /d:p:/vdt:>x:vt+c,

2

t
MRUV: /da::/(at—l—vo)dt:>:c:%+vot+02.

Os resultados coincidem com os obtidos com o TFC. Evidentemente, este procedimento
precisa ser justificado. Qual é o sentido de tratar o simbolo da derivada como uma
fracao, deixar o numerador desta fracao num lado da equacao, o denominador no outro
e em seguida integrar cada lado da equacao em relacao a variaveis diferentes? Antes de

!Para calcular a primeira integral colocamos d?z/dt? = dv/dt.
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mostrarmos que isto pode ser feito, vamos ver para que tipos de equacoes diferenciais este
método funciona.
O método de separagao de varidaveis pode ser aplicado a equagoes diferenciais do tipo

= F(2)G(y(r)). (6.3)

Nesta equagao y(z) é a fungao que queremos determinar, F'(z) e G(y) sao fungoes ar-
bitrarias de = e y, respectivamente. Neste tipo de equagao a dependéncia em x pode ser
separada da dependéncia em y. Isto vai permitir integrar a equacao diferencial direta-
mente.

Esta técnica é muito simples na pratica. Comecamos por separar as dependéncias
em z e em y na equagao (6.3), jogando tudo que depende de y para o lado esquerdo da
equacao e tudo que depende de x para o lado direito:

dy
G(y)

Em seguida, integramos o lado esquerdo em y e o lado direito em x, obtendo

O dy
L a = [ pea =) (65

= F(x)dx. (6.4)

Através desta equagao determinamos y em fungao de z. Note que a condi¢ao y(zo) = yo
estd automaticamente satisfeita (basta colocar x = xy na equacao (6.5) para verificar que
ambos os membros da equagao se anulam).

Os limites inferiores na equagao (6.5) produzem uma constante aditiva. Isto permite
escrever a equacao (6.5) de uma maneira mais informal, como fizemos na discussao do

MRU e do MRUV,

dy /

—— = | F(x)dz + const. (6.6)
/ G(y)

A equagao (6.6) é mais simples do que a equagao (6.5) mas, ao contrério desta, nao satisfaz
a condicdo y(xp) = yo automaticamente. E necessdrio usar a constante de integracao para
impor esta condicao.

Demonstracao:
Vamos comegar reescrevendo a equacao (3.8) de uma maneira ligeiramente diferente,

) z 2
sy = [ o) B (6.7

y(wo)

y(x

onde colocamos b = z, a = xo e mudamos os nomes das varidveis de integracao (r — 2’ e

y—=yl).
Usando a equagao (6.7) com f = 1/G podemos escrever

v@ g 1 dy(z")
d /:/ dz’. 6.8
/WO) )™ T ), Cly@) v (68)
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A equagao diferencial (6.3) fornece

1 dy(z")
G(y(a') do’

= F(z). (6.9)

Substituindo a equagao (6.9) na equagao (6.8) obtemos

y(@)

d ’:/ F(x')dx'. 6.10
o) G y 5 (z') (6.10)

Do lado esquerdo da equagao (6.10) temos uma funcao de y, do lado direito uma
funcao de x. Se conseguirmos resolver y como funcao de x o problema esta resolvido.
Se nao conseguirmos, teremos y como uma func¢ao implicita de = e sempre podemos usar
técnicas numeéricas para obter y(x). [

Note que é preciso conhecer a fun¢ao y(x) em algum ponto xy. Caso contrario, o
problema fica determinado a menos de uma constante.

Exemplos

(a) Decaimento radiativo. O processo de decaimento de um nucleo radiativo (carbono-
14, por exemplo) pode ser representrado pela equacao diferencial

dN
— = —)\N
dt ’

em que N = N (t) é o numero de dtomos de carbono-14 no instante ¢ e a “constante
de decaimento” A > 0 € intrepretada como o inverso da vida média do ntcleo radia-
tivo (a vida média do carbono-14 é de 8033 anos). Para estabelecer essa equagao
fizemos a hipdtese (muito razoavel) de que, em cada instante, a taxa de decaimento,
AN/At, é proporcional ao nimero de dtomos radiativos N (t).

De novo, fica muito simples separar as varidveis e calcular as integrais (indefinidas)

dN
- _ . 11
N Adt; (6.11)
de onde vem
InN = -\t +c,

em que ¢ é uma constante de integragao. Agora é conveniente redefinir a constante
e escrever a solucao geral N (¢) na forma

N (t) = Cexp (—At),

em que a nova constante C' = exp(c) deve ser interpretada como o nimero de dtomos
radiativos no instante inicial,

N (t) = Noexp (—At).

E claro que N (t) — 0 para t — 0o, quando nao ha mais nticleos de carbono-14.
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Alternativamente, poderiamos ter usado integrais definidas na integracao da equacgao
(6.11),

N N/ t N
d :—/AW:$MN)

/
Ny NV 0 No

— |
0

N
— In <—) = At = N(t) = Nye ™,
No
que coincide com o resultado anterior. O uso de integrais definidas ou indefinidas é
uma questao de preferéncia.

(b) Atrito viscoso. Um corpo de massa m caindo em um meio fluido, com uma
velocidade nao muito alta, sofre uma forca de atrito viscoso, contraria a velocidade,

—

Fatrito = -7,

em que v > 0 é a constante de atrito viscoso e U é a velocidade. Utilizando como
sistema de referéncia um eixo vertical apontando para baixo, podemos escrever a
equacao diferencial de movimento

m— = —yv+mg = —v <v——) , (6.12)

em que tanto a velocidade v quanto a forga peso mg sao escritas com sinal positivo

devido a escolha do referencial. A constante mg/y tem dimensao de velocidade?.

Definindo
mg
v =—,

a equacao diferencial (6.12) pode ser escrita na forma

dv ( )
m— = —v (v—1,),
dt v I
Separando as variaveis obtemos
dv
S——T
v — m

Integrando a equagao (veja o exemplo (g) na pagina 37) e colocando v(t = 0) = vy
chegamos a

v(t) t

dv’ v(t)
/ - . dt' = 1In (v — v) S
v — m 20 m
V0 0
t) — t) —
ey [M] _ 0y vy (6.13)
Vg — Uy m Vg — Uy

2Veremos mais adiante que mg/v é a velocidade limite do corpo. Ela ¢ atingida quando a forca viscosa
se torna igual a forca peso.
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Note que tanto para a velocidade inicial menor do que a velocidade limite (vy <
v(t) < v;) como para a velocidade inicial maior do que a velocidade limite (v >
v(t) > v;) arazao (v(t) —wv)/(vo — v;) > 0 e o argumento do In na equagao (6.13) é
positivo, como deveria ser. Finalmente,

v(t) = v + (v — vy) e 7™, (6.14)

onde vemos que para t — 0o a exponencial se anula e a velocidade do corpo tende
para a velocidade limite v;, aumentando quando vy < v;, ou diminuindo quando
Vo > Uy.

Forga de arrasto. Sabe-se que um corpo caindo no ar, com uma velocidade sufi-
ciente alta, sofre uma forca de arrasto, dada por

1
F = 50,0/11)2,

em que A é a secao reta efetiva do corpo, p é a densidade do ar, v é a veloci-
dade de queda e C' é uma constante adimensional que depende da forma do objeto
(tipicamente varia no intervalo 0,5—1,0).

Utilizando o mesmo referencial do problema anterior em que o eixo vertical aponta
para baixo, a equacao de movimento é dada por

dv 1 1 2mg
— = ——CpAv? = ——CpA [ v* - == 1
m— 20/) v° 4+ mg 20/) ( CpA)’ (6.15)

onde m é a massa do corpo e g é a aceleracao da gravidade.

A grandeza 2mg/(CpA) tem dimensdo de velocidade ao quadrado. Definindo a

constante
2mg
V=4 —=
: V CpA

que corresponde, como veremos mais adiante, a velocidade limite podemos reescrever

a equacao (6.15) como

dv 1

m— = —=CpA (v’ — 7).

dt 2
Estamos agora diante de uma equacao diferencial ordindria, de primeiro grau, mas
que nao ¢é mais linear (devido & presenca do termo dependente de v?). Nao hd
técnicas de solugao simples para equacoes nao lineares, que em geral demandam
enorme esforco. Nesse caso, devido ao fato das varidaveis poderem ser separadas,
nao é muito dificil resolve-la.

Separando as variaveis, obtemos

dv CpA

5 —

dt. (6.16)

v — v} 2m

Vamos agora usar a propriedade

111 1
v2—v} 2y \v—v v+
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e introduzir uma constante de tempo

m

CpAuv

T =

para reescrever a equagao (6.16) como

1 1 1
( - )dvz__dt
Vv — U+ U T

Integrando os dois lados, temos

v 1 1 1 t
/(/ __ )dvf:_(_)/dt/
v \U — U v+ T 0

v t

V0 T

UV — U v+ t
— In —In = ——.
Vg — U Vg + U; T

Note que tanto para v,vy < v; como para v,vy > v; 0 argumento do primeiro
logaritmo na equagao acima ¢ positivo como deve ser.

— t — —
(250 (@22 -t~ 2 (252
U+ v U — Vg T v+ U + Vo

Apo6s um pouco de algebra isolamos v,

1 — (vl — UO) e—t/r

o(t) = v :jz + Zo ’
1 + ( l 0) e_t/,r
U + Vg

onde é facil ver que v(t = 0) = vy e que para t — oo, v(t) — v; exponencialmente
rapido.

— In(v' — ;) ’

vo

—In(v' + v;)

Oscilador harmoénico. O método que apresentamos nao se aplica diretamente ao
oscilador harmonico, cuja equagao de movimento é dada por

dv

"t

onde k € a constante elastica da mola e x mede o quanto o corpo de massa m preso

na mola se afastou da posigao de equilibrio da mola (z = 0). O problema é que

aparecem tres variaveis: v, z e t. Porém, usando a conservacao da energia é possivel
integrar a equacao (6.17) em duas etapas.

= —kux, (6.17)

Primeiramente, vamos usar a equagao (6.17) para mostrar que a energia se conserva.
Multiplicando os dois membros da equagao (6.17) por v = dx/dt obtemos

dv dx
my = —kzv = —k:xa. (6.18)
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Como vdv/dt = (1/2)d(v?)/dt e xdx/dt = (1/2)d(x*)/dt, podemos reescrever a

equagao (6.18) como

1
5 T3 (6.19)

mdv®  kda? . d (mv?  ka? 0

2 dt 2 dt dt -
A equacao (6.19) mostra que a derivada em relacao ao tempo da grandeza mv?/2 +
kx?/2 é nula. Em outras palavras, ela independe do tempo. Esta grandeza é a
energia, e podemos escrever

mv?  kax?

— + — = E = const. 6.20
5 5 (6.20)
E conveniente reescrever a energia F de outra forma. Quando a mola esta distendida
a0 Maximo, T = Tnye: = A, a velocidade da massa é nula e toda a energia esta sob
a forma de energia potencial da mola, F = kA?/2.

A equacao (6.20) mostra que existe uma relagao entre = e v. Esta relagdo pode ser
usada para reduzir o ntiimero de varidveis na equagao (6.17). Temos

mv?®  kx? kA2 k
— = 41/ = (A2 — 2). 21
5 + 5 5 =V - ( x?) (6.21)

A equagao (6.21) estd bem definida uma vez que A% > z?. Vamos substituir a
solugao v > 0 na equagao (6.17) (a solugao v < 0 fornece o mesmo resultado e serd
deixada como exercicio),

dv k T dx
—_— == —_—— = —kux. .22
T "N -2 dt . (6.22)

N x dx k N 1 dx 0 (6.23)

——— = \/ — X | —m—=——w ] = )

VA2 — 22 dt m JAZ — 2 d

onde definimos w = 4/ —. Desprezando a solucao trivial = 0, ficamos com a
m

equacao

L @
VA2 — 22 d

Separando as variaveis e integrando os dois lados da equagao obtemos

—w=0 (6.24)

A [ 6.25
vy (0:29)

Fazendo a mudanga de variavel de integragao
r = Asenf) = 0 = arcsen (z/A) e dxr — Acosfdf

na equagao (6.25) obtem-se



6.1.

SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS SIMPLES 71

/ arcsen (z/A) cos O db arcsen (x/A)
arcsen (zg/A) 1 — sen 20 arcsen (zg/A)

— arcsen (z/A) = wt + arcsen (z9/A) = |z = Asen (wt + ¢),

onde definimos arcsen (zy/A) = ¢.
E interessante observar que um indutor com indutancia L ligado em série a um
capacitor com capacitancia C' obedece a equacao

T 2
U Q@

dt T dt2 C

onde I = dQ/dt é a corrente no circuito e ) é a carga no capacitor. Esta é a equagao
do oscilador harmonico que acabamos de resolver. A indutancia I desempenha um
papel andlogo ao da massa m no oscilador. Ela mede a resisténcia que o circuito
oferece a mudancgas na corrente, assim como a massa mede a resisténcia que o corpo
oferece a mudancas na velocidade. O inverso da capacitancia C' é o analogo da
constante elastica k da mola. Desta forma, usando estas analogias podemos escrever
diretamente a solucao

Q(t) = Qosen (wt+¢), com w =

1
VILC

Exercicios

(1) Resolva a equagao diferencial

dy
Y oy
d.]} y _'_ )
sabendo que y(0) = 0.
(2) Resolva a equagao diferencial
d
D _ ),
sabendo que y(0) = 1.
(3) Resolva a equagao diferencial
dv 1 o2
— —
dt ’

sabendo que v(0) = 0.
Sugestao: use a propriedade

11 1 N 1
1—02 2\1—-0v 140/’
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(4) A equagao que descreve um circuito RC com um capacitor de capacitancia C' ligado
a um resistor com resisténcia R é dada por

L90 Q)

dt c

onde Q(t) é a carga no capacitor e —d@/dt é a corrente no circuito.

(a) Resolva a equagao diferencial acima sabendo que no instante ¢ = 0 a carga no
capacitor é ()g.

(b) Mostre que toda a energia Uy = Q2/2C armazenada no capacitor do problema
(6) em t = 0 é dissipada como calor no resistor.
Sugestao: a poténcia dissipada pelo resistor como calor ¢ RI? = R(dQ/dt)>.
Portanto, a energia total dissipada no resistor é

[e.9]

Eus = / RI?dt.
0

(5) Um circuito LR é constituido de um indutor com indutancia L ligado em série a
um resistor com resisténcia R. A corrente I(t) que passa neste circuito satisfaz a
equacao diferencial

dI(t)
—~ = _RI
dt RI,

onde 1(0) = Iy. Determine I(t).



Apeéendice A

Solucoes dos exercicios

A.1 Limites

(1)

o) li x2—5x+6:hm(x—2)(x—3)

x—>2 x— 2 z—2 x — 2 z—2

(

(b) Substituicao direta de = por 2
(¢) Substituigao direta de = por 0
(

_9 _
d) lim ——— v o = lim —(y +5)(y —5)

y—=5 Yy —0 y—5 y—>5 y—5
@)
-5 -5 1 1
(a) lim ’ = lim ‘ =lim —— = —
z=5 12 —25 225 (x—5)(x+5) ==5x4+5 10
212 -2 1 -2
(b) lim S g | (z=2@+1) = lim — = o limite nao existe
=1 2 —1 z—1 (:p+1)(x—1) z—1 gy — 1
5 5 1
(¢) lim f; im T = lim —— = o limite nao existe
=512 — 25 x5 (:p—5)(:p+5) =51 — D
. ba® + 827 . 2%(bx +8) . br+8 1
() im —————= =lim ———— %= =lim—— = —=
=0 3x4 — 1622 +—0 22(322 — 16)  +—0 322 — 16 2
(d) 111% — =00 (Compare com liI% — que nao existe. Neste caso, se v — 0
z—0 T z—0 T

por valores menores do que zero, 1/x — —oo, mas se x — 0 por valores maiores
do que zero, 1/ — c0.)

73
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A.2 Derivadas

dy;:(f) — %(12 +5)% = 8(2* +5) 21 = 162 (2> + 5)°

dy;it) _ % cos(wt + @) = —wsen (wt + ¢)

dy%t) = %[cos(wt)]2 = —2w cos(wt) sen (wt)

dy;:ix) = %[sen (az® + bx)] = (2az + b) cos(ax® + bz)

dy;lft) = %exp(—wt) = —wexp(—wt)

dgf;iix) = % exp(ax® + bx) = (2ax + b) exp(az® + bx)

dy;:(f) = % In(ax® + bz +c) = cmgcf—l:;i—c

dy;ff) = %(axQ + bz 4 ¢)Y? = %(2@:}0 +b)(ax? + bz +¢)7V2 = \/%
W) a0 = G an) (a0 =

A.3 Integrais
(1)

5
/(2x+x4+e_x)d:p:x2+%—e_x

/cos(wt + @) dt = i sen (wt + @)
/ ! dx:%ln(a—i-bx)

a -+ bx

1
/y\/1+y2 dy = (1+y*)*?
< 2
dz =1In(z" +1)

2241

1 1 t
——— dt = —arctan(—); fizemos a mudanca de varidvel ¢ = atan.
t?2 4+ a? a a

/ 1 gt 11 t—a 1 1 1 1
— —dt=—In ¢ usamos $——— = — — .
12 —q2 2a t+a)’ t2—a?2 2a\t—a t+a

x 1
- dr=—-—
/ @+apr T Tt

d
/ln(:v)d:c = zIn(x) — z; colocamos In(x) = ﬁ In(x) e integramos por partes.

(2)




A.3. INTEGRAIS 1)

O trabalho é dado por

x1

z1
kx? |o ka?  kal
W / (x)dx /kxdaz 5 |us 5 T
zo

o

(3)

A 4rea entre as curvas é

1

A= [ (@) = ale))do = / ey = (5 5)

0

(4)

Célculo da velocidade

o(t) = /a(t)dt: /ctdt: %2+k:

A constante k é determinada com a condigao inicial v(0) = vy

ct?
= k=1 e v(t):v0+7 :
Alternativamente, podemos impor diretamente a condi¢ao inicial usando uma integral
definida:
t t
ct'? |t ct?
v(t) —vo = [ a(t)dt' = [ ct'dt’ = =—.
0= [a)ar = | | =2

0 0

Calculo da posicao

12 3 _

Calculamos a constante k& impondo x(0) = g

ct?
— k=ux9 e x(t):x0+vot+F.

Como fizemos para a velocidade, podemos impor a condicao inicial diretamente

¢
ct'? ct'3 |t ct?
:L’(t)—x(]:/v(t’)dt’:/<vo+ 5 )dt':vot'+ 1o :vot+7.
0
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O trabalho aplicado sobre a particula é

APENDICE A. SOLUCOES DOS EXERCICIOS

I [ GM Mm i~  GM
W:—/F@W:—/GQmm:G L I el
r T Ry Ry
RT RT
(6)
O impulso [ de F(t) é
to to v t2
v(t2)
I= /F(t)dt :/ / mdv = mu " = muo(ty) — mo(ty).
t1 t1 1
A.4 Vetores
(1)
Ay R
u
2
/
1 e
'
R =g L PN b
T —1
—2
Figura A.1
(2)
1, 1
(b) b, = —3
(c)@+b="1+57—Fk
(d) |b] = /b2 + 02 + 02 = /32 + + (=12 =19
(e) @-b = aby 4+ ayby + azb. = 12 — 24 = —12
i-b —12 =3
f) cos(8) = —0,3078 = 0 ~ 107, 9°
( @b 4% Vo5
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djt) o o EUH o
(a) pr -9tV + 27, o —18t%
ar(t) -  d*(t) -
b _— = pu—
®) a0 Tae
du(t d*u(t
(c) l;(t ) = —Awsen (wt), (Zg ) = —Aw? cos(wt)

t

t
(a) /U(t)dt :/ At*dt 7 = ?t?’ 7
0
t t

0
t
(b) /ﬁ(t)dt = —/ wsen (wt)dt ¥+ / w cos(wt)dt 7= cos(wt) 7+ sen (wt) T
0 0 0

(5)

O médulo da velocidade é constante.

d_)'_) — d_» —
U] = const. = ¥ - ¥ = (const.)* => (iltv) :0:>2d—:-17:0:>6~17:0.

Sed-v=0,oud=0e o movimento é retilineo uniforme, ou @ L ¥ e o movimento é
circular uniforme.

A.5 Expansoes em séries de poténcias

1 1+ 2P
f(x) 2n<1_x) x+3+5+ <z<
(2)
z? ozt af
cosh(x):1+§+ﬂ+a+...

3 5 7
x x
senh(z) =20+ 5+ =+ +...
31 5 7!
Comparando com as expansoes de cos(z) e de sen (x) vemos que, ao contrario do que
ocorre nas expansoes das fungoes trigonométricas, os sinais dos termos nas expansoes das
fungoes hiperbdlicas sao todos positivos.

(3) e (4)

(1£6)2=1F26+ 302 F46° +56% + ... —1<5z%<1.
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Para o dipolo vamos usar as expansoes acima até ordem 4.

S q 1 1 o q -2 —2] >
47eg [(:E —a)? (r+ a)Q] ! 4megr? I ) (1+0)7]
q - o) qa_
~ 407 = |E =~ :
4depa? ! 7T60£L’3Z

Para o quadrupolo vamos usar as expansoes acima até ordem 6.

_, q 1 2 1 S q —2 -2] »
E= S - 1—8)2-24+(1+4
dreg {(:c—a)2 2 (:c+a)2} ! drregr? I ) + (14977
q 2 = 3qad®
~ 60— | F ~ s
4mreqr? ! 2meqrt !

Substituindo a solucao ¢(t) = exp (pt) na equagdo do capacitor em série com um
resistor obtemos

dePt ePt ePt 1 1
_— = — pt:__ = —— = ——
it o — fve c == P="xe
t
= |q(t) = eXP(—@)

Como a equagao é homogeénea, a solucao geral tem a forma

QU) = Aglt) = Aexp(—=) mas Q(0) = Qo= A=Qy

— Q) = Quesp(——)|

A.6 Equacoes Diferenciais

(1)

Apdés separarmos as varidveis obtemos

_dy

1
1 :da::>§1n(2y—|—1):x+c’:>y(:c):CeQm——; y(0)=0=C= .

(2)

Apés a separacao de variaveis

1

7cos(t)+0; y(0)=1=C=0.

d 1
—g = sen (t)dt = — =cos(t) + C =y =
Y )
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Apés a separacao de varidveis, colocando a condigao inicial v(0) = 0 no limite de
integracao obtemos
t

v(t)
1 1
frnd — d’UIZ dt,
1—1}2 2 1+v 1—
0 0

2t _ 1 et _ et

) =2t = v(t) = € = tanh(t).

e +1 et et

(a) A equacao do capacitor em série com o resistor pode ser integrada diretamente.
Colocando a condigao inicial no limite de integracao obtemos

O Tk It

(b) A energia dissipada é

Eys = /RIth.
0

O item (a) fornece

@) _ _d Q
[=—"T"1 = _— /RC _ %0 _—t/RC

Substituindo este resultado na equacgao para FEy;s obtemos

o0

Qg —2t/RC Q% RC —2 &0 Q2

Eyo = | R =20 o=2/RCqy — _ <0 Y —a/re | _ X0

a / r2c? € RC? 2 © o 20
0

(5)

A equagao do indutor em série com o resistor é

dl
L— = —RI
dt Ri,

separando as variaveis temos

dl
T = —%dt — In(/) = —%t—l—c’ — I = Cexp(—%t) ; 1(0) = Iy = C = I.
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