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Espacos vetoriais

» Vimos o R" e suas propriedades com respeito a soma e
produto por escalar.

> Hoje veremos que muitos outros conjuntos satisfazem as
mesmas propriedades, e portanto para eles valem inGmeras
propriedades que ja estamos familiarizados.

» Dizemos que esses espacos sao espacos vetoriais.

» Daremos diversos exemplos desses espacos.



Definicao dos espacos vetoriais

Um conjunto n3o vazio V é um espaco vetorial com escalares num

corpo como R, C ou outro, quando nele estdo definidas duas

operagdes — a soma e o produto por escalar — satisfazendo:

(Vx,y,z € V,Va, 5 € R)

EVI x+(y+2z)=(x+y)+z

EV2 x+y=y+x

EV3 existe um elemento neutro da soma, denotado 0: x +0 = x

EV4 para x € V existe um elemento oposto, denotado —x:
x+(=x)=0

EV5 a(fx) = (af)x

EV6 (a+ B)x = ax + fx

EV7 a(x+y)=ax+ay

EV8 1x = x



Exemplos: R", M,»,(R)

» V =R é um espaco vetorial, pelas propriedades dos niimeros

reais.
> R2 R3, R" s3o espacos vetoriais. Se x = (x1,x2, ..

y = ()/17}/27---7)/n).
> Soma: x +y = (x1 +y1, % + y2,.
> Produto por escalar: ax = (axi, axa,..

s Xn),

s Xn T+ Yn)
., QXp)

» O conjunto das matrizes m X n com entradas reais Mpy,xn(R)

é espaco vetorial.



Exemplos: C(/,R)

» Se /| é um intervalo, C(/,R), o conjunto das fun¢des
continuas f : | — R é espac¢o vetorial. Dadas f,g € C(/,R),
definimos as fungdes f 4+ g e af (a € R):

> Soma: (f + g)(x) = f(x)+ g(x),Vx el
» Produto por escalar: (af)(x) = af(x)



Exemplos com Z

» 7 na3o é espaco vetorial com escalares em R ou Q:

Para a = % ax & 7, ndo esta definido para x =1 € Z.
» 7 com escalares em Zp = {0,1} e operagdes usuais é espago
vetorial?

> EV1 até EV4 s3o propriedades dos inteiros.
» Produto por escalar: O0x =0 € Z, 1x = x
» Verificando EV5:

> a=0: a(Bx) =0(8x) =0=0x=(08)x
> a=1: oBx) = 1(Bx) = px = (18)x
> Verificando EV6:
> sea=1 =1
> (0(+,3)X:(1.$5)X:0X:0

=0
> Ix+1lx=x+x=2x#0sex#0.
» EV6 ndo estd satisfeita!
» 7 com escalares em Z; n3o é espacgo vetorial.



Algumas propriedades derivadas da principais



Diferenca

Definimos a diferenca u — v por:
u—v=u+(-v)

De fato, dado v € V, —v € V existe por EV4.



Equacdes lineares sempre tém solucao

Dados vy € R, v # 0 a,b € V, a equagio linear (com variavel
x e V)

yx+a=0>b
tem solucado
x=7"Y(b-2a)
De fato:
vx+a=b = (yx+a)+(—a)=b+(—a) (EV4)
= yx+(a+—-a)=b—a (EV1)
= x+0=b—-a (EV4)
= yx=b—a (EV3)
= 7 () =771 (b-a) (77! existe)
= (y)x=7"Y(b-a) (EVS)
— Ix=7"b-a) (EV5)
= x=7"Yb-a) (EV8)



0x, a0

> 0x=0
De fato,
0x = (04 0)x (emR: 0=0+0)
= 0x 4 0x (EV6)
= 0x + (—0x) = (0x + 0x) + (—0x) (EV4)
— 0Ox + —0x = Ox + (0x + —0x) (EV1)
. 0=0x+0 (EV4)
— 0 =0x (EV3)

» Tente mostrar que @0 = 0 usando as propriedades.



Seax=0,entitoa=00ux=0

De fato, se ax =0 e a # 0, x é solucdo da equacdo linear
ax+0=0 = x=a1(0-0)=a"t0=0.

» Note que o produto aqui é produto por escalar

» Isso n3o vale com qualquer produto, por exemplo produto de

matrizes:
1 0 0 0y (0O
00 10/ \0 O
——— —— N——

#0 #0 =0



Subespacos vetoriais

» Verificar que um conjunto é espaco vetorial demanda verificar
8 propriedades.

P Isso pode-se reduzir para 2 ou 3 propriedades se o
“candidato” é subconjunto de um espaco vetorial.

» Chamamos esses subconjuntos de subespacos vetoriais.



Subespacos vetoriais

Subespacos vetoriais

Um subconjunto U de um espaco vetorial V' é também um espaco
vetorial se

» 0cU
» uyvelU = u+vel (U é fechado para a soma)
> uclU,aeR = auel (" para o prod. escalar)



Exemplo: U = {(x,y) : ax + by = 0} em R?

V =R?, sejam a,b € R. U = {(x,y) : ax + by = 0} é subespaco.
» (0,0) € U pois a0 + b0 = 0.
» Se u= (u1,u) e v=_v1,vn) pertencem a U,

auy + buy =0, avi+bwn =0
utv=_(u+wvi,u+wn)eUl:
a(ur+vi)+b(ua+v2) = (aur + bup) +(avi + bvy) = 0+0 = 0.
> au = (auy,auw) € U:

a(aur) + b(au) = aauy + buz) = a0 = 0.



Exemplo: 12 quadrante em R? n3o é!

U={(x,y): x>0,y >0} C R
» (0,0) e U
» U é fechado para a soma

» mas ndo é fechado para o produto por escalar:

~1€R,(1,1) € Umas —1(1,1) = (—1,-1) € U.



Subespacos de R? e R3

Em IR? todos os possiveis subespacos s3o:
> {(0,0)}
P> Retas que passam pela origem
> R?
Em R3 todos os possiveis subespacos s3o:
> {(0,0,0)}
P> Retas que passam pela origem:
dado u # 0 em R3, {au: a € R}
» Planos que passam pela origem:
dado u#0em R3, {v:v-u=0}
> R3



Exemplo: funcdes pares ou impares

Seja V=C(R,R), P={f e V:f(x)="f(—x)}
I ={f €V :f(—x)=—f(x)} sdo subespacos vetoriais:
» a funcdo 0 é fung3o par e impar (.0 € U)

» soma de fungdes pares é par (P é fechado para a soma)

(f +8)(x) = f(x) + g(x) = f(=x) + g(=x) = (f + &)(—x).

» multiplo de fun¢do par é par (P é fechado para o produto por
escalar)

(af)(x) = af(x) = af(—x) = (af)(—x)

» analogamente para fun¢des impares (exercicio)



Exemplo: matrizes simétricas

Seja V = Mpxn(R) o conjunto das matrizes quadradas n x n.
Vamos denotar a transposta de uma matriz A por A'.

Propriedades da transposta: (e eR, A BE€E M,xp)
> (A)Y=A
» (A+B) =A+ B
> (AB) = B'A
> (@A) = A

Seja S={Ae V:A= A} o conjunto das matrizes simétricas.

S3o exemplos de matrizes simétricas:
» a matriz nula 0 € My, € simétrica.
> a matriz identidade /,, € simétrica.

ab , ~ . . s
> (b C) é a expressao geral das matrizes simétricas 2 x 2.



Exemplo: matrizes simétricas

Mostre que S é subespaco de M, «,.
» A matriz nula 0 € S, como vimos.
» Sejam A, Be€ S. entio A=A, B=F.
Vamos verificar que A+ B € S:

(A+B) =A +B' =A+B = A+B¢cS.
» SejaaceR, Ac S. Entio A=A
(adA) = A =aA = aAcS.

» Portanto S é subespaco vetorial de M,,«,,



Exemplo: intersecdo de subespacos é subespaco

Sejam U, W dois subespacos de um espaco vetorial V. Mostre que
Z =UNW é subespaco de V.

» Como U, W sdo subespacos, 0 € U e 0 € W. Entdo
oCeUnWw.
» Sejam x,y e UN W.
> xyeUNW = x,yelUex,yeW.
> xyelU = x+yelU
> x,yeW = x+yeW
> portanto x+y e UNW
» SelamacRexe UNW.
> xeUNW = xeclUexeW.
> xelU = axe U
> xeW = axe W
» portanto ax € UN W

> Logo, UN W é subespaco vetorial de V.



