CORRELACAO

té este momento, foram analisados os dados de uma amostra ou variavel pertencente a uma popu-

lacao. Outra andlise importante é determinar como uma variavel se relaciona com outras variaveis
da mesma populacao. Neste capitulo, sera mostrada uma forma de medir quanto e de que maneira se
relacionam duas variaveis. Ha muitos exemplos de relacoes entre amostras, por exemplo, geralmente
os meios de comunicacdo divulgam informacdes de variaveis relacionadas obtidas de resultados de
pesquisas como:

e Nas Instituicoes de Ensino Superior — IES ha uma relacao direta entre a qualidade do ensino e a taxa
de inadimpléncia. A taxa de inadimpléncia das IES que obtiveram conceitos A e B no Provao ¢
12,1%, nas que obtiveram C ¢ 16% e nas que obtiveram D e E a inadimpléncia € de 21,9%.!

e O frio esta para o setor farmacéutico como o Dia das Maes estd para o comércio. As vendas de medi-
camentos nio controlados, como analgésicos, antigripais e vitaminas, disparam.?

e O faturamento das empresas de energia nos Estados Unidos é diretamente influenciado pela tempe-
ratura, especialmente no inverno. Um inverno brando reduz a demanda de energia para calefacao e
pode diminuir drasticamente o lucro.?

A partir desses exemplos, vocé podera encontrar outras relacoes como, por exemplo, reduzindo o
custo, o preco do produto sera reduzido e sera possivel aumentar a quantidade vendida, ou funcionario
com maior escolaridade tera mais chance de crescer na empresa etc. Em qualquer caso, é importante
lembrar que a informacao recebida nem sempre é corretamente exposta, como no caso da relacao dire-
ta entre qualidade do ensino das IES e a taxa de inadimpléncia que, na realidade, mantém uma relacao
inversa, pois a instituicio com maior conceito corresponde a menor taxa de inadimpléncia.

Os graficos de dispersao da Figura 6.1 mostram dois tipos de relacao entre as variaveis X e Y. O grafi-
co de dispersao da esquerda mostra uma relacao direta ou positiva, tendéncia destacada pela declivida-
de positiva da elipse tracejada, enquanto o grafico de dispersao da direita mostra uma relacéo inversa
ou negativa, tendéncia também destacada pela declividade negativa da elipse tracejada.

1 A Pressdo da inadimpléncia, artigo de P. de Athayde publicado na revista Carta Capital de 15/10/2003.

2 Frio chega e venda de remédios dispara, artigo de C. Silva publicado no jornal O Estado de Sao Paulo de 25 de maio de 2004.

3 Alugue o sol artigo de Claudio Gradilone publicado na revista Exame em 6/2/2002. Divulga a protecao financeira com derivativos de
clima ou weather derivatives.
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FIGURA 6.1 Dois tipos de relacdes entre duas variaveis.

l EXEMPLO 6.1
O diretor de vendas da rede de varejo nacional esta analisando a relacdo entre o investimento em propaganda
e as vendas da empresa utilizando os dados registrados no intervalo B3:C13, incluindo os titulos, da planilha
Exemplo 6.1, incluida na pasta Capitulo 6. Analise a relacdo entre essas duas amostras.

Solucdo. Com os dados da tabela, foi construido o gréfico de dispersdo como, mostra a figura a seguir. Os re-
gistros dos dez pares de valores investimento e vendas mostram uma clara relagcdo direta ou positiva, pois a
medida que o investimento em propaganda aumenta, as vendas também aumentam, e vice-versa. Esse grafi-
co mostra que as duas variaveis estdo correlacionadas de forma positiva.

I EXEMPLO 6.2
Os retornos anuais durante os Gltimos seis anos da Acdo A e da Acdo Bnegociadas na Bolsa de Valores estao re-
gistrados na planilha Exemplo 6.2, incluida na pasta Capitulo 6. Realize uma andlise estatistica desses retor-
nos e da relacado entre eles.

Solucdo. No intervalo B3:D9 foram registrados os retornos das acdes. No intervalo F4:H9 foram calculadas e
registradas as medidas estatisticas mediana, média, desvio padrao, coeficiente de variacdo e coeficiente de in-
clinagcdo, como mostra a préxima figura.
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As medidas estatisticas dos retornos das duas acdes sao parecidas, exceto o coeficiente de inclinacado, que
indica formas diferentes das distribuicoes dos retornos como fica confirmado pelos histogramas construidos
com a ferramenta de andlise Histograma. Os histogramas dos retornos mostram que essas duas amostras tém
particularidades que as medidas estatisticas ndo conseguem capturar. Para ver a diferenca entre os retornos
das duas acdes, na mesma planilha foi construido o gréfico de dispersdo que mostra a relacdo negativa entre
os retornos das duas acdes. Analisemos o gréfico de disperséao:

® Partindo do ano 1999, retornos 9% e 12%, respectivamente Acdo A e Acao B, no ano 2000, o retorno da
Acdo Aaumentou para 10%, enquanto o retorno da Acdo B diminuiu para 10,50%. No ano 2001, os retor-
nos mantiveram a mesma tendéncia do ano 2000.

¢ Nos anos 2002 e 2003, os retornos inverteram a tendéncia anterior. Enquanto o retorno da Acdo A diminuiu,
o retorno da Acdo B aumentou.

e No ano 2004, os retornos das acdes A e B inverteram novamente a tendéncia dos dois anos anteriores.

As medidas estatisticas dos retornos anuais das acdes A e B do Exemplo 6.2 sao parecidas, porém o
grafico de dispersao mostra que os retornos tém tendéncias opostas. A covariancia e o coeficiente de
correlacio medem a tendéncia e a forca da relacio linear entre as duas varidveis ou amostras.

Covariancia

O coeficiente de correlacao pode ser calculado diretamente com a formula do coeficiente de Pearson;
entretanto, preferimos iniciar este assunto definindo primeiro a covariancia de duas variaveis, apre-
sentacao parecida a realizada com o desvio padrio, definindo primeiro a variancia.

A covaridncia 6y das variaveis X = X, X,,---, Xy eY =Y,,Y,,---,Yy, consideradas como
populagdo é:*

1 N
O = 5 2K —HIX (Y —ky)
i=1

4 Quando necessario, as varidveis sdo separadas com virgula, G, , e Sy .
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A covariéncia Sy, das variaveis X = X;,X,,---, X, eY =Y,,Y,,---,Y,, consideradas como
amostra é:

1 & = =
Sxy :_Z(X,‘ = X)x(Y; =Y)
n-15

l EXEMPLO 6.3

Calcule a covariancia das variaveis do Exemplo 6.1.

Solucdo. Os dados desse exemplo foram registrados na planilha Exemplo 6.3, incluida na pasta Capitulo
6, como mostra a figura seguinte incluindo os resultados. O primeiro resultado necessério e o valor das médias
das duas variaveis, calculadas e registradas nas células D16 e D17. Depois:

® Na célula D4, foi registrada a férmula =B4-$D$16 que calcula o desvio do primeiro dado da variavel Propa-
ganda. Essa formula foi copiada até a célula D13. O mesmo procedimento foi utilizado para calcular e regis-
trar os desvios da variavel Vendas.

¢ Na célula F4 foi registrada a formula =D4*E4 que retorna o produto dos desvios do primeiro dado. Essa for-
mula foi copiada até a célula D13.

No intervalo de resultados:

¢ Na célula D18 foi registrada a férmula =SOMA(F4:F13) que calcula a soma dos produtos dos desvios.

e Com aférmula=D18/CONT.NUM(B4:B13), registrada na célula D19, é calculada a covariancia da popula-
€d0 64,=985,50. E na célula D20 foi registrada a férmula =D1 8/(CONT.NUM(B4:B13)-1) que calcula a co-
variancia da amostra Sy,=1.095,00.

O resultado da covariancia da populagdo também pode ser obtido com a funcdo COVAR do Excel, regis-
trando a férmula =COVAR(B4:B13;C4:C13) na célula D22. A sintaxe da funcdo COVAR ¢ a seguinte:

e COVAR(matriz1; matriz2)
A funcdo estatistica COVAR? retorna a covariancia da populacéo dos valores registrados nos argumentos
matriz1 e matriz2. Esses argumentos podem ser registrados como intervalos de uma planilha, como ja mos-

5 Em inglés, COVAR ¢ COVAR.
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trado, tomando o cuidado de verificar que as duas variaveis tenham a mesma quantidade de dados. Tam-
bém é possivel registrar os argumentos como matriz na prépria férmula da funcao, evitando registrar os va-
lores da amostra num intervalo de células da planilha como foi feito na célula D29, registrando a férmula
=COVAR({30;21,35;42;37,20,8;17;35;25};

{430;335;520;490;470;210;195;270;400;480})

Caracteristicas da covariancia

A covariancia mede a tendéncia e a forca da relacao linear entre duas variaveis. Das expressoes da cova-
riancia para populacdo e para amostra temos seguintes caracteristicas:

As duas amostras ou variaveis devem ter o mesmo numero de dados.

e Os pares de dados ocorrem ao mesmo tempo, sao pares casados. Embora possa parecer redundante,
tenha presente que nao se pode mudar a ordem de uma tnica variavel; a mudanca de ordem devera
ser realizada nas duas amostras sem descasar os pares de dados.

e A covariancia é amédia dos produtos dos desvios das duas amostras ou variaveis, obtida como resul-
tado da divisao:

e No caso de populacao, dasoma dos produtos dos desvios pela quantidade de dados das variaveis.
e No caso de amostra, da soma dos produtos dos desvios pela quantidade de dados das variaveis
menos um.®

e Osnumeradores das expressoes da covariancia para populacao e para amostra sao iguais, o resulta-
do da soma dos produtos dos desvios.
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FIGURA 6.2 Analise dos graficos de dispersdo dos Exemplos 6.1 e 6.2.

e A covariancia pode assumir qualquer valor do conjunto dos nimeros reais, pois pode ser nula, nega-
tiva ou positiva. Baseada na definicao dos produtos dos desvios,” uma explica¢do intuitiva é que a
covariancia ¢ a medida do afastamento simultaneo das respectivas médias. Se ambas as variaveis
aleatorias tendem a estar simultaneamente acima, ou abaixo, de suas respectivas médias, entao a co-
variancia tendera a ser positiva e, nos outros casos, poderd ser negativa, como mostram os graficos
de dispersao da Figura 6.2.

e O grafico da esquerda mostra que a maioria dos pares de valores do Exemplo 6.1 tem os dois valo-
res acima de sua média correspondente, provocando a covariancia positiva, resultado que pode
ser confirmado no Exemplo 6.3.

e O grafico da direita mostra que amaioria dos pares de valores do Exemplo 6.2 tem um valor acima
da média e o outro abaixo da média correspondente, provocando a covariancia negativa, como
podera ser confirmado no Exemplo 6.4.

e Damesma forma que a variancia, a covariancia é afetada pelos valores extremos da variavel, elanao é
uma medida resistente.

6 Equivalente ao caso da variancia da amostra S?, Capitulo 4.
7 Copeland T. — Opcoes Reais, Editora Campus 2001.
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e A unidade de medida é o resultado do produto das unidades dos valores das variaveis; no caso do
Exemplo 6.1, a unidade é o bindomio vendas e investimento e, no Exemplo 6.2, 0 binomio % e %, am-
bas sem nenhum significado pratico.

Regras operacionais da covariancia

As propriedades® mais importantes da covariancia sao:

e Outra forma de calcular a covariancia é com a seguinte formula para a populacao que tem a vantagem
de nao ter de calcular os desvios. No Apéndice 1 vocé encontra a demonstracao desta formula:

1 N
O xy :ﬁzxiyi —MUxHy

i=1

e O Exemplo 6.3 mostra como calcular a covariancia da populacao e a covariancia da amostra, proce-
dimentos que diferem apenas no valor do divisor da soma dos produtos dos desvios. De forma equi-
valente ao realizado com as variancias da populacéo e da amostra, a partir das expressoes das cova-
riancias, pode-se estabelecer a seguinte igualdade:

N
E(Xi U)X (Y, —Uy) =0, XN=5,,x(n-1)
i=1

Portanto, a expressao de equivaléncia entre as duas covariancias é:

A covariancia da amostra do Exemplo 6.3 pode ser obtida a partir do valor da covariancia da popula-
cao com a formula:

10
S,y =———(985,5) = 1.095,00
10— 1( )

e A covariancia de uma variavel, e elamesma, é a propria variancia da variavel, seja no caso de popula-
c¢do ou amostra. Como Y = X, entao:

N N
Z(XE—MX)X(Xi—MH Z(Xi_“X>2
Gy = i=1 ~ _ il N =G§

e Apermutacao das variaveis nao altera o resultado da covariancia, se os pares de valores nao forem al-
terados: Gy, =0 yy.

e Ha outras propriedades operacionais muito praticas. Por exemplo, representando a covariancia
como Cov(X,Y) e sendo a, b e ¢ constantes, sempre se verifica:
o CoviX,a)=0
e Cov(X,-Y)=-Cov(X,Y)
o Cov(aX,Y) =aCov(X,Y)

8 Estas propriedades aplicadas com a covariancia considerada como populacao também se aplicam com a covariancia considerada
como amostra.
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o Cov(aX+b, cY+d) = ac Cov(X,Y)
o Cov(X+Z,Y) =Cov(X,Y) + Cov(Z,Y)

e Se as variaveis X e Y forem estatisticamente independentes, entao a covariancia dessas variaveis sera
igual a zero. Entretanto, se o resultado da covariancia das variaveis X e Y for igual a zero, nao se podera
afirmar que as duas variaveis sejam estatisticamente independentes. Para confirmar essa independén-
cia, deve-se verificar se todos os pares de valores de X e Y cuamprem a condicao: P(XeY) = P(X) X P(Y).

Coeficiente de correlacdao

A covariancia pode ser positiva, nula ou negativa, com a unidade de medida referente ao produto das
unidades de medida das duas varidveis, que nao tem nenhum significado pratico.

Coeficiente de correlagéo ryy das variaveis X e Y € um valor Unico calculado com a
seguinte féormula:

R . (o}
Se os dados referem-se a populagdo: ry, = ——
GPY A
s SXY
Se os dados referem-se a amostra: ry, = ———
Sx xSy

Para facilitar a relacdo entre duas variaveis e evitar a unidade de medida da covariancia, foi definido
o coeficiente de correlacao ry, que tem as seguintes propriedades:

e Osvalores de r,, estao limitados entre os valores —1 e +1, =1 <ry, <+1, e sem nenhuma unidade de
medida.

e E um valor unico para populacio ou amostra, tomando o cuidado de utilizar dados coerentes no
procedimento de calculo.

Tenha em mente que da formula do coeficiente de correlacao pode-se obter, também, a covariancia
das mesmas variaveis quando conhecidos os desvios padrao correspondentes:

Oyy =Txy XOx XOy

EXEMPLO 6.4
Calcule o coeficiente de correlacdo dos retornos do Exemplo 6.2.

Solucdo. Este exemplo esta resolvido na planilha Exemplo 6.4 da pasta Capitulo 6, como mostra a proxi-
ma figura. No intervalo B3:D9, foram registrados os dados e a partir da célula F3 foram calculados e regjistra-
dos os resultados.
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Para mostrar a diferenca de procedimento entre resultados de populacdo e amostra dos dados:

® No intervalo G5:H5 foram calculados e registrados os desvios padrdo, dos retornos considerando-os como
populacdo. Depois, no intervalo G6:H6 os desvios padrdo considerando os retornos como amostras.

¢ No intervalo G7:G8 foi calculada a covariancia, primeiro, como populacao utilizando a funcdgo COVAR do
Excel, e depois como amostra, a partir do primeiro resultado.

¢ No intervalo G9:G10 foi calculado o coeficiente de correlagéo, primeiro, utilizando os resultados parciais de
populacdo, e depois como amostra, utilizando também os resultados parciais, porém como amostra. Com
esse calculo, verifica-se o mesmo valor de coeficiente de correlagdo r=-0,9203.
¢ Utilizando os dados como a populagao, temos r,z =-0,9203 da seguinte forma:

B —0,00010694
0,009860x0,011785

I'a = —0,9203

e Utilizando os dados como a amostra, também se obtém r,,=-0,9203 da seguinte forma:

~ —0,00012833
0,010801x0,012910

I'a = —0,9203

O coeficiente de correlagdo pode ser obtido com a fun¢do CORREL do Excel registrando na célula G12 afér-
mula =CORREL(C4:C9;D4:D9). A sintaxe da funcdo CORREL é a seguinte:

¢ CORREL(matriz1; matriz2)
A funcio estatistica CORREL? retorna o coeficiente de correlacdo dos valores registrados nos argumentos
matriz1 e matriz2. Esses argumentos podem ser intervalos de uma planilha, como mostrado anteriormente,
tomando o cuidado de verificar que as duas variaveis tenham a mesma quantidade de dados. Também se
podem registrar os argumentos como matriz na prépria formula da funcéo, evitando registrar os valores da
amostra em um intervalo de células da planilha, como feito na célula G14, registrando a férmula
=CORREL({0,09;0,1,0,12,0,105;0,095,0,11};
{0,12,0,105;0,09;0,11,0,125,0,1})

O coeficiente de correlagdo pode também ser obtido com a funcédo PEARSON do Excel como foi obtido com
a férmula = PEARSON(C4:C9;D4:D9) registrada na célula G16. A sintaxe da funcdo PEARSON é a seguinte:

e PEARSON(matriz1; matriz2)
Afuncio estatistica PEARSON'C retorna o coeficiente de correlacao dos valores registrados nos argumentos
matriz1 e matriz2. Esses argumentos podem ser intervalos de uma planilha, como mostrado anteriormente,
tomando o cuidado de verificar que as duas variaveis tenham a mesma quantidade de dados. Também se
podem registrar os argumentos como matriz na prépria formula da funcéo, evitando registrar os valores da
amostra em um intervalo de células da planilha, como feito na célula G18 registrando a férmula
=CORREL({0,09;0,1,0,12;0,105;0,095,0,11};
{0,12;0,105;0,09;0,11,0,125,0,1})

O resultado da funcdo PEARSON é o mesmo que o da fungcdo CORREL, porém utilizando os valores das va-
riaveis como mostra a férmula seguinte.

n n n
nxY XxY=Y XixYY
i=1 i=1 i=1

r =

n 2 n n 2
nx X,-Z—[ZX,-J x anY,-Z—[ZY,-J
i=1 i i=1

= i=1 i=1

9 Em inglés, CORREL é CORREL.
10 Em inglés, PEARSON é PEARSON.
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Caracteristicas do coeficiente de correlacido
Vejamos algumas caracteristicas importantes do coeficiente de correlacao:

e A formula do coeficiente de correlacao pode ser apresentada sem incluir a covariancia, como mos-
tram as formulas a seguir, que ddo o mesmo resultado do coeficiente de correlacao, embora utilizem
medidas estatisticas diferentes:

(X, — Y —
o Populagéo:rXYZ;Z( : Mx][‘ “YJ

i=1 O x Gy

1 (X, -X\(Y,-Y
e Amostra: ry, = Z[ : ]( : j
n—1i3 Sy Sy

Essas duas formulas se assemelham a formula de Pearson.

e Seavariavel Y éamesma variavel X, entdo o coeficiente de correlacdo é igual a um, como mostramos
a seguir.

2
_ Oxx —zel

TG (X0 o2

e A permutacdo das varidveis nao altera o resultado do coeficiente de correlacao, se os mesmos pares
de valores forem mantidos ryy, =ryy.

e Da mesma forma que a covariancia, o coeficiente de correlacao é afetado pelos valores extremos da
variavel, ele ndo é uma medida resistente.

e Seas variaveis X e Y forem estatisticamente independentes, entao o coeficiente de correlacao dessas
variaveis sera igual a zero. Entretanto, se o resultado do coeficiente de correlacao das variaveis X e Y
for igual a zero, nao se podera afirmar que as duas variaveis sejam estatisticamente independentes.
Para confirmar essa independéncia, deve-se verificar se todos os pares de valores das variaveis X e Y
cumprem a condicdo: P(XeY) = P(X) x P(Y).

Analise dos valores do coeficiente de correlacao

Na planilha Analise, incluida na pasta Capitulo 6, é analisada a tendéncia e a forca darelacao linear en-
tre duas variaveis ou amostras X e Y medida pelo coeficiente de correlacao.

Variaveis perfeitamente correlacionadas de forma positiva

A Figura 6.3 mostra o comportamento de duas amostras X e Y perfeitamente correlacionadas em senti-
do positivo. O coeficiente de correlacao dessas amostras calculado na célula F3 é igual a r=+1.

FIGURA 6.3 Amostras
perfeitamente
correlacionadas

em sentido positivo,
r=+1.
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A tabela dos dados das variaveis X e Y mostra que qualquer par de valores dessas variaveis ¢ obtido do
par anterior adicionando ou subtraindo o mesmo valor. Por exemplo, o segundo par de valores
(10,-15) é o resultado de subtrair 15 de cada valor do primeiro par (25,0). O terceiro par de valores é o
resultado de adicionar 20 ao segundo par, e assim sucessivamente, até completar todos os pares de va-
lores. Da analise dos dois graficos da Figura 6.3:

e O grafico sequencial dos pares de valores, lado esquerdo da Figura 6.3, mostra que os valores das va-
riaveis X e Y formam duas linhas paralelas, com acréscimos e decréscimos iguais e na mesma dire-
cdo. As duas séries estao perfeitamente correlacionadas de forma positiva.

e O grafico de dispersao, lado direito da Figura 6.3, mostra que os incrementos dos valores das duas
variaveis X e Y sao iguais e na mesma direcao, sejam acréscimos ou decréscimos. Todos os pares de
valores sao pontos de uma reta com declividade 45° e, portanto, r=+1.

Se os incrementos entre pares sio proporcionais e na mesma direcdo, sejam acréscimos ou decrésci-
mos, os pontos formados pelos pares de valores fazem parte de uma reta com declividade positiva e,
portanto, r=+1.

Variaveis perfeitamente correlacionadas de forma negativa

A Figura 6.4 mostra o comportamento de duas amostras X e Y perfeitamente correlacionadas em senti-
do negativo. O coeficiente de correlacao dessas amostras calculado na célula F14 ¢ igual a r=—1.

FIGURA 6.4 Amostras
perfeitamente
correlacionadas

em sentido negativo,
r=-1.

Neste caso, também, a tabela dos dados das variaveis X e Y mostra que qualquer par de valores das
variaveis X e Y é obtido do par anterior. Por exemplo, o segundo par de valores (10,15) é o resultado de
subtrair 15 do valor de X do primeiro par (25,0) e adicionar o valor 15 no primeiro valor de Y. Da mes-
ma maneira, o terceiro par de valores (30,-5) é o resultado de adicionar 20 ao valor de X do segundo par
e subtrair 20 do segundo valor de Y, e assim sucessivamente, até completar todos os pares de valores.
Da analise dos dois graficos da Figura 6.4:

e O grafico sequencial dos pares, lado esquerdo da Figura 6.4, mostra que os valores das variaveis Xe Y
formam duas linhas opostas, os acréscimos e decréscimos sao iguais, porém em direcoes opostas. As
duas séries estao perfeitamente correlacionadas de forma negativa.

e O grafico de dispersao, lado direito da Figura 6.4, mostra que os incrementos dos valores das duas
variaveis X e Y sao iguais e em direcdes opostas. Todos os pares de valores sao pontos de uma reta
com declividade 135° e, portanto, r=—1.

Se os incrementos sao proporcionais e em direcdes opostas, os pontos formados pelos pares de valo-
res fazem parte de uma reta com declividade negativa e, portanto, r=—1.
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Variaveis nao correlacionadas

A Figura 6.5 mostra o comportamento de duas amostras X e Y néo correlacionadas. O coeficiente de
correlacao dessas amostras calculado na célula F25 é igual a r=0. Os pares de valores do grafico de dis-
persao nao apresentam nenhuma tendéncia.

FIGURA 6.5
Amostras nao
correlacionadas,
r=0.

Simulador coeficiente de correlacao

As trés andlises apresentadas mostram que o coeficiente de correlacao de duas variaveis X e Y com n pa-
res de valores sera um valor dentro do intervalo —1 <r,, <+1. Dentro desse intervalo (-1, +1), ha um
numero muito grande de valores do coeficiente de correlacdo possiveis, que sao consequéncia do afas-
tamento simultaneo dos pares de valores de suas respectivas médias.

A planilha Simulador de Correlacao, incluida na pasta Capitulo 6, ajudara a compreender a forma-
cao do coeficiente de correlacao, como mostra a Figura 6.6 com o grafico de dispersao de duas amostras
aleatorias X e Y com 100 pares de dados. As caracteristicas do simulador sao:

e A andlise pode ser realizada com amostras aleatdrias contendo 50, 100 ou 150 pares de dados, ou
pontos do grafico de dispersao, opcoes que ajudam a compreender a formacao do coeficiente de cor-
relacdo. Cada vez que for escolhida uma Quantidade de pares de valores, selecionando o botao de op-
cdo correspondente, serd ativada a macro que gera as séries aleatorias bivariadas normais."!

e O acionamento da Barra de rolagem, localizada na parte inferior do grafico, gera séries com novos
coeficientes de correlacao cujo valor é registrado na parte superior do grafico. Por exemplo, o coefi-
ciente de correlacdo das séries de dados da Figura 6.6 é r=0,85.

e O grifico inclui a reta Média X e a reta Média Y que facilitam a visualizacao da formacao do sinal do
coeficiente de correlacao, como apresentado anteriormente.

e O modelo pode gerar séries de valores para o valor de coeficiente de correlacao informado na célula
15. Para isso, informe o valor do coeficiente em I5 e depois pressione o botao r. Verifique que a barra
de rolagem se posicionou no valor registrado em I5.

A Figura 6.7 mostra seis graficos com coeficientes de correlacao diferentes e dentro do intervalo
-1,1).

e No gréfico esquerdo da primeira linha, as amostras t¢ém uma correlacdo positiva perfeita, r=1. Os
pontos estao em uma mesma reta com declividade positiva. No grafico da Figura 6.6, os pontos mos-
tram uma correlacdo positiva, e as amostras tém correlacdo positiva, r=0,85. A maioria dos pontos
esta proxima de uma reta com declividade positiva.

e No grafico direito da primeira linha, as amostras t¢ém uma fraca correlacao positiva, r=0,32. Os pares
de valores formam uma nuvem com ligeira tendéncia de declividade positiva.

11 Discrete-Event System Simulation, Banks J. et al — Prentice Hall, 22 ed., 1996.



ESTATISTICA USANDO EXCEL / LAPPONI ELSEVIER

e No grafico esquerdo da segunda linha, ndo ha relacao entre as variaveis, r=—0,01. Os pontos formam
uma nuvem sem nenhuma tendéncia.

e No grafico direito da segunda linha, as amostras tém uma fraca correlacao negativa, r=—0,32, apre-
sentando uma nuvem de pontos com ligeira tendéncia de declividade negativa.

e Na terceira e ultima linha, o grafico da esquerda mostra que as amostras tém uma boa correlacao
negativa, r=—0,85. Coeficientes de correlacdo inferiores a esse valor e se aproximando de -1 mos-
trariam uma forte correlacao negativa. A maioria dos pontos esta proxima de uma reta com declivi-
dade negativa.

e No grafico direito da terceira linha, as amostras tém uma correlacao negativa perfeita, r=—1. Os pon-
tos estdo em uma mesma reta com declividade negativa.

FIGURA 6.6
Simulador de

Correlacdo.

Alguns cuidados com os resultados

E importante ter em mente duas caracteristicas do coeficiente de correlacao:

e Mantendo os mesmos pares de valores, a permutacdo das variaveis nao altera o resultado do coefi-
ciente de correlacdo ry, =tyy.
e O valor r,, ¢ uma medida da tendéncia e da forca da relacdo linear entre as variaveis X e Y.

Quando uma cozinheira varia a dosagem de fermento na producao de pao e consegue um melhor sa-
bor, pode-se concluir que a melhoria do sabor foi causado pela nova dosagem de fermento. Nesse caso,
ha uma relacao causa-efeito. Contudo, em geral, uma forte correlacao nao é sinonimo de uma relacao
causa-efeito entre as amostras ou variaveis. Ha situacdes em que um coeficiente de correlacao proximo
de um ou de menos um nao significa que a maioria dos pares de valores esteja contida em uma reta.
Como serd mostrado, o simples conhecimento do coeficiente de correlacio nao é suficiente devido a
anomalias na dispersdo dos dados, sendo recomendado construir o grafico de dispersao das amostras
para melhor compreender o resultado.



6 /| CORRELACAO

FIGURA 6.7 Simulacédo de valores do Coeficiente de Correlacdo de duas amostras.

Correlacao e causalidade

As caracteristicas descritas anteriormente mostram que o coeficiente de correlacao nao mede a relacao
causa-efeito entre as variaveis, apesar de essa relacdao poder estar presente. Por exemplo, uma correla-
cao fortemente positiva entre as variaveis X e Y nao autoriza afirmar que variacoes da variavel X provo-
cam variacoes na variavel Y, ou vice-versa. O coeficiente de correlacdo sozinho nao identifica a relacdo
causa-efeito entre as duas varidveis; entretanto, na regressao linear, a relacao causa efeito é definida no
inicio da analise. Em alguns casos, a relacao causa-efeito pode ser provocada por um ou mais fatores
ocultos, uma variavel nao considerada na analise. Por exemplo, suponha que o numero de vendas dia-
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rias de um jornal e a producéo didria de ovos tenham uma forte correlacao positiva. Nao se pode afir-
mar que o aumento da producao de ovos seja a causa do aumento do nimero de jornais vendidos, nem
que o aumento do numero de jornais vendidos resulte no aumento da producao de ovos! Para compre-
ender a forte e positiva correlacao, devem-se procurar fatores ocultos, por exemplo, o aumento de ri-
queza da populacao, que resulta em aumento de demanda dos dois produtos ao mesmo tempo, jornais
€ OVOs.

Anomalias do coeficiente de correlacao

Se o coeficiente de correlacao for igual a mais um, os pares de valores das variaveis fazem parte de uma
reta com declividade positiva. A medida que os pares de valores se afastam dessa reta, o coeficiente de
correlacao diminuird de mais um em direcao a menos um, passando pelo valor zero, simulacao que
pode ser facilmente realizada com o modelo Simulador de Correlacao apresentado na secdo anterior.
Quanto a essaimagem de linearidade, vocé deve tomar alguns cuidados, pois ha casos em que um coefi-
ciente de correlacao proximo de um ou de menos um nao significa que a maioria dos pares de valores
esteja contida em umareta. A seguir, comentamos alguns casos registrados com mais detalhes na plani-
lha Anomalias, incluida na pasta Capitulo 6.

Coeficiente de correlagao proximo de +1
A Figura 6.8 mostra alguns casos comentados a seguir.

e Os pares de valores estdo contidos numa curva crescente, por exemplo, como a funcao matematica
2 s . . . . ..
Y =0,10 % X mostrada no grafico esquerdo da primeira linha da Figura 6.8. Nesse caso, o coeficien-

te de correlacao das variaveis X e Y no intervalo 1<X<10 ¢ igual a 0,97.
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FIGURA 6.8 Anomalias no resultado do coeficiente de correlagao.

e O coeficiente de correlacao dos pontos do grafico da direita da primeira linha da Figura 6.8 ¢ 0,92. Um dos
pares de valores é um dado suspeito, (90, 90), pois ele esta bastante afastado dos demais pares que estao
distribuidos, formando uma nuvem de pontos com coeficiente de correlacdo pequeno, proximo de zero.
Essa forte correlacio positiva é provocada pelo dado suspeito que gera uma forte tendéncia positiva.

e Se o primeiro par de valores (90, 90) registrado no intervalo B18:C18 da planilha Anomalias for
substituido pelo novo par (9, 32) mais proximo da nuvem de pontos, o coeficiente de correlacao
diminuird para préximo de zero.
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e No grafico esquerdo da segunda linha da Figura 6.8, os dados estao distribuidos em dois grupos com
r=0,98. Em geral, amostras de populacoes diferentes podem provocar essa situacao, os dois grupos
geram uma tendéncia de declividade positiva nesse caso.

Coeficiente de correlagdao préximo de zero

O coeficiente de correlacao das variaveis do grafico direito da segunda linha é igual a zero com um dado

suspeito, pois apenas um par esta completamente afastado dos demais pares que estao contidos numa

reta com declividade positiva. Removendo o dado suspeito, o coeficiente de correlacao seraiguala +1.
Analisemos as consequéncias dessas anomalias:

e Embora sejarecomendado excluir os dados suspeitos, esses dados nao devem ser simplesmente des-
prezados. Deve-se dar a devida atencao a causa de tais anomalias, pois esses dados suspeitos podem
ser Uteis para descobrir a causa dessa ocorréncia.

e Aescalados eixos dos graficos deve ser escolhida adequadamente. Se a escala for mal escolhida, isso
poderd prejudicar a interpretacao dos resultados. Para evitar que a dispersao apresente tendéncia di-
ferente, levando a conclusoes incorretas, sugere-se que o limite inferior e superior da escala do eixo
sejam proximos dos correspondentes valores minimo e maximo dos dados.

Como concluséo, o simples conhecimento do coeficiente de correlacao nao é suficiente se nao for
construido o grafico de dispersao e, em alguns casos, obtidas outras medidas estatisticas.

Tabelas de covariancias e de coeficientes de correlacao

A covariancia e o coeficiente de correlacido sempre se referem a duas variaveis ou amostras. Quando ha
mais de duas varidveis'®, é possivel aplicar os conceitos estatisticos considerando as varidveis duas a
duas. Nesse caso, as covariancias e os coeficientes de correlacao sao registrados em uma tabela ou ma-
triz de tamanho definido pelo numero de varidveis.'* Para trés variaveis A, B e C, as possiveis covarian-
cias das trés variaveis tomadas duas a duas estao registradas na tabela da Figura 6.9.

A B C
A GA A GA B GA C
B GBA GBB GB C
¢ Sca Ocs Occ

FIGURA 6.9 Tabela de covariancias de trés variaveis.

A tabela da Figura 6.9 pode ser simplificada, considerando que:

e Acovariancia 6, , é a propria variancia de A. Portanto, as covariancias da diagonal principal da tabe-
la sao as variancias das varidveis.

e A permutacio das varidveis nao altera o resultado da covariancia, pois 6, ;=G ,. Como as covarian-
cias da tabela sao simétricas com relacao a diagonal principal, a tabela de covariancias pode ser re-
presentada com a diagonal principal e apenas uma das duas metades, por exemplo, a parte inferior
como mostra a Figura 6.10.

12 Métodos Estatisticos para Melhora da Qualidade de Kume H. — Editora Gente, 1993.
13 Como é o caso da combinacdo linear de varidveis aleatorias, tema do Capitulo 9.

L . . . 1 - n!
14 Para n variaveis, o nimero de covariancias ou coeficientes de correlacao diferentes € igual a C(n,2) =

21(n—-2)!
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A B C
A o,
B [ G,
¢ Sca Ocs Oc

FIGURA 6.10 Tabela de covariancias, simplificada.

A tabela dos coeficientes de correlacao da Figura 6.11 ¢ obtida da tabela de covariancias da Figura

6.10, substituindo G, , pelo seu equivalente r; , e, da mesma forma, as outras duas covariancias. As va-

riancias registradas na diagonal da tabela devem ser substituidas pelo valor um, pois para a variavel A,
2

Csa Oy

por exemplo, verifica-se quer, , = —————= =1
" o,x0, o3
A B C
A 1
B Iga 1
¢ Fea s 1

FIGURA 6.11 Tabela dos coeficientes de correlagao.

Ferramenta de analise Covaridncia

O Excel dispoe da ferramenta de andlise Covariancia para construir tabelas de covariancias, como mos-
trada na planilha Ferramenta Covariancia, incluida na pasta Capitulo 6, com os dados do Exemplo 6.1
registrados no intervalo B3:C13 incluindo os nomes das variaveis. O procedimento da ferramenta de
analise Covariancia é:

e No menu Ferramentas, escolha Anilise de Dados e na caixa de didlogo Analise de dados escolha
Covariancia na lista de Ferramentas de analise. Depois pressione o botao OK.
e Para calcular a covariancia das duas amostras, preencha a caixa de dialogo Covariancia como mos-
tra a Figura 6.12.
e Pressionando o botao Ajuda dessa caixa de dialogo, o Excel apresentara a pagina Sobre a caixa de
didlogo Covariancia pertencente a Ajuda do Excel.

As informacdes que devem ser registradas no quadro Entrada da caixa de dialogo da ferramenta Co-
varidancia sao:

e Intervalo de entrada. Informe o intervalo de células da planilha onde os dados estao registrados,
nesse caso o intervalo B3:C13, que inclui as células nas quais foram registrados os titulos Propagan-
da e Vendas.

e Agrupado por. Selecione Colunas, pois as amostras foram registradas em coluna. Em geral, o Excel
selecionara automaticamente depois de ter informado o intervalo da amostra.

e Rotulos na primeira linha. Tendo escolhido Colunas no item anterior, necessariamente seleciona-
remos Rotulos na primeira linha, pois nas primeiras células das séries foram registrados os titulos
Propaganda e Vendas.
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FIGURA 6.12 Caixa de
didlogo da ferramenta
Covariancia.

No quadro Opcoes de saida, deve ser obrigatoriamente informado um endereco a partir do qual a
ferramenta Covariancia registrara os resultados. Ha trés alternativas excludentes de informar esse en-
dereco, identificadas por trés botoes de opcdo que aceitam a escolha de uma tnica alternativa:

e Intervalo de saida. Os resultados serao apresentados na mesma planilha a partir da célula informa-
da, nesse caso E3. Depois de clicar com o botao esquerdo do mouse dentro da caixa correspondente,

o endereco pode ser registrado digitando E3, ou clicando com o botao esquerdo do mouse na célula

E3. Nesse caso, serd registrado o endereco com os dois cifroes, $E$3. Esse endereco é o da célula su-

perior esquerda da tabela de respostas que a ferramenta construira. Também, o Excel automatica-

mente definira o tamanho da area dos resultados e exibird uma mensagem se a tabela de saida estiver
prestes a substituir dados existentes.

e Nova planilha. Os resultados serao apresentados a partir da célula A1 de uma nova planilha da mes-
ma pasta.

e Se nao for informado nenhum endereco, a ferramenta inserirda uma nova planilha com o nome
Plan seguido de um numero sequencial; por exemplo, escolhendo essa alternativa na pasta Capi-
tulo 6, a ferramenta inserira a planilha Plan1.

e Hd a alternativa de informar o nome da planilha na caixa desta alternativa; por exemplo, regis-
trando o nome Teste, a ferramenta inserird na mesma pasta umanova planilha com o nome Teste.

e Nova pasta de trabalho. Os resultados serdo apresentados numa nova pasta e a partir da célula Al da
planilha Planl.

FIGURA 6.13 Resolucdo
do Exemplo 6.1

com a ferramenta
Covariancia.

Depois de realizar as escolhas e pressionar o botao OK, a ferramenta registra a tabela de covariancias
a partir da célula E3, Figura 6.13. Verifique que a covariancia como as variancias obtidas com a ferra-
menta de andlise Covariancia referem-se a populacao.
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Ferramenta de analise CorrelacéGo

A ferramenta de analise Correlacdo tem o mesmo formato e procedimento operacional da ferramenta
Covariancia. Dessa maneira, serdo apresentadas apenas as diferencas importantes. Para utilizar a fer-
ramenta de andlise Correlacdo, foi preparada a planilha Ferramenta Correlacao, incluida na pasta
Capitulo 6, com os dados do Exemplo 6.1 registrados no intervalo B3:C13, incluindo os nomes das
variaveis. O procedimento da ferramenta de analise Correlacao é:

e No menu Ferramentas, escolha Analise de Dados e, na caixa de didlogo Analise de dados, escolha
Correlacao na lista de Ferramentas de analise. Depois pressione o botao OK.
e Para calcular a correlacao das duas amostras, preencha a caixa de dialogo Correlacao, como mostra
a Figura 6.14.
e Pressionando o botao Ajuda dessa caixa de dialogo, o Excel apresentard a pagina Sobre a caixa de
didlogo Correlacao pertencente a Ajuda do Excel.

Depois de realizar as escolhas e pressionar o botdo OK, a ferramenta registra a tabela de correlacoes a
partir da célula E3, Figura 6.15.

FIGURA 6.14 Caixa de
didlogo da ferramenta
Correlacdo.

FIGURA 6.15 Resolucdo)
do Exemplo 6.1 com a
ferramenta Correlagéo.

l EXEMPLO 6.5
A venda dos produtos tem forte relacdo com as visitas realizadas pelos vendedores aos seus clientes, é o que
afirma o gerente de vendas. A empresa tem onze vendedores e, como regra, eles visitam seus clientes uma vez
por més. Para tentar confirmar sua afirmativa, o gerente preparou a tabela com as visitas realizadas e as vendas
de cada vendedor durante o més passado. O objetivo é verificar se os dados confirmam a crenca do gerente.

Solucéo. Na planilha Exemplo 6.5, incluida na pasta Capitule 6, foram registradas as séries de dados, construido
o grafico de dispersao e calculado o coeficiente de correlacdo das duas amostras, como mostra a figura seguinte.

¢ O gréfico de dispersdo mostra que a maioria dos pares de valores das amostras Visitas e Vendas se aproxima
de uma reta com declividade positiva, confirmando a existéncia de uma relacdo forte entre as visitas dos
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vendedores e as vendas dos produtos oferecidos. Podemos aceitar que mais visitas geram mais vendas, mas
sem poder definir o nimero de visitas.

¢ O coeficiente de correlacdo 0,92 mostra uma forte correlacdo positiva entre as duas variaveis e parece que
confirma a crenca do gerente de vendas.

l EXEMPLO 6.6

Construa a tabela dos coeficientes de correlacio da Tabela de indices de Precos'> registrada na planilha indi-
ces de preco, incluida na pasta Capitulo 6. Embora esses indices tenham metodologias e periodos de cole-
tas de precos diferentes e as séries sejam pequenas, apenas dez dados cada uma, € uma oportunidade interes-
sante para aplicar a ferramenta de analise Correlagcdo e analisar as relacdes entre as séries de indices.

Solucdo. Com aferramenta de anlise Correlacdo, foi construida a tabela dos coeficientes de correlacéo a par-

tir da célula B16 da planilha. Analisemos os resultados de maior destaque:

e A menor correlacdo r=0,26 ocorre entre os indices IPCA-E e ICV, que mostra uma fraca correlacdo entre es-
ses dois indices de preco.

¢ O indice IPCA-E mantém uma baixa correlacdo com os outros indices.

¢ As duas maiores correlacdes ocorrem com os indices IGPM e IGP-DI e IPA-M e IGP-DI.

15 Tabela publicada no jornal O Estado de Sao Paulo, 02 de junho de 2004.
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Problemas

Problema 1

O dono da oficina mecanica regulou seu carro e, em um dia sem muito movimento na estrada, realizou
as medicoes de consumo de combustivel registradas na tabela seguinte para seis velocidades diferentes.
Construa o grafico de dispersao e analise o comportamento das duas variaveis, Velocidade e Consumo.

Velocidade Consumo - Km/I
70 10,2
80 9,7
90 9,1
100 8,3
110 7,8
120 7

Problema 2
Calcule a covariancia da populacao e da amostra da relacao Velocidade e Consumo do Problema 1.

R: Cov(Vel, Con)=—18,75 e Cov(Vel, Con)=—22.5

Problema 3
Calcule o coeficiente de correlacdo darelacdo Velocidade e Consumo do Problema 1 utilizando a formu-
la para os dois casos, populacao e amostra.

R: v=—0,9975

Problema 4

O seguinte trecho foi extraido do jornal:'® “Para cada 1% de aumento no PIB o impacto no nivel de emprego é de
0,4%. ... Entretanto, a criacdo de vagas formais ainda ndo € suficiente para reduzir significativamente o desem-
pregono Pais ... Paraisso o PIB precisaria crescer em média 5% ao ano”. Responda as seguintes perguntas:

a. Qual é o tipo de relacao entre PIB e Emprego?

b. Qual deve ser o impacto no emprego de um crescimento de PIB de 5% ao ano?

R: a) Correlacao positiva. b) 2%

Problema 5

Supondo que durante cinco anos se mantenha a relacao do Problema 4, para cada 1% de aumento no

PIB, o impacto no nivel de emprego ¢é de 0,4%.

a. Construa a tabela com o crescimento do PIB, comecando por 100, e o crescimento do Emprego, co-
mecando por 60, mantendo ambas as varidveis com crescimento anual constante.

b. Construa o grafico de dispersdo correspondente.

c. Calcule o valor do coeficiente de correlacao.

R: ¢) r=0,999991 arredondando r=1

Problema 6

Analisando o resultado do Problema 5, vocé concorda com as seguintes afirmacoes?
a. As variaveis PIB e Emprego tém uma perfeita correlacao positiva.

b. Os pares de dados sao pontos de uma linha reta com declividade positiva.

16 Criacao de emprego acompanha alta do PIB, artigo de Cleide Silva publicado no jornal O Estado de Sao Paulo de 2 de junho de 2004.
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Problema 7

A tabela seguinte registra os retornos das acoes tipo ON e PN de um grupo de empresa. Com esses dados:
a. Construa o grafico de dispersao correspondente.

b. Calcule a covariancia da populacédo e o coeficiente de correlacao.

c. Analise os resultados e verifique se ha algum dado suspeito.

ON% PN% ON% PN%

37,5 20,9 212,5 367,1

45,0 5,4 46,3 6,9

0,0 49,4 11,1 45,4

31,5 31,1 43,0 27,8

-1,0 30,0 67,0 43,1

20,1 28,0 9,4 13,4

R: Cov(ON, PN) =5.083,84 e r=0,8942

Problema 8
Repita o Problema 7, porém sem considerar os retornos da empresa com ON% de 212,5 e PN% de 367,1.

Problema 9

O professor passou para os alunos uma folha com duas séries de dados para calcular o coeficiente de cor-
relacao e explicar o tipo de relacdo entre as duas séries. Seu colega rapidamente calculou o valor do coefi-
ciente de correlacao igual a zero e afirmou que as duas séries nao apresentam nenhuma relacao. Concor-
da com a afirmacao de seu colega de que as duas séries nao apresentam nenhuma relacao? Por qué?

Problema 10

Na tabela seguinte, foram registrados sete pares de valores correspondentes aos resultados de um teste de
aptidao. Com esses dados e sem construir o grafico de dispersao nem calcular o coeficiente de correlacao:
a. Voceé conseguiria definir a relacdo e a tendéncia dessas duas séries?

b. Vocé conseguiria determinar o valor desse coeficiente?

c. Se for possivel, qual o valor do coeficiente de correlacao?

0 6 4 12 8 2 10
B 35 26 29 17 23 32 20

Problema 11

Continuando com o Problema 10.

a. Construa o grafico de dispersao correspondente.
b. Calcule o coeficiente de correlacio.

Problema 12

A diferenca de idades dos irmios Ana e Jodo é de 5 anos. Considerando a série de dados dos anos de
Ana, comecando por 10 e terminando com 15, e asérie de dados de Joao, comecando com 6 e terminan-
do com 11. Sem construir o grafico de dispersao nem calcular o coeficiente de correlacao:

a. Voce conseguiria definir a relacao e a tendéncia dessas duas séries?

b. Vocé conseguiria determinar o valor desse coeficiente?

c. Se for possivel, qual o valor do coeficiente de correlacao?
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Problema 13

Analise a relacdo entre as amostras X e Y registradas na tabela seguinte, sugerindo comecar pela cons-
trucdo do grafico de dispersao.

X 10 15 18 12 9

21 15 12 18 20

Problema 14

Os prémios e precos de exercicios de cinco séries de opcoes de compra com mesmo vencimento estao re-
gistrados na tabela seguinte. Construa o grafico de dispersao, calcule o coeficiente de correlacdo e ana-
lise os resultados.

Prémios | Precos de exercicio
$257,52 $2.100
$99,25 $2.200
$38,17 $2.300
$14,65 $2.400

$5,61 $2.500

R: v=—0,8933

Problema 15

Na planilha Problemas, incluida na pasta Capitulo 6, estd registrada a tabela com a relacao dos dez
maiores e melhores grupos de supermercados no ano 1991, porém sem indicar os nomes das empresas.
Construa e analise a tabela dos coeficientes de correlacio.

Problema 16

Na planilha Problemas, incluida na pasta Capitulo 6, estd registrada a tabela com a relacao dos dez
maiores e melhores grupos de supermercados no ano 1998, porém sem indicar os nomes das empresas.
Construa e analise a tabela dos coeficientes de correlacio.

Problema 17
Tomando como base os resultados e as andlises das empresas do Problema 15, analise a evolucao dessas
empresas entre os anos 1991 e 1998, comparando os resultados de 1998 com os de 1991.
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Apéndice 1
Outra forma de calcular a covariancia

Partindo da férmula da covariancia que repetimos em seguida:

1 N
O xy :Ez(xi —M) X (Y —ly)
i=1

Desenvolvendo o produto indicado temos:

1 N 1 N
ﬁz(xi _MX)X(Yi _MY):EZ(XiYi —X,-Hy _!J“XYi +MXMY)
i=1

i=1

1 N 1 N N N N
EZ(XiHX)X(Yi _““Y)ZN(ZXiYi _in _“y _EH‘XYi +ZI'LXMY)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Simplificando as parcelas do segundo membro temos:

1 N 1 N N N
EZ(XI' —Hx)x (Y, _MY):N(ZXiYi _Myzxi _HXZY+NMX”’)/J
i=1 i=1 i=1

i=1

1< 1<
72(){1 —Ux) XY —Uy) zizxiyi —H M — UMy +Uxly)
Nia N3
Depois de simplificar as trés ultimas parcelas do segundo membro temos:

I ¢ I ¢
72(){1' — Ml ) X (Y _“Y)Zizxiyi —H My

Oxy =
N3 N3

Essa ultima expressdo sera utilizada no Apéndice 1 do Capitulo 9.
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