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Simbologia

Forca
Resultante de um sistema de forgas

T

!

R
I Invariante escalar de um sistema de forgas
ﬁo Momento de uma forca (ou de um sistema de forcas) em relacdo a um pé6lo O

M,, Momento de uma forc¢a (ou de um sistema de forcas) em relacio a um eixo Ou

G Baricentro
m; massa do ponto i
M massa total do sistema

g aceleracio da gravidade (também g tomado como mébdulo)

V volume
A area
¢ linha

p massa especifica
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F Forca
M, Momento de forca
M, Momento de forca em relagdo a eixo
(P —0) Vetor Posi¢do
X Coordenada de posi¢ao, distancia ou

deslocamento

[Nm]
[Nm]
[m]

[m]

Newton

Newton.metro

Newton.metro
metro

metro

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecéanica 1 - Notas de Aula — Sistemas de Forcas — revisao 6 Pagina 4



ESCOLA POLITECNICA DA UIVERSIDADE DE SAO PAULO

Formulario

(F.P) (- 0y TP =0)
— Yiih
Y, my(P;, — 0)
N —_ =
B . (G—-0) M
R == Z i
i=1
N
Mo =) (P, = 0)AF,
i=1 Mu = _)0 ﬁ

l
l
l
IS l
Il
M=
=<
~
+
M=
=
~
+
M=
=
=

MOI R = MO ' R) =1 i=1 i=1 i=1
R MO —
(H-0)=———+AR com A€R
R
— v 'R) R) — Mo’ﬁ
" IR| IR] R|
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Definicdo de Forca

,,,,,,,,,,,/"lLinha de acao da forga

P / Forca: representagao da acao de um corpo sobre outro.

 Tem intensidade.
* Tem diregao.
* Tem ponto de aplicagao.

E bem representado matematicamente por um par
vetor e ponto de aplicagao:

(F.P)

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecéanica 1 - Notas de Aula — Sistemas de Forcas — revisao 6

Pagina 6



Momento de uma forca em relacao a um polo: representagao da tendéncia
que uma forca tem de fazer o corpo passar a girar em relagao a um ponto.

* Tem intensidade.

* Tem sentido de rotagao.

* Quanto mais longe a linha de ag¢ao da forga estiver em relagdao ao polo
maior é o efeito da tendéncia de girar.

* Efeito depende apenas da linha de a¢ao da forca e ndao do ponto de
aplicagao da mesma, isto é, a for¢a pode ser deslocada em cima da sua
linha de agao que o efeito continua o mesmo.

* Invertendo a for¢a inverte-se o sentido de rotagao.

E bem representado matematicamente por um vetor resultado de um
produto vetorial:

My = (P-0)AF |Mo| = |(P — 0)||F|sené

E um vetor livre no espago. Apenas por convengio costuma-se representa-lo graficamente com origem no polo
considerado.

E simultaneamente ortogonal a forga e ao vetor (P - O).

A dire¢ao do vetor indica o eixo em relagao ao qual surgiria o efeito de rotagao e o sinal indica o sentido deste
efeito de rotagao utilizando-se a regra da mao direita.
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* Demonstragao de que o efeito depende apenas da linha de
acao da forga e ndo do ponto de aplicagdo da mesma, isto é,
— que a forca pode ser deslocada em cima da sua linha de agao
qgue o efeito continua o mesmo:

" F
1> 9’ , _ e
M) Mo = (P~ 0)AF

A_ e P |My| = |P — 0||F|send = |F|.d
e (i
0 0:5?___ %
N * Deslocando a forca em cima da sua linha de agdao chegamos
d <z P\(Pt 0) no mesmo resultado:

My,=(P' —0)AF

/Linha de acao da forga . . S
|My| = |P' — O||F|sen6’ = |F|.d

Define-se aqui “ d ” como sendo o “braco da forca”, qual seja, a distdncia da linha de a¢do da for¢a até o polo
considerado

d =|P — O|senf = |P' — O|sen®’
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F.
2 5 Sistema de Forcas: é um simples conjunto de forgas.
1
P, > Resultante de um Sistema de Forcas: é a simples soma vetorial
Py RI das forgcas que compoe o sistema.
PINCF PsNU F . .
* Observe que a Resultante definida desta forma NAO é uma

forga pois nao tem ponto de aplicagao, isto é, € um vetor
livre no espaco.

Algebricamente:

E

~

N
R=)
—

L

Onde N é a quantidade de forgas envolvidas no sistema.
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|5 - Momento de um Sistema de Forcas em relacdo a um Polo: é a
1 Mo simples soma vetorial do momento de cada for¢ca em relagao
P, / aquele Polo.
Py
N N
Algebricamente: — = —
p; \Fl P3\F3 i=1 i=1

Onde N é a quantidade de forgas envolvidas no sistema.

E um vetor livre no espago. Apenas por conveng¢io costuma-se
representa-lo graficamente com origem no polo considerado.

F,
O momento de cada for¢a em relagao ao polo é F; M 5
ortogonal a ela. P,
Entretanto, o momento do sistema de forcas em P, a B
()

relacdo ao polo forma um angulo qualquer com a
direcdo da resultante do sistema de forcas!

O angulo a é qualquer! P; \Fl Ps\lig
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Apenas para exemplificar que 0o momento de sistema de forgas em relagdao a um polo pode formar um angulo
qgualquer em relagdo a direcdo a resultante (isto é, ndo necessariamente ortogonal), considere o sistema de

forgas ilustrado constituido por 3 forgas.

Veja que, para esta situagao ilustrada tomada como exemplo, o momento do sistema de forgas calculado em
relagdo a diversos polos assume diversos angulos em rela¢ao a dire¢ao da resultante, sendo que, quando
calculado em relagao ao ponto B, resulta até paralelo a dire¢do da resultante.

F (—F,4) , (Fj,B), (-FkC)
F R=—Fj+Fj—Fk R=—Fk ﬁ®
A a a
@C B ]
F M, = ai A (—FE) + 2al A (F)) = —aF] + 2aFk
2a Mg = —ai A (=F]) + ai A (F]) = 2aFk M, @
Mg = —2ai A (—F]) — al A (—FE) = —aFj + 2aFk

My = (—al + 2a)) A (—=F)) + 2aj A (—Fk) + (al + 2a)) A (FJ) = —2aFi + 2aFk
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Sistema de Forcas Concorrentes — Teorema de Varignon

Forgas concorrentes sao aquelas cujas linhas de agdao tem um ponto de concorréncia Q em comum.

Teorema de Varignon: “O momento de um sistema de forgas concorrentes em relagao a um determinado polo
pode ser dado pelo momento da resultante, suposta aplicada no ponto de concorréncia das forgas, calculado

em relagao ao mesmo polo”.

As forgas Q-0)
podem ser Qi 0

deslocadas em 4 --------- ._—yﬁ ------- Qg}
cima de suas VR P; 3 :
linhas de acdo Pi\
até que seus
pontos de
aplicagao
coincidam no

N N
ponto de MO=Z(Pi_0)/\ﬁi=Z(Q—0)/\ﬁi=(Q—0)/\
i=1 i=1

F,= | Mp=(Q-0)AR

M=

concorréncia.

=1
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Formula de Mudanca de Polo para o momento de um sistema de forcas

Digamos que ja calculamos o momento de um sistema de forgas em relagdo a um polo e queiramos conhecer
agora o momento em rela¢gao a um novo polo. Ou calculamos novamente pela definigao ou podemos utilizar a
férmula que segue, que calcula o momento em relagdao ao novo polo em fungao daquele momento ja

conhecido.

N
FZ — -
: Mo =) (=0 AF,
i=1
N

P2 MO’ -
Py =2(Pi—0+0—0’)/\1~1-
i=1

N N
0 =2(Pi—0)/\13i+2(0—0')/\13i
i=1 i=1 N

= Mo+ (©0—-0)A ) F,
i=1

M, =M, + (0 —0) AR

Pela formula de mudanca de polo verifica-se

. z - - — —
facilmente que, quando a resultante é nula, o quandoR =0, My, = M,
momento é invariante para mudanca de polo.

Pagina 13
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Invariante escalar do momento de um sistema de forcgas

“A proje¢ao do momento de um sistema de forgas em relagao a um polo qualquer na dire¢dao da resultante é
um invariante”.

Em outras palavras: Mudando-se o polo, muda-se o momento do sistema de forgas, entretanto a projecao do
novo momento na dire¢ao da resultante permanece a mesma!

Da férmula de mudanca de polo:

My, =M, + (0 —0") AR

— -

M, -R=M,-R+(©0—-0)AR-R

F,
Fy
P, /
Py

Pi\ii P3\1i3

—
.

Mo,'}_é: 0ﬁ=1

I (Invariante escalar)

R
________________ s S S
| =0 ] =1 Volte ao exemplo 1 e confira o invariante
s R — R escalar dos diversos calculos de momento em
0°'1= = MOI = relacdo a diferentes polos. A componente na
|R| |R| direcdo da resultante mantém-se inalterada!
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Momento de uma forca em relacdao a um eixo: representag¢ao da tendéncia
que uma forga tem de fazer o corpo passar a girar em relagao a um eixo.

* Tem intensidade.

* Tem sentido de rotagao.

* Quanto mais longe a linha de agao da forga estiver em relagao ao eixo
maior é o efeito da tendéncia de girar.

* Efeito depende apenas da linha de a¢ao da forca e nao do ponto de
aplicagao da mesma, isto é, a for¢a pode ser deslocada em cima da sua
linha de agao que o efeito continua o mesmo.

* Invertendo a for¢a inverte-se o sentido de rotagao.

E dado por: M, =M, 1

E uma grandeza escalar.
Um valor positivo indica efeito de rotagao no sentido positivo do versor do eixo utilizando-se a regra da mao
direita. Um valor negativo indica efeito de rotagao no sentido contrario ao do versor do eixo.
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Z s = - - T
> F = F F F
- (F.P) Y+ Ej+ Fk
Z —
AR P =Py, 2)
| M,=(P—-0)AF
My = (x1+yj + zk) A (F + E,J + Ek)
> g M, = xFyE — xF,J — yE.k + yE,T + zF, ] — zF,1
k )} x
= 4 . — N 5 iR
/0] e v Mo = (yF, — zE, )T+ (2F, — xE,)] + (xE, — yE)k
/ Y Mo = M@+ Myj + M,k
X
M, = yF, — zE,
M, = zF, — xF,
M, = xF, — yF,

Conclui-se que, para uma decomposi¢ao da forga segundo um sistema de eixos ortogonais:

* se acomponente da forca é paralela ao eixo considerado, ela ndao causa momento em relagao a ele;

* sealinha de agao da componente da for¢a cruzar o eixo (braco nulo), ela ndo causa momento em relagdo a ele;
* o momento de uma for¢ca em relagdao a um eixo é dado pelo mdédulo da forga multiplicado pelo seu brago;

* osinal é positivo ou negativo, dado pela regra da mao direita, indicando o sentido da tendéncia a girar.
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Regra da mao direita para determinar o 7 A

Z A sentido de momento de for¢a em relagao a + _
eixo: /_ \
E, * Alinhar o polegar com a diregdo do eixo;
A E * Alinhar os demais dedos na dire¢do e /— >
? sentido da forga, colocando-os do mesmo 7 \ F y
lado que a forga esta em relagdo ao eixo
(isto é, acima ou abaixo, a direita ou a . >
esquerda). 0 y
» Polegar apontando no sentido do eixo =
momento é POSITIVO
> F Tl . .
k )} x » Polegar apontando no sentido contrario
5> z . do eixo = momento é NEGATIVO Al .
> > ernativa:
#0 ] X y i Olhe o eixo de frente.
’ Eixo » Caso a forga cause uma
/ y tendéncia de rotagdo num
X | 'I-I'm corpo imaginario no sentido
"-,I 3 anti-horario = momento é
1 POSITIVO
e N
" | —
ﬁ,—lr* '-.H__ » Caso a forga cause uma
M, = yF, — zF, [~ \l — tendéncia de rotagdo num
M, = zF, — xF, = = corpo imagindrio no sentido
M, = xF, — yF. ¥ horario = momento é
z y x Forca NEGATIVO
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. . ~ - 7 L
Definicdo de Binario

Binario é um sistema de forgas constituido por um para de forgas opostas.
Forcas opostas sao forgas que tem linhas de a¢ao paralelas mas sentidos opostos.

A resultante de um binario é nula.
O momento de um binario é invariante para mudanca de polo.

1
I
M=
-

~
Il
e

(F,P)

(—F,Q) Bof_

T

\ -
=]
[l
ol

N
Mo =) (P—0)AF,
i=1

My =P —-0)AF +(Q—0)A(=F)

Mo =P —-Q)AF O momento do binario é
independente do polo O!
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Escolhe-se um ponto O qualquer arbitrario para ser o polo de redug¢ao do sistema de forgas.

Uma forga genérica pode ser “reduzida” para o polo O, preservando-se os seus efeitos, da seguinte forma:

-

Fy

=]}

(R,0)

Demonstrando-se assim que a forma mais geral a que um sistema de forgas pode ser reduzido é constituido

por uma forga, que é a resultante do sistema de forgas aplicada no polo de redugao, mais um binario.

Refor¢ando que angulo entre a resultante e o binario, em geral, é qualquer!
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Casos Particulares da Reducao de um Sistema de Forcas:

Caso mais geral: (R,0) ; M,

12 Caso particular: Sistema nulo. Sistema equilibrado. Sistema equivalente a zero. Caso trivial.

Pela férmula de mudanca de polo verificou-se ja
- — — — . .
R=0 - MO =0 anteriormente que, guando a resultante é nula, o
) 7. .
momento é invariante para mudanca de polo.
Sendo assim, ndo foi sorte termos escolhido o polo
O que anulou 0 momento, pois para qualquer polo

22 Caso particular: Sistema equivalente a um binario. teriamos o mesmo resultado.
= - — - Pelo mesmo comentario acima, resultado este
R=0 ) MO *0 invariante para mudanca de polo.

32 Caso particular: Sistema redutivel a apenas uma forga (isto é, sem o binario).

quandoﬁ;t(_)) ;Mo +0 mas I=M0-§=0=3E/ME=6

Nesta situacdo, quando o invariante escalar é nulo, isto &, quando a resultante é ortogonal
ao momento, demonstra-se que existe um conjunto de pontos E tais que: M’E =0

Estes pontos E formam uma reta paralela a direcao da Resultante.

Neste caso o sistema pode ser reduzido entao a apenas uma forga aplicada em um dos pontos E. (ﬁ E)
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Demonstracao da existéncia dos pontos E quando 1 =0 :

Quer-se demonstrar que, quando: I = IWO ‘R=0=3 E/IWE =0

Da formula de mudanca de polo: M’E — Mo +(O=E)A R=0

(E-0)AR =M,

Observeentdoque M, L R = M,-R=1=0 satisfazendo a condigdo do 3¢ caso particular.

E uma equagio vetorial do tipo: XAU=7T
Que't int lucio: ﬁ’ AV (Veja resolugdo desta
ue tem a seguinte solugao: %= S b com 1€R equagio vetorial em
|u|2 pagina que segue).
Assim: RAM, .
(E-—0)=——=+4AR com A€R
R|

Sendo que os pontos E formam uma reta paralela a dire¢dao da resultante.
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Solucado da Equacao Vetorial X Au = v

Dada a equac3o vetorial: XANU=7D 3 /

Sendo i e U conhecidos e X incégnita. u

Tém-se: TR 7
X1v

|X||u|send = |v|
7|

|l

= |X|senf =

= ~ e o . — -

X deve entao ter duas componentes, uma paralela a 1 e uma perpendicular simultaneamentea u e v.
. . |9

A componente perpendicular a i e ¥ tem médulo ar

Podemos obter um vetor perpendicular a % e ¥ pelo produto vetorial i A ¥. Dividimos pelo médulo de |i|? para

ajustarmos ao modulo desejado.

A componente paralela a i pode ter qualquer médulo e sentido.

— -

uAnAv

X=——+AU com 1ER
|2

As extremidades dos infinitos vetores solu¢do formam uma reta paralela a .
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Lugar geométrico de minimo momento — Eixo Central

Para um qualquer sistema de for¢cas sempre ha um conjunto de pontos em relagao aos quais o
momento do sistema assume um valor minimo.

Este conjunto de pontos forma um lugar geométrico que é uma reta paralela a dire¢ao da resultante.
Esta reta @ denominada “eixo central” do sistema de forgas.

O 32 caso de redugao é um caso particular do eixo central onde este valor minimo de momento é zero.
Para casos mais gerais o momento entiao é minimo mas diferente de zero.

Decompondo o momento em duas componentes, uma paralela a resultantes e outra perpendicular a

ela: - N
B - MO == NO + LO
N, Mo . . . _
O Invariante escalar nos diz que a componente paralela a resultante nao varia
com mudanga de polo.
Sendo assim, se desejamos procurar pontos H em relagao aos quais o
a > momento do sistema de for¢as € minimo, s nos resta procurar pontos que
0 Zo R anulem a componente perpendicular a dire¢ao da resultante:
(H—0)AR=M,—aR
. i - RAM .
Cuja solugdo ja nos é conhecida: (H-0)=— 20 +AR com 1€ER
R|
7 . . — i * }_?) }_?) — M . ﬁ - 4 MO ‘ R
E 0 momento minimo ficadadopor: | 3, = —2 — M,=—2"R |MH| ==
TR | TR A
R| |R| IR|
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Exercicio 1

Para o sistema de forgas ilustrado, pede-se determinar:

a) aresultante;

b) o momento em relagdo ao polo C (ponto médio entre A e B);
c) verificar se o sistema é redutivel a apenas uma forga;

d) calcular o momento minimo;

e) determinar o eixo central.

2F 4

T

A
A 4

Resolva inicialmente de forma literal e depois calcule numericamente os resultados para:

F = 15[N]
2

a=0,2[m]
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Exercicio 1 (continuacéo)

Para o sistema de forgas ilustrado, pede-se determinar: N
a) aresultante; 5 R . .
b) o momento em relagdo ao polo C (ponto médio entre A e B); R = F; = —Fj+ 2Fj
c) verificar se o sistema é redutivel a apenas uma forga; =1
d) calcular o momento minimo; S S
e) determinar o eixo central. R=Fj
N
— s a'_> - a’—) -
2Fa MC=Z(Pi—C)AFi=——l/\—F]+—l/\2F]
i=1
F —, 3a -
4 MC == 7Fk
Y @ — - 3a - > o =g
4 C B E* [=M,-R=—Fk-Ff=0= | 3E/Mg=0
3a 2 Sim, é redutivel a
R apenas uma forga!
< 2 > - —
) : RAM ,
(E-0C)= _)ZC+AR com A€ R
— R|
Para: R = 15] [N]
o = Fj A 3a Fk
F =15 [N] c= 4,5k [Nm] (E — C) = |F|22 + AF]_) com A E€R
=0,2 v I
a=02[m] =0 [Nm] >
(E*—C)=O,3?[m] (E—C)=7?+,3]_) com [ €R
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Exercicio 1 (continuacéo)

2F 4
ﬁ Verificando:
. . Mgz =(A—E) AN(—=F))+ (B —E)A2FJ
sistema de forgas original . a ) M, = —2ai A (=F) + (—al) A 2F] = 0
A 4 °
A C B
R=Fj
. . _, 3a -
sistema reduzido para o =_Fk
€72
polo C e b .
C
eixo central
¢ R=Fj
sistema reduzido para o
eixo central o o . .
C 3a E
lﬁ 2 >
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Sistemas de Forcas Paralelas

Sistema de Forcas Paralelas é um sistema constituido por um

u B conjunto de forgas cujas linhas de agao sao paralelas entre si.
Py /
P3

-

, A onde F; = hju
F2 Fi ( i l) i i
P/ P/ U é o versor que da a dire¢3o do sistema de forcas paralelas.
i
N N N
R):Zﬁlzihlﬁﬁ 1_2)= Zhl u
i=1 i=1 i=1

N N N
Mo=Z(Pi—0)/\ﬁi=Z(Pi—0)/\hiﬁ=> M, = Zhi(Pi—O) AU

Rld e MpyLi= | I=M,-R=0

Verifica-se que o invariante escalar é nulo e que entdo estamos no 32 caso particular de redugdo: | 3C/M, =
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Sistemas de Forcas Paralelas — Centro de Forcas Paralelas

Verificou-se que o invariante escalar é nulo e que entao
estamos no 32 caso particular de reducao:

. Da formula de mudanca de polo:
R — — - -
M=My+(0—-C)AR=0
7 (C—0)AR=M,
P} / N N
‘p, (C=0) A Zhi 7= Zhl(Pl—O) AT
¢ =1 i=1
Pg p; N N
‘ Zhl(C—O) AT = zhi(Pl—O) AT
1=1 i=1
N N
Zhl(C—O) - Zhi(Pl—O) yh;
i=1 i=1
Tomando-se a solu¢ao que independe da dire¢ao do sistema de forgas N
. e . - h;(P;, —0)
paralelas, mas sim depende apenas da distribuicao espacial dos escalares (C—0) ==t 1
h; , define-se o Centro de Forcas Paralelas (observe que ele é apenas um §V=1 h;

ponto em particular do eixo central do sistema de forgas paralelas):
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Para corpos de dimensao pequena quando comparados a dimensao da
Terra, podemos considerar o sistema de forgas peso distribuidas no

P; volume do corpo como sendo um conjunto de Forgas Paralelas.
Ps 1 - Os escalares sao o pesos de cada ponto.
J lm3g g A direc¢ao é aquela do campo gravitacional.
mg G O centro de forcas paralelas é chamado BARICENTRO ( G ), centro de
P, P; massa ou ainda centro de gravidade.

O corpo pode girar em relagao ao campo gravitacional que o Baricentro
nao muda de posi¢ao em relagao a distribuicao espacial dos escalares,
myg m; g pois ele nao depende da dire¢ao do campo gravitacional, mas apenas
desta distribuicao espacial dos escalares, que sao as massas dos pontos.
Podemos reduzir entao o sistema de forgas peso a apenas uma forga, a
resultante do sistema, que é o peso total do corpo, aplicada no seu centro
de forgas paralelas, que é o baricentro.

-

(ﬁi,Pi) ) onde F; =m;g

M =
'M =
)

U

~|

Il

<

Q,
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Para massas em pontos discretos:

Para um corpo:

Para corpo homogéneo de massa especifica p:

Xg

(G-0)===
M x ?,:1 m;Xxi
G . M
Em um sistema de coordenadas cartesiano, sendo O a origem: G =(x¢,Y¢,2¢) Ve = iziwmiy‘
?I=1 m;z;
Jy xdm 26 M
Xg = T
P—-0)dm
- 0y=2 M) _Jy ydm
Ya M
zdm
Zg = —fv
M
dm = pdV M = pV
_ J, xav Para corpo . Jy xdA Paracorpo . J, xd¢
v homogéneo bi- G A homogéneo uni- | *¢ ?
. . i ional
_Jy yav dimensional Jy ydA ;:Itl’r;(::)ﬂona _J, yat
= v (chapa) Y6 = A Y6 = P

Ve
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Propriedades do Baricentro

A: Propriedade Associativa

my(G; — 0) + my(G, — 0) + -+ my(Gy — 0)
m1+m2+‘”+m1\]

S (G-0) =

Gy

B: Propriedade Subtrativa

(G—0) = my(G; — 0) —my(G, — 0) + -+ my(Gy — 0)
ml _m2 +°"+mN
i (0 )

C: Propriedade de Corpos Simétricos
Havendo algum elemento de simetria (eixo ou plano), o baricentro estara sobre ele.
Havendo mais de um elemento de simetria, o baricentro estard na interseccdo deles.

D: Propriedade de Corpos Convexos
Sendo o corpo convexo, o baricentro estard dentro do volume do corpo.
Sendo o corpo nao convexo, o baricentro podera estar fora do volume do

corpo.
Corpo convexo: todo plano tangente ao corpo o deixa em um mesmo semi-

espago.
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Exercicio 2

Pede-se demostrar que o baricentro de um triangulo localiza-se a um tergo da altura até a base.

‘1
w| =

Resolva inicialmente de forma literal e depois calcule numericamente os resultados para:
h = 0,6 [m]
b = 0,4 [m]
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Exercicio 2 (continuacao)

Iremos calcular a coordenada y do baricentro (y.) conforme o sistema de coordenadas cartesiano indicado:

y 4 _Jy ydA
Ye =7 ¢

tem mesma coordenaday.

dy A
y $ dA = xdy
\ 4 > h
0 x _fo y xdy
ox ve =g
Por semelhanga de tridngulos: ﬁzh—y:x=w=b_b_y
b b h h
h b h h
_foy(b—%)dy_Zf y o _2(yr 2 m\_ (11
Y6 = bh “R] O Y =T 75| TR\ T 273
> 0 0
y =ﬁ p/h =06 [m] Por analogia: xG=é
G 3 yG=012 [m] 3

Definindo uma fatia de altura infinitesimal como elemento infinitesimal
de area de integracao, assim todos os pontos do elemento infinitesimal

p/b = 0,4 [m]

x¢ = 0,133 [m]
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Exercicio 3

Pede-se determinar a posi¢ao do baricentro do setor de arco delgado ilustrado.

Resolva inicialmente de forma literal e depois calcule numericamente para:

T
R = 0,6 [m] t =0,01[m] g = §rad = 60°
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Exercicio 3 (continuacéo)

Aproveitando a propriedade de corpos simétricos, sabemos que o baricentro estara sobre o eixo vertical:

N G = (x6,¥6) = (0,y6)
Sy ydA
\ Ge Y = A
R
04
W dA = Rtda A = 2RtB
0 > y = Rcosa
_f_BB(RCOSQ)(th“) _ R |ﬁ _ R (—8)) = _ Rsenp
Ve = 2RLG —zﬂsena_ﬁ—zﬁ(senﬁ sen(—pf)) Yo = 3

Para: R =10,6 [m]
t =0,01 [m] 0,6<
pe &/
_ " — 00 n
p = 3rad 60 3

= Ye = 0,496 [m]
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Exercicio 4

Pede-se determinar a posi¢ao do baricentro de % de circulo.

Resolva inicialmente de forma literal e depois calcule numericamente para:

R = 0,6 [m]
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Exercicio 4 (continuacao)

Aproveitando a propriedade de corpos simétricos, sabemos que o baricentro estara sobre a diagonal ilustrada:

vt

rdA

A

Definindo uma fatia em arco, de largura infinitesimal, como elemento
infinitesimal de area de integrag¢ao, assim todos os pontos do elemento
infinitesimal tem mesma coordenada .

dA = : 2nrdr = l7trdr
4 2

0 r X Ja calculamos em exercicio anterior a posi¢ao do baricentro de um arco:
< > |< \/E
dr rsenf =T 2V2r
Tearco = —5— Aqui: f = 45%  Assim: TGarco = T TGarco = -
7
R 2\/77") 1 R
fO ( T (771'1’617‘) 4\/§f0R r2dr 423 4+/2R
= = = - =
G mR2 TRZ 3nR2 |, |7¢ T " 3n
4
_V2_ 4R
Ye = 2 G Y = 3—7_[
4R = —
Pela simetria, Xg =Y; = | x, = — p/R=06[m] | (xgys) =(0,255,0,255) [m]
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Exercicio 4 (continuacéo)

Outras possibilidades:

y‘r yn
Y A
dy R
A a
y y da
Y > \ 2 7 2R/3 .
O = »
oox 7 ° & )
< >
Jy ydA Jy ydA
Yo =g Yo =T g

Tentar essas formas alternativas
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Exercicio 5

Considere o sistema matenal
mdicado na figura, composto por uma placa plana
ABCDEFGH, de espessura desprezivel, e uma barra
vertical A/ fixa ngidamente a placa. O sistema esta livre no

espaco. A placa plana ¢ homogénea e tem peso —Pk. A
barra vertical tem peso desprezivel. Sobre este sistema
material também atuam as seguintes forgas: (ﬁB,B),
(F;, G), (Fy, H), (F, 1), com F, = Qk, F; = —Qi, Fy =
20j, F, = —20Qi — Qj. Determine:

(a) Mostre que o centro de massa da placa plana

ABCDEFGH é o ponto M = (£1L,22L,0).

(b) A resultante R e 0 momento resultante H?A no polo 4.

(c) A relacdo que deve exastir entre P e () para que o momento resultante em torno do eixo Ay seja nulo.

(d) A relacdo que deve existir entre P e (J para que o sistema de forgas aplicadas possa ser reduzido a uma
unica forca.

(e) A momento minimo do sistema de forgas, considerando que P e Q satisfacam a relagdo obtida no item
anterior.
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y

G

G

Exercicio 5 (continuacéo)

 Ay(xg,) + 4z(x6,) — 4A3(x6;) _ 36L7(3L) + 18L2(4L) — 4L%(5L)

AL+ Ay — A, 3612 + 1812 — 412

_ A (v6,) + A2(¥6,) — As(¥65) _ 36L2(3L) + 18L2(8L) — 4L2(7L)

A+ A, — A 3617 + 18L% — 417

16
xG =?L
112
Ve =E
Zg = 0
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Exercicio 5

F, = —Pk + Qk — QT+ 2Qj — 20— Qf =| R = —3Qi+ Qj + (Q — P)k

~M2

N N N
ZMAX?+ZMij+ My, k
i=1 i=1 i=1
112 112PL
MAx = —(P) EL + Q(3L) = 3QL - 25

16 16PL
My, = —(Q)(6L) + P <?L> -2Q(3L) =——-120L

= Q(12L) = 120L

_ 112PL\ . (16PL
M, = <3QL - >z+ (— - 12QL>] + 12QLk

25 5
4
ParaMy, =0=> | Q —1—5P
PL 16PL
Paral=M;-R=0= (3(2 >T )(—BQ) + (T_ 1ZQL> (@+(12QL)(Q~-P)=0=> |Q= %P

Como na condigao anterior I = 0 = é imediato que o momento minimo é nulo!
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Duvidem

Pensem

Comuniquem

Perguntem

Cometam erros

Aprendam dos seus erros

... e mais importante,
Tenham alegria em aprender.

Estupidez:
Vocé pensa que sabe tudo, sem questionar.

Inteligéncia:
Vocé questiona tudo que vocé pensa que sabe.

Aproveite cada minuto,
porgue o tempo néo volta...
O que volta é a vontade de voltar no tempo.
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