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Operador Densidade

P

No estudo de processos incoerentes, ou dissipativos, é necessario usar uma descricdo
estatistica dos estados quanticos. Para isso, é conveniente expadir o formalismo de
vetores de estado, visto até agora, para ir além da descricdo de estados puros e in-
cluir estados fisicos construidos através da mistura estatistica dos estados puros. Isso
é feito usando o conceito de operador de densidade, no lugar dos vetores de estado
(ou fungBes de ondas), na repesentagdo do estado quéantico. Esse formalismos per-
mite facilmente construir distribuicdes estatisicas de estados quanticos, e usar a mesma

formulacdo matematica tanto para estados puros como misturas estatisticas.

Ensembles e mistura estatistica de estados puros

Os cursos introdutdrios e livros textos tradicionais de mecanica quintica ndo costumam
enfatizar o suficiente o processo de medida. Quando o fazem, a énfase se limita a
destacar caracteristicas que sdo marcadamente diferentes do caso classico, geralmente
envolvendo estados de superposicdo, mas frequentemente limitam-se a estados puros e
(artificialmente) bem definidos. Isto & mesmo no caso de estados de superposi¢do, os
coeficientes sdo conhecidos sem incertezas associadas. Situacdes reais, no laboratério,
raramente s3o assim, mesmo quando ignorados os (inevitaveis) processos de decoeréncia
dos estados quanticos envolvidos.

Para entender a motivacdo e necessidade do operador densidade é importante lembrar
que ha dois tipos de indeterminismo na mecanica quintica. Um deles é intrinseco ao
processo de medida, mesmo quando o estado do sistema é totalmente definido (i.e.,
todos os coeficientes sdo conhecidos), enquanto o outro tipo vem da indetermina¢o do
préprio estado quantico, que, em geral, ndo é perfeitamente conhecido. Para perceber
melhor a distincdo e as implicacdes disso, vale considerar alguns exemplos.

Exemplo 1

Considere um sistema de dois niveis, com uma base ortonormal de estados estacionarios
Iny = {|1),|2)}, e um conjunto {|¢1),|v2),|13)} de trés possiveis estados do espaco
de Hilbert no qual esse sistema pode ser preparado:
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1) = 1)
) = I2)
oy = L2

Suponha que o sistema seja preparado em um desses estados e um observador deseja
determinar o estado, sem saber a priori qual estado foi preparado. E evidente concluir
que o observador terd que fazer muitas medidas, mesmo que tivesse a seu dispor um
medidor extremamente preciso, pois uma Gnica (ou poucas) medida n3o permite(m)
determinar completamente o estado. Mesmo apés varias medidas repetidas com a
mesma resposta, ndo se pode garantir que a seguinte sera igual as anteriores.

Por exemplo, se as primeiras medidas resultassem no estado |1) n3o se poderia excluir
totalmente o estado |¢3). Para chegar a alguma conclusdo, é necessario realizar um
grande nimero de medidas e construir uma estatistica dos resultados, para associar uma
certa probabilidade py de que o sistema tenha sido preparado no estado |1/;), bem como
determinar a incerteza associada a medida. Quanto maior o nimero de medidas, maior
a confianca e, por consequéncia, menor sera a incerteza sobre o resultado correto.

Naturalmente, para que N medidas possam ser feitas de forma independente, é neces-
sario "reiniciar"o estado (i.e., repetir a preparagdo idéntica do estado) antes de fazer
novas medidas, para que as condicdes sejam as mesmas. Alternativamente, pode-se
imaginar uma colegcdo de N sistemas idénticos (ensemble) preparados todos da mesma
forma e fazer as medidas em cada um desses sistema. Se apds as medidas observa-se
aproximadamente N/2 medidas em cada um dos dois estados {|n)} da base, pode-se
ter alguma confianga de que o estado preparado é |1)3).

No caso deste exemplo, a indeterminacdo é intrinseca a natureza do sistema quantico,
e n3o estd relacionada a incertezas das medidas em si. Mesmo que o sistema fosse
perfeitamente preparado no estado |13), e medido em um aparato extremamente preciso,
a incerteza (An) final sobre os estados |n) seria da ordem An o 1/v/N, inversamente
proporcional a raiz quadrada do nimero de medidas.

Note que a incerteza An é de natureza classica, associada as informacdes obtidas através
das medidas, refletindo a indeterminagdo com relagdo aos estados |n). Essa segunda
indeterminacdo, portanto, é do segundo tipo, e ndo tem nada a ver com a natureza
quantica do sistema.

Assim, se apés um namero muito grande de medidas tivermos confianca que o sistema
foi preparado, por exemplo, no estado ), podemos calcular o valor médio de um
certo observavel, como a energia, e determinar que (E) = (F1) = (¢1| H |¢1). Mas, se
soubéssemos que € o estado 3, terlamos (E) = pi(E1) +pa(Es), e p1 = p2 = 3.

Exemplo 2

Considere agora um ensemble do mesmo sistema, preparado de forma que metade dos
sistemas estdo no estado [¢)1) e a outra metade no estado [¢)2). Neste caso, embora os
resultados de algumas medidas possam ser idénticos aqueles do estado |¢3), a situagdo
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fisica é bastante distinta. E importante destacar que a distincdo se da n3o apenas pela
presenca do ensemble (i.e., multiplos sistemas) versus o caso de um dnico sistema.
Pois, poderiamos preparar um Gnico sistema metade das vezes no estado |¢/;) e a outra
metade no estado |¢)5). Da mesma forma, poderiamos escolher quaisquer conjuntos
de porcentagens pj, para os estados |ty), para imitar os coeficientes de um estado de
superposicdo equivalente.

Na verdade, ha inimeras situacdes que poderiam se construidas, como, por exemplo,
ter 25% em [¢1), 25% em |1¢2) € 50% em [1)3); ou 10% no [1);1), 10% em [1h2) e 80% em
|13), etc... Todas essas composicdes resultariam, por exemplo, no mesmo valor esperado
(valor médio) da energia (E) = 1/2((E;) + (E5)), ou na mesma probabilidade de
encontrar o estado |1). A diferenga estd na natureza fisica dos estados de superposi¢do
coerente e de mistura estatistica classica, que s3o fisicamente bem distintas.

A questdo agora é: como generalizar a forma de calcular o valor esperado de qualquer
estado, seja um estado puro ou uma mistura estatistica? Outra quest3o relacionada,
e bastante relevante, € como expressar, em geral, esses estados de mistura estatistica
(i.e., ndo apenas calcular os valores esperados) para calcular qualquer grandeza fisica
relevante? Como, por exemplo, determinar a evolugdo temporal (dindmica quantica).
Seria desejavel também, se possivel, tentar encontrar um formalismo unificado capaz
de representar essas diferentes situacdes fisicas, bem diversas. E justamente isso que a
ferramenta operador densidade se propde a fazer.

Definicao

Dado um conjunto de estados puros {|iy)} e probabilidades pj, (tal que p;, € R : [0, 1])
associadas a esses estados, o operador densidade (p) é definido por:

P= prlte) (Uil
k
onde >, pr =1 e (Vi vw) = 1.

Estado de mistura (mixed states)

Podemos pensar no estado de mistura estatistica como uma colecdo de estados puros,
seguindo uma certa distribuicdo de probabilidades. Aqui, vale lembrar o caso descrito no
Exemplo 2, que agora pode ser expresso facilmente nessa definicio do operador.

E facil verificar que essa definicdo n3o s6 reproduz e generaliza o resultado dos valores
esperados (valores médios) de um operador (qualquer), como a energia, por exemplo,
mas também unifica a notacdo, permitindo representar também estados puros, usando
os mesmos procedimentos de calculo, como sera discutidos adiante.

Os estados de mistura podem ser misturas parciais ou completas (quando todos os esta-
dos tém a mesma probabilidade). Assim, se a dimensdo do espaco for n, a probabilidade
de cada esta estado sera p, = 1, Vk € {[¢n)}.
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Estado puro

Se o estado do sistema é totalmente conhecido (pelo menos em principio), com pro-
babilidade p, = 1, temos um estado puro. O operador densidade de um estado puro
também pode ser facilmente escrito a partir da definicdo, como o produto diadico (pro-
duto externo, ou projetor) do vetor estado:

No caso de dimensdo 2, na representa¢do matricial 2 x 2
o P11 P12
p =
P21 P22
De forma mais explicita, no caso do estado |¢)) = ¢; |1)+c2 |2), isso corresponde a
2
p— ac acy \ [ lal? ac
= = 2 ).
20y CoCh c2Cy |eal

n

No caso mais geral, [¢)) = Y7 ¢; |i),

lel]? s ... cch

el eol® .. eac
p _=

CnC} |

p= lealPli) (il + ) cci1i) (il
i=1

i#j
—_———

populagdes coeréncias

onde o primeiro termo representa as populacdes e o segundo termo as coeréncias.

O significado dos elementos da diagonal principal é bastante claro. Para entender o
significado dos elementos fora da diagonal principal pode ser atil lembrar a representacio
polar dos coeficientes complexos, onde ¢; = |¢;|e~. Dessa forma, temos que o produto
¢; ¢ = |egl|e;le%~%) corresponde a relagdo de fase (coeréncia) entre os termos. Uma
relacdo de fase definida é o que permite a observacio do fenémeno de interferéncia
quantica. Se todos os termos fora da diagonal principal sdo nulos, ndo ha relacdo de
fase entre as componentes do estado e, portanto, ndo ha coeréncia quantica, o que
corresponde a situagdo de maxima mistura (estatistica) dos estados.

E importante lembrar, porém, que a representacio matricial depende da base utilizada.
Portanto, para determinar a pureza do estado a melhor medida é observar o valore de
Tr(p?), que representa um invariante do operador, e n3o depende da base.
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Propriedades

1. O operador densidade é Hermitiano p = p'
2. Os autovalores do operador densidade satisfazem 0 < \; <1
3. O trago de qualquer operador densidade é sempre unitario, Tr(p) = 1
4. O traco do quadrado do operador mede a pureza do estado, sendo
1
S < T <1
n
5. Para estados puros, Tr(p?) = 1
6. Para estados de mistura estatistica, Tr(p?) < 1
7. Num espago de dimensdo n, o estado de maxima mistura tem

1 1
p=-1,eTr(p?) =~
n n

8. O valor esperado (valor médio) de um operador A & dado por
(A) = Tr(pA) = Tr(Ap)

9. O operador densidade é positivo, (p) >0

10. A evolugdo temporal é descritas por transforma¢des unitarias
~ ~ p - o B S
p(t) = Ul(t, t,)p(to)U'(t,t,), onde U(t, t,) & solugdo de k2 = [H, p]

Postulados

Por razdes didaticas, os postulados foram primeiro apresentados em termos de vetores
de estado. Porém, introduzido o formalismo (mais geral) de operadores densidades, é
possivel reescrever os postulados no novo formalismo, como indicado abaixo

Postulados resumidos da mecéanica quantica (versdo op. densidade)

1. O estado de um sistema fisico é descrito pelo operador densidade
P =D, Pk |k (Yr|, em um espago de Hilbert complexo.

2. Medidas de observaveis fisicos sio representas por operadores Hermitianos
A=A =53 450 ).

3. Os possiveis resultados de uma medida sdo autovalores do operador (ob-
servavel) correspondente.

4. A probabilidade de medir m em uma medida M, de um sistema fisico no
estado p é dada por p,, = Tr(p M,,).

oot
5. O estado p6s medida é dado por p,, = %.

6. A evolucdo temporal de um sistema quantico fechado é descrita por trans-

formacdes unitarias aplicadas no operador densidade )
p(t) = Ul(t,t,) p(t,) Ut(t,t,), onde U(t,t,) & solucdo de % = +[H, p].
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Vetor de Bloch

Para um sistema de dois niveis (espaco de Hilbert de dimenso 2), sempre é possivel
escrever o operador densidade na forma

1

onde o vetor 7 = (r,, 1y, 7,) € chamado de vetor de Bloch e representa o estado do
sistema. O vetor & = (0, 0,,0,) € um vetor composto pelas matrizes de Pauli

(01N (0 =i\ (1 0
2=\10) %=\ o) %7 \o0 -1 )

As componentes do vetor de Bloch s3o dadas por

e =Tr(pbz); 1,=Tr(pby); 1.=Tr(p6G),

e a magnitude do vetor ¥ mede a pureza do estado

|7]| = 1 — estado puro
17 <1 .
- |7]] <1 — estado mistura

1)

Figura 1: FEsfera de Bloch, com um vetor de Bloch representando o estado |1).
Estados puros correspondem ao pontos na superficie da esfera de raio unitdrio,
enquanto pontos internos representam estados de mistura (nao puros).

Essa abstracdo adicional, fornecida pelo vetor de Bloch, fornece um mapa que permite
representar qualquer estado (puro ou mistura) de um espaco H? de Hilbert de dimens3o
2 espandido (pois inclui mixed states, que n3o sdo vetores do espaco H?) através de
um mapa H? — R3, em termos de um vetor no R?. Esse “homeomorfismo” & atil para
visualizar processos e protocolos quanticos envolvendo qualquer sistema fisico de dois
niveis. Alguns exemplos bem conhecidos sdo: g-bits, spin-1/2, polarizacdo de fétons,
atomos de 2-niveis, etc.
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