FUNDAMENTOS DA MECANICA DOS MATERIAIS E DAS ESTRUTURAS

Apresentacio:

Este material foi preparado como suporte a disciplina de pos-graduacdo Fundamentos
da Mecanica dos Materiais e das Estruturas do Departamento de Engenharia de Estruturas da
Escola de Engenharia de Sao Carlos da Universidade de Sao Paulo. Tanto a disciplina quanto
o material aqui apresentado t€ém o objetivo de colocar o aluno da pés-graduagao em contato
com uma linguagem mais adequada do que aquela apresentada na graduagdo, para o
desenvolvimento cientifico do comportamento mecanico das estruturas e dos materiais.

Alguns conhecimentos adquiridos na graduagdo associados a diversas disciplinas
como a fisica, a matematica, a mecanica dos sélidos, a estatica das estruturas e a dinamica,
serdo revisitados e organizados tendo em vista o entendimento do objeto de estudo.

Este material ndo dispensa a leitura de outros textos e serd mais bem aproveitado
quando for lido pelo aluno antes da aula ministrada. Desta forma, as davidas levantadas e os
exemplos a serem resolvidos em sala de aula poderao ser fortemente enriquecidos.

Muitas solucdes dos problemas apresentados foram adaptadas do livro "Teoria da
Elasticidade" de Timoshenko e Goodier e certos aspéctos didaticos foram inspirados no livro
"Elasticity - Tensor, dyadic, and Engineering Approaches" de Chou & Pagano..

Espero que os alunos aumentem seu interesse pela mecanica das estruturas e estejam
preparados para os proximos passos de suas pesquisas.

Boa leitura,

Humberto Breves Coda, janeiro de 2015.



1. Vetores, matrizes e tensores

Os conceitos de escalar, vetores e matrizes sdo muito explorados nos cursos de
graduacdo. Porém, a defini¢do de tensores ndao ¢ abordada com a atengdo necessaria para a
continuidade dos estudos em nivel de pds-graduacdo. No que segue algumas defini¢cdes
simples sdo apresentadas, com maior aten¢do aos procedimentos operacionais do que aos
aspectos teoricos. Sera feito uso do sistema de coordenadas cartesianas para se introduzir as
defini¢des e operagdes. Comentdrios pertinentes serdo feitos quando a notagdo aplicada (ou
introduzida) for suficientemente geral para englobar operagdes em qualquer sistema de
referéncia. Neste curso, em geral, escalares sdo niimeros reais ou inteiros (quando usados em
indices) representados por letras minusculas (gregas ou nao).

Sabe-se que coordenadas de pontos formam um conjunto de 2 niimeros para o espaco
bidimensional ou 3 nimeros para o espago tridimensional, ver figura 1.1a. A representacdo de
um ponto, ou sua posicdo, ¢ semelhante a representacdo de vetores, porém nem todas as
operagdes definidas para vetores sdo validas para pontos, a menos que se adote uma origem e
se defina o vetor posicdo como sendo a diferenca entre a posi¢ao do ponto e a origem,
conforme figura 1.1b.

Assim, o vetor posicao relativa entre dois pontos pode ser definido como a diferenca entre
as posicdes de dois pontos, veja figura 1.1b. Neste texto um vetor é representado por uma
letra contendo uma seta sobrescrita, como V , outra representa¢ao do vetor, utilizada aqui, ¢
um conjunto de coordenadas dispostas verticalmente. Essas duas representacdes sao
usualmente conhecidas dos alunos de graduacao, entretanto, uma representagdo adicional,
devida a Einstein, ¢ aqui apresentada. Essa consiste em uma letra (nimero real — coordenada)

com um indice inferior que indica a componente do vetor (ou do ponto), por exemplo:

Vl

V=V, [=V, (1.1)
V3

A X AX,
P = .
P=(x.x) r=Q-P=g-v
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q
LN >
(a) Posicao (b) Vetores posigdo e posicao relativa

Figura 1.1 — Representag@o bidimensional de pontos e vetores



Outras grandezas vetoriais sdo importantes para a mecanica dos materiais e das estruturas

como, por exemplo, a forca F a velocidade VouvVea aceleragdo V oou V. Algumas

operagoes realizadas com vetores devem ser lembradas.

1.1. Soma:

Para efetuar a adi¢ao de dois vetores basta somar suas componentes, por exemplo:

C, a b, a, +h,
c=da+b < |c, |=|a, |+|b, |=|a,+b, &  c=a+h (1.2
C, a, b, a, +b,

A ultima expressdo indica que cada componente de C ¢ a soma das componentes

—

correspondentes de @ e b, exatamente igual a segunda expressdo. Ou seja, a notagio
indicial (muitas vezes chamada apenas de tensorial ou de Einstein) ¢ uma forma compacta de
se escrever a notagdo aberta no sistema cartesiano. Deve-se comentar que a simbologia usada
para descrever vetores na forma V ¢é chamada notag¢ao vetorial ou matricial compacta, mas
também pode ser usada na notacdo tensorial dyadica, a ser introduzida neste texto. A
diferenga entre as duas estd relacionada a maior facilidade de se introduzir tensores e suas

operagdes na notagdo dyadica do que na notagdo vetorial.

1.2. Subtracao:

Para subtrair dois vetores basta subtrair cada componente, por exemplo:

~ C, q bl al_bl
c=da-b o c, |=|a |-|b [=|a-b, &  c=a-b (13)
C; a b3 a‘3_b3

Comenta-se ainda que o produto de um escalar por um vetor ¢ feito multiplicando-se cada

componente do vetor pelo escalar. Na expressao (1.3) pode-se definir a subtracdo como a

soma do vetor & com o vetor oposto a b , ou seja —b , oriundo da multiplicagdo de b pelo

escalar (-1).

1.3. Produto interno ou produto escalar.

Este produto entre vetores ¢ usualmente chamado de produto escalar, pois seu resultado ¢

um escalar. Na notacdo dyadica este produto ¢ chamado de contragdo simples, pois retira um



indice de cada ente (no caso vetor) envolvido na operagdo quando representado em notagao
indicial. Assim,

g,
g = (Vl WV, ’V3)' 9, |= \7-@ =V,.0, +V,.0, +V;.0; =V;g; = gV, (1-4)

9;

a=\V

Na expressdo (1.4) a ¢ o escalar resultado da operacio, a expressdo V' ¢ conhecida da
graduacdo e ¢ aqui classificada como nota¢do matricial ou vetorial, o sinal de transposto pode
ser usado ou ndo e, quando utilizado, a auséncia do sinal produto escalar (ponto centralizado
na linha) ¢ comum como no conhecido produto matriz vetor. Deve-se comentar ainda que um
ponto ndo no centro da linha, mas na base da linha, continua sendo o sinal de multiplicacao
entre escalares e também sera utilizado quando se desejar multiplicar um vetor por um
escalar.

Também ¢ observada na expressao (1.4) a notagdo matricial expandida, muito conhecida
¢ usada, porém pouco econdmica. Ja a notagdo V-J ¢ definida neste material como notagdo
dyadica e também pode fazer uso do sinal de transposto quando for conveniente. A expressao
V,.0,+V,.0, +V;.0, ¢ efetivamente a operagdo realizada e a expressdao V;J; ¢ a notagdo
indicial onde o indice repetido indica soma.

E importante notar que & ndo possui indice e, portanto, os indices contidos nos vetores
g e V desaparecem na operacdo. Esse fato é representado na notagdo diadica pelo ponto (- ).
Uma conclusdo direta da notagdo indicial ¢ a comutatividade do produto escalar, ou seja

Vg, =gV, que também ¢é identificada na expressao expandida

Viig, tV,.0, V5.0, =0, V, +0,V, + 0, ;.

1.4. Base

Na figura 1.1 definiu-se posi¢do e vetor posi¢ao usando um sistema de coordenadas
cartesianas. Em textos de algebra linear haveria uma discussdo sobre bases geradoras do

espago tridimensional baseada em vetores. Assim, ¢ importante definir no sistema cartesiano

a base ortonormal. Esta ¢ constituida pelos vetores unitarios (versores) €' (ou 1 ), € (ou i )e

& (ou k ) que geram os eixos coordenados, veja figura 1.2.
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(a) Base ortonormal (b) Componentes de um vetor V

Figura 1.2 — Base ortonormal — Componentes

Cada coordenada de um vetor ¢ um escalar. Se cada escalar (coordenada) é multiplicado
pelo versor gerador do correspondente eixo coordenado criam-se trés vetores (componentes)
cuja soma resulta no vetor original, ou seja:

i

V=V, &' +Vv,8’+v, 8 =V, 8

: (1.5)

Pensando em coordenadas a expressao (1.5) € facilmente demonstrada. Primeiramente as

coordenadas dos versores geradores sao

1 0 0
g§=0 g =1 §'=0
0 0 1 (1.6)
Assim:
1 0 0 v, 0 0 v,
V=V |0 [+V,| 1 [+V;] 0= 0 |+|V, [+|0 |=|V,
0 0 1 0 0 A v, (1.7)

Outra conclusdo interessante resulta do produto escalar entre um vetor e os versores da

base ortonormal,

—

V-g'=v, V-8 =v,, V-6 =v, (1.8)

ou seja, o produto escalar de um vetor pelo versor gerador do espaco resulta na sua

coordenada.

Em muitos textos, ao invés de se omitir a base e se trabalhar com as coordenadas dos
vetores, mantém-se a base como na expressao (1.5). Na opinido deste autor, este rigor

matematico € excessivo e dificulta a operacionalidade da notacao indicial.



1.5. Modulo ou Norma Euclidiana de um vetor

Da figura 1.1 pode-se calcular o comprimento ou mdédulo de um vetor posi¢do relativa

como:

|F|:\/(XIQ_X1P)2+(X2Q—X;)2+(X3Q—X3P)2 :\/|’12+r22+r32 :\/E:ﬁ (1.9)

Substituindo-se a diferenca das coordenadas dos pontos pelas coordenadas do vetor
posicao relativa, observa-se que o comprimento do vetor posi¢do ¢ a raiz quadrada da soma
dos quadrados de suas coordenadas. Usando notacdo indicial fica claro que o produto escalar
de um vetor por ele mesmo resulta no quadrado de seu modulo, que ¢ finalmente
representado em notacdo dyadica no final da expressdo (1.9). Se o vetor ndo fosse relativo a
posicdes, mas, por exemplo, forca, as coordenadas teriam unidade de forca e o modulo
representa a intensidade desta forga.

Assim, dividindo-se um vetor por seu méddulo encontra-se o versor que indica a sua

direcao ¢ sentido.

~ vV V.
T ou = (1.10)
v N

O vetor original pode ser escrito pelo produto entre seu modulo e o versor correspondente:
vV =|v|.7 (1.11)

onde o produto de um escalar por um vetor ¢ aqui indicado por um ponto na base da linha.

1.6. Cosseno diretor e outras implicacoes

Definido o moédulo de um vetor, pela figura 1.3 pode-se concluir que as coordenadas do
versor que indica sua dire¢do e sentido sdo os cossenos diretores, ou seja, os cossenos dos
angulos formados pelo vetor e a base ortonormal ou eixos coordenados. Algebricamente

chega-se a esta conclusdo abrindo-se a expressao (1.10), como:

_Vi_ VN _ Vs -
771_|\7| cos(7), n, ] cos(7,), 7 ] cos(;) ou 7, \/W cos (7, ) (1.12)
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Figura 1.3 — Cossenos diretores — representacdo bidimensional
Uma implicagdo importante da defini¢do dos cossenos diretores ¢ que o produto escalar
entre um vetor e o versor coordenado pode ser escrito a partir das equagdes (1.11) e (1.8)
como:

=k —

V€ =|V|77-6“=|V|.n, =|V|cos(y,) (1.13)

Se, ao invés de realizar o produto do vetor V. com um versor da base(é k) se escolher

realizar o produto de V com um vetor § =|§| & ndo unitério na diregdo e sentido de &",
encontra-se:

V-g=v-&“|g|=|v||d|cos () (1.14)

Como a escolha da posicao da base no espago tridimensional ¢ arbitraria, a formula (1.14)

¢ geral, ou seja,

V-§ =|V||g|cos(») (1.15)

e o valor do produto escalar entre os dois vetores pode ser avaliado pelo produto entre seus
modulos e o cosseno do angulo formado entre os dois vetores. Assim, uma forma de se

determinar o angulo formado entre dois vetores quaisquer no espago pode ser dada por,

<i
Q) («©Q

___ GV (1.16)

%
al (v )(9,9,)

g-
v

Além disso, caso um dos vetores seja unitario, a equacao (1.15) resulta na projecao do

cos(y)=

<l

vetor nao unitario na direcao e sentido do versor adotado.

1.7. Tensores

Para os objetivos deste texto, antes de se definir outras operagdes com vetores, deve-se
esclarecer que escalares, vetores e matrizes sdo casos particulares de tensores. Para se definir
0 que ¢ tensor basta dizer que vetor ¢ um tensor de ordem 1 (um), escalar ¢ um tensor de

ordem 0 (zero) e matriz ¢ um tensor de ordem 2 (dois). Assim, a ordem de um tensor ¢

7



definida pelo numero de indices que este apresenta na notagdo indicial. A dimensdo do
tensor, tal como do vetor ou da matriz, estd associada a dimensdo do espaco (euclidiano)
onde este for definido. Por exemplo, um tensor de ordem 1 e dimensao 4 ¢ um vetor (ordem
1) com quatro componentes (dimensio 4), ou seja, definido em R*.

As aplicagdes da mecanica dos materiais e das estruturas sdo, em sua grande maioria,
definidas no R®, assim, a dimensdo dos tensores envolvidos (menos os escalares) ¢ trés. Em
notagdo indicial isto indica que os indices variam de 1 até 3. Na notacdo dyadica ou na
notacdo vetorial, um tensor ndo ¢ expresso de forma tdo simples, pois um tipo de letra
diferente deve ser usado para cada ordem de tensor. Neste texto, para as notacdes dyadica ou
vetorial, uma matriz (tensor de ordem 2) serd definida por uma letra maitscula sem seta
sobrescrita, ja um tensor de ordem 4 serd definido por uma letra maitscula em negrito. Na
mecanica dos materiais e das estruturas, em geral, ndo ¢ necessaria a utilizacao de tensores de
ordem 3 ou de ordem superior a 4, caso isto seja necessario, um comentario formal serd feito
para notacdo dyadica. Entretanto, tensores de qualquer ordem sdo facilmente representados
na notac¢do indicial, pois, como j& comentado, sua ordem ¢ igual ao nimero de indices. Veja

os exemplos abaixo:

A = a; Matriz ou tensor de ordem 2 (1.17)

B & By, Tensor de ordem 4 (1.18)

A dimens3o destes tensores deve ser definida através de uma escrita do tipo
I,],k,£=1,3, neste caso os tensores possuem dimensdo 3. Tensores de ordem igual ou
superior a 2 podem ter dimensdes diferentes em cada indice, mas este fato ndo ¢ comum na

mecanica dos materiais.

1.8. Contragao simples

Como comentado anteriormente, o produto escalar ¢ uma contragao simples entre dois
tensores de ordem 1 (vetores). Porém, os produtos conhecidos como matriz-vetor, matriz-
matriz também sdo contragdes simples.

As expressdes da tabela 1 possuem o mesmo significado, mas estdo escritas em notagdes

diferentes,



Tabela 1 — Algumas contragdes simples em diferentes notagdes

Vetorial ou Matricial Dyadica Indicial

V=Ag Vv=A-g V, = a0,
C=AB C=A-B C., =a4b;,

vV =BCa v=B-C-a vj:bjkckka[
C'=B'A C'=B"-A Cx = yb;, =b;,a

C =&aBvV (incompleto)

C=4a-B-V (incompleto)

G, = bijkévkaj = ajbijkevk

Sugere-se ao leitor que verifique a ultima expressdo da linha 4 da tabela 1 como exercicio

em notacdo indicial. Como dica, realize a operacdo conhecida para uma matriz 2x2 e depois

aplique a férmula indicial para todos os termos.

A operagdo da ultima linha da tabela ndo pode ser representada de forma completa pelas

notagdes matricial ou dyadica, faltando informagdes com respeito a qual espaco (indice) a

contragao ocorre.

1.9. Contracao dupla (ou superiores)

Aproveitando-se a perfeita adequacdo da notagdo indicial & descricdo das contracgdes,

define-se contragdo dupla como a operagdo tensorial que elimina dois indices dos dois

tensores envolvidos. Da mesma forma, quando a contragao ¢ tripla, trés indices desaparecem

e assim sucessivamente. Veja os exemplos apresentados na tabela 2.

Tabela 2 — Algumas contragdes duplas e triplas em diferentes notagdes

Vetorial ou matricial Dyadica Indicial
- A=B:C (incompleto) a; =Dy, Cy,
- a=A:B:C (incompleto) | a=ayb,,c,

S=A:B:C' (incompleto)

B= aijbijkkckk = aijb'jekcke

V=B:2 (incompleto)

Vi = bijkemijk

V =2 : A(incompleto)

Vi =My.ay




Nos exemplos das ultimas duas linhas da tabela 2 foi usado um tensor de ordem 3
chamado 27 e comentou-se que a operacdo estd incompleta na notacdo dyadica pois ndo se
pode informar qual o espago que foi contraido. O mesmo se pode dizer de todas as operagdes
apresentadas que envolvem contragao dupla, a menos que para cada operagdo se informe
explicitamente qual espago contrai com qual espago. Esta operagdo estd explicita na notagdo
indicial. Em geral, textos que utilizam apenas nota¢do dyadica contam com o bom senso do
leitor.

Apesar da notagdo indicial ser mais completa e dar origem com maior naturalidade as
operacdes tensoriais, ela ¢ limitada a representacdo em coordenadas cartesianas. Quando
outro sistema de coordenadas ¢ utilizado a notacdo dyadica, mesmo com suas limitagdes, sera

adotada.

1.10. Produto tensorial

Novamente, aproveitando-se da nota¢do indicial, o produto tensorial ¢ aquele que mantém
o nimero de indices dos tensores envolvidos na operagdo, por exemplo:

A=V®g (dyadica) = a; =V;g; (indicial) (1.19)

Matematicamente representa uma operagdo onde o produto cartesiano entre os espacos,
no caso da expressio (1.19), foi realizado, ou seja, a operagdo possui dominio no R’ que
contém os vetores V e §, e possui imagem em R’ x R® que compde as nove componentes do
tensor de ordem dois para os problemas tridimensionais da mecanica dos materiais e das
estruturas.

Em notagdo matricial pode-se escrever a operagdo (1.19) como:

v vig, Vvig, V0,
v gt =Y, (91 0, 93) =0, V.0, V,0;|= A (1.20)
V3 Vig, V30, V30,

Em geral, a operagdo produto tensorial aparece de maneira muito natural (e as vezes nem
¢ notada) quando se utiliza notag@o indicial. Porém, nem sempre o produto tensorial ¢ simples
de se perceber em notagao dyadica. Ao longo do texto diversas operacdes estardo presentes

onde estas informagoes ficarao claras.

1.11. Produto vetorial
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Como o proprio nome diz, o produto vetorial ¢ aplicado apenas a vetores, ou seja,
tensores de ordem um. O resultado do produto vetorial entre dois vetores ¢ um terceiro vetor
ortogonal aos vetores originais. Para se definir uma férmula geral para o produto vetorial ¢
interessante se partir das defini¢cdes abstratas das propriedades deste produto para os versores

geradores das coordenadas cartesianas, ou seja,

inj=k jAl ==k Al =0
jak=7 Kaj=-i inj=0 (1.21)
EAT=]7 TAE=—T kak=0

Onde o simbolo A representa produto vetorial e a regra da mao direita ¢ seguida, ou seja,
o sistema de coordenadas definido na figura 1.2 ¢ chamado destro-giro.

De forma geral, o produto vetorial entre dois vetores fica escrito como:

W=VAg (1.22)

E, além disso, como defini¢do abstrata adicional da operacdo, vale a distributiva na soma, ou

seja:

VA(d+b)=VAd+Vab (1.23)
Escrevendo-se os vetores da operacdo (1.22) como definidos na expressao (1.5) e usando

a notacao (T,T,IZ) no lugar de 8%, escreve-se:

Wz(v17+v2]+v3E)A(gIT+gj+gﬁ) (1.24)

Aplicando-se a propriedade distributiva (1.23) e as defini¢des (1.21) resulta:

W= (Vzg3 _V3gz)r+(vsg1 _Vlg3) T+(Vlgz _Vzg1)k (1-25)
Que ¢ regra para célculo do produto vetorial entre dois vetores.

Para verificar que o vetor resultante W ¢ ortogonal aos vetores V. e § basta lembrar que
a escolha da base no espaco tridimensional ¢ arbitraria e, portanto, pode-se escolher uma base
de tal forma que V e § estejam contidos no plano gerado por i e j . Nesta situagio

V; = @, = 0 resultando:
W:(Vlgz _Vzgl)lz (1.26)

Ouseja WL § ew_ LV tal como estabelecido pela definigdo de produto vetorial.
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E de interesse conhecer o significado geométrico do valor do escalar(v,g, —v,g, ). Pela
figura 1.4 sabe-se que:
v, =[V|cos B, v, =|V|senp, g, =|g|cose, g, =|g|sene (1.27)

A
X,

»
»

Xl
Figura 1.4 — Produto vetorial — vista superior

Que substituido em (1.26) e usando a seguinte propriedade trigonométrica

sen @ =(cos f.sena —sen 5.cos ) (1.28)
resulta:
VA g =|V]|g|(send) k (1.29)

Ou seja, o modulo do produto vetorial entre dois vetores representa a area do paralelogramo
formado entre eles, veja figura 1.4. A figura 1.5 também pode ser aproveitada para visualizar

o produto vetorial.
1.12. Determinante e produto vetorial

Uma forma muito comum de se apresentar o produto vetorial é utilizando a expressao

conhecida de Sarrus para célculo de determinantes de matrizes (tensores de ordem 2), como:

vl V2 V3
W=UAG=]0, 0 0s=(V0,~-V0,)T +(v9,—V,0,)T+(vg,-v,9,)k (1.30)
i J kK

Observando-se a figura 1.5, pretende-se calcular o volume do prisma definido pelos

vetores [\7 i ,f]. Ao se realizar o produto vetorial V A § encontra-se o vetor W ortogonal a

estes vetores e com modulo igual a drea da base do prisma. Realizando-se o produto escalar
W-F encontra-se o produto da area da base pela altura do prisma (proje¢do de I na direcao

de W) e, portanto seu volume. Algebricamente fica:
(VAG)-T=([V||g|sen(6))|F|cos(y) = Ah=V (1.31)
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Onde, nesta expressao, A e V sdo escalares e correspondem a area da base e ao volume do

prisma, respectivamente.

Figura 1.5 — Volume do prisma

Em coordenadas expandidas, a expressdo (V A § ) I ¢ escrita como:
V=(VAG)-F=(v,0,-Vi0,)r +(V;9, -V, 9;) 1, +(v,9, —V,, ), (132)
Que significa substituir na expressdo do determinante (Sarrus) a base ortononnal[T,T,IZ]

pelas componentes do vetor I, ou seja:

Vl V2 V3
V =det| g, 0, O, (1.33)
o r, r

1 2 3

Caso um dos vetores envolvidos na expressdo (1.32) ou (1.33) possa ser escrito como
composicao de outros dois (ou de um s0), por exemplo, I esta contido no planode V e G, o
volume do prisma resulta nulo e, portanto, o determinante da equagdo (1.33) ¢ zero. Desta
forma se diz que os vetores sdo Linearmente Dependentes (LD) se o determinante da equagao

(1.33) ¢ nulo, caso contrario sao Linearmente Independentes (LI).

1.13. Tensor Delta de Kronecker

A notagdo indicial ¢ muito importante para os desenvolvimentos desta disciplina, assim a
definicao do tensor identidade de ordem 2 nesta notagdo ¢ apresentada. A ele se da o nome de

Delta de Koronecker descrito como:
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o =1 = =]

I
@
(9]

. ou ainda S,
0; =0 o i#j j

Assim, o produto do Delta de Kronecker por um vetor resulta no proprio vetor e por outro
tensor de ordem 2 resulta no proprio tensor, como:

Vi =04V, e & = 0y (1.34)
1.14. Tensor de permutacio ciclica de Levi-Cevita.

O tensor de permutacdo ciclica de Levi-Cevita ¢ um tensor de ordem 3 que permite
representar o produto vetorial ou o determinante de um tensor de ordem 2 utilizando-se a
notagdo indicial. Quando seus trés indices sdo diferentes entre si e seguem uma das
sequéncias (1,2,3), (3,1,2) ou (2,3,1) seu valor ¢ +1. Quando seus indices sdo diferentes entre
si e seguem uma das sequéncias (1,3,2), (2,1,3) ou (3,2,1) seu valor ¢ -1. Caso quaisquer dos
indices sejam coincidentes, como por exemplo, em (1,1,2) ou (1,3,1) etc., seu valor ¢ 0.

Assim, o produto vetorial da equagdo (1.30) fica escrito como:

W, =& Vid; (1.35)
E o determinante da matriz indicada na equacao (1.33) ¢ dado por:

a=4&,Vv,g;h (1.36)

E interessante observar que as componentes do tensor de Levi-Cevita podem ser calculadas a

partir da base ortonormal escrita como [é Lere ], da seguinte forma:

G -(¢ n) e 1.3

Como treino ao uso da notacdo indicial sugere-se ao leitor que verifique as equagdes

(1.34) até (1.37).

1.15. Rotacao de sistema de referéncia

Um mesmo tensor pode ser representado em sistemas de eixos coordenados (ou bases
ortonormais) diferentes. A diferenca entre sistemas de coordenadas cartesianas ¢ apenas a sua
orientacdo no espaco. Em outras palavras, um tensor pode ser ‘rotacionado’ para que sua

representagao passe de um sistema para outro.
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X

Figura 1.6 — Rotacdo de eixos coordenados — representagdo 2D

Na representagdo bidimensional, veja figura 1.6, o ponto P possui coordenadas
P=(X,,X,) em um sistema de coordenadas ¢ P=(X,X,) em outro sistema. O angulo de

rotagdo ¢ entre os sistemas, no caso bidimensional, é facilmente verificado. Os cossenos

diretores dos versores do sistema inclinado em relagao ao sistema inicial s3o dados por:

n =cosd, n,=send, /,=-send, (,=coso (1.38)

Portanto a relacdo entre as coordenadas do mesmo ponto ¢ dada por:

X n 4| X X non,|X
( 1]:{ ! 1}(_‘] ou inversamente (_IJ={ : 2}( lj (1.39)
X, n, 2, X Xy GG\ %

Alternativamente, considerando o vetor posicdo e a matriz de rotacdo em notacdo dyadica

€SCreve-Se:

ou inversamente X =R"'-X (1.40)

|4

X=R-
Em notacao indicial tem-se:

X =X ou inversamente X =r.X (1.41)

Nas representagdes dyadica e indicial a operacdo tridimensional ¢ idéntica a bidimensional,

apenas sabendo-se que os indices variam de 1 até 3. O vetor unitario correspondente ao eixo

X, sera chamado M e a matriz rotagao fica:

r]l gl ml
R=|n, ¢, m, (1.42)
n3 £3 m3

Pode-se estender a operagdo de rotacao para tensores de ordem superior, por exemplo,
para tensor de ordem 2 escreve-se a seguinte equacdo no sistema de coordenadas original.

V=AU (1.43)
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Para se escrever esta equacdo no sistema rotacionado basta substituir os vetores escritos na

configura¢do original pela primeira expressao de rotagao (1.40),

RvVv=AR-U
(1.44)

Multiplicando-se a equagdo (1.44) por R' resulta:

RU.R-V=R'"A-R-T = V=(R-AR)T = V=Ad (1.45)
Ou seja, a expressao que transforma o tensor de ordem 2 do sistema original para o sistema

rotacionado é:
A=R'"-A-R ou inversamente A=R-A-R' (1.46)
Indicialmente se escreve:

a. = i A, T

i aj ou Inversamente ai' = rik aka r

; » (1.47)
Uma forma alternativa de se provar a formula do giro para tensor de ordem 2 ¢ utilizar a
expressdo (1.19) para se escrever uma matriz genérica e depois (1.41) nos dois vetores

geradores para se escrever a matriz no novo sistema de referéncia.

Na mecanica dos materiais e das estruturas ¢ importante saber como se procede a rotagao
de um tensor de ordem 4. Para tanto, escreve-se a seguinte relacdo entre dois tensores de
ordem 2:

A=G:B (1.48)
Entdo, aplica-se a segunda das equagdes (1.46), ou seja:
R-A-R'=G:R-B-R (1.49)

Nao ¢ possivel continuar a operagdo sem aplicar a notagdo indicial, pois se perde a sequéncia

de espagos contraidos, ou seja:

rik aka: rja = gijmérmﬁ bﬁy réy (150)

Assim, pos-multiplicar a expressdo (1.50) por R representara um produto interno do lado

esquerdo, mas um produto tensorial do lado direito, ou seja:

N A, Fie Yin = Qijme Top bﬂy N, 1, = Fic akr] = Gijme Mg bﬂy r, Vi, (1.51)

Pré-multiplicando-se (1.51) por R' resulta:
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N &, =T, gijm/rmﬂb r.r = a, =r, gijm(,rmﬂb r.r (1.52)

! Br Uy Tin &n Br “ty "in

Rearranjando as posigdes dos tensores (permitido em notagdo indicial), resulta:
agn = (ris Fiy Qijme Vg rﬁy)Eﬁy = ggﬂﬂy bﬁy ou ggnﬁ;/ =l Uiy Qijmemp 1y (1.53)
Recuperando-se a notagdo dyadica escreve-se:
A=G:B com G=R':G:R
(1.54)
Com o tensor de giro de quarta ordem dado por:

R=R®R ou em notag¢do indicial Togey = Vs 10, (1.55)

Como se pode observar, a expressao (1.53) possui mais informagdes do que a (1.54).

Para finalizar, o tensor identidade de quarta ordem deve transformar, por contracdao dupla,

um tensor de segunda ordem nele mesmo, assim,

b =1.40,i05 =6,0,5l.s ou em nota¢do dyadica T=T:N=1:T (1.56)

1.16. Comentarios adicionais sobre notac¢ao indicial

Quando indices repetidos estdo presentes em uma expressao, mas um deles esta entre

paréntesis, a soma nao se aplica, por exemplo:

a,
iy =| &y (1.58)
a3

ou seja, o vetor a ., representa os temos da diagonal do tensor A de ordem 2.

i(i)

Outro caso de interesse ¢ quando o indice entre paréntesis acompanha uma soma

definida:
bii(i) :bm +b222+b333 (1.59)

Finalmente, ¢ convencionado ndo se utilizar os mesmos indices para representar

somas diferentes em uma mesma expressao, por exemplo:

Vi =¢Y, +G,Y,, ¢ melhor que Y, =Y, +GY, (1.60)
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2. Calculo diferencial e diversas notacoes

O célculo diferencial ¢ largamente utilizado nos desenvolvimentos da mecanica dos
materiais ¢ das estruturas, principalmente no que diz respeito a determinacdo das equagdes
diferenciais de equilibrio e na defini¢do das diversas medidas de deformagdo. Assim, ¢
importante que se definam as operacdes diferenciais nas nota¢des mais usuais da literatura, de
forma que o pesquisador esteja apto a entender os principais trabalhos cientificos
relacionados ao tema investigado. Deve-se esclarecer que este texto possui maior
preocupacdo com a parte operacional das defini¢des do que com a precisdo e rigor

matematico das mesmas.

2.1. Func¢io ou campo escalar

Neste item sera abordado o caso particular de fungdes escalares recordando defini¢cdes
importantes do calculo diferencial em vérias variaveis. No item seguinte estes conceitos serdo

estendidos para as chamadas fung¢des tensoriais.

2.1.1. Defini¢coes basicas

Por exemplo, a distribuicao de temperatura f em um corpo é um campo escalar, ou seja,

¢ uma fungdo de R’ - R cujo dominio representa o corpo € a imagem a temperatura.

f:R” > R 2.1
E comum se representar o campo escalar como:
f=1(X,%,%) (2.2)
quando o dominio ¢ bidimensional escreve-se:
f=f(x,x) (2.3)

Uma vantagem em se explicar o campo escalar para um dominio bidimensional ¢ a
possibilidade de se realizar uma representacdo grafica, veja a figura 2.1. Muitas vezes os

estudantes tém dificuldade em entender que ndo é necessaria a existéncia da representacao
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grafica para que as conclusdes extraidas dai sejam validas para qualquer dimensdo de

dominio e imagem.

f(X,%,)

grafico

Figura 2.1 — Representagdo grafica de fungdo escalar

2.1.2. Derivadas parciais - Gradiente

De forma simplista, define-se derivada parcial na diregdo de X, como o limite da

variagdo de f (Xl ,X2) com relagdo a X, mantendo X, constante, ou seja:

f A , —f ’
f'l(Xl’xz)ZE(x“xz):AlxiTo ((x+ xl)AZ((Z) (%,%,)
1 1

(2.4)

A primeira parte da equagdo (2.4) f, introduz a nota¢do indicial para derivadas
parciais. Uma virgula seguida de um indice 1 (por exemplo) indica derivada parcial em
relagdo a X . A segunda notagdo ¢ muito conhecida dos alunos de pos-graduagdo. A terceira
expressdo, a defini¢do em si, mostra o detalhe de que a direcdo em que se mede a variagdo de
f ¢ a diregdo de X, ou seja, na mesma diregdo do versor gerador i . Pode-se representar o

vetor derivada direcional como:

V=" (2.5)

representado no plano (Xl ,X2) que indica direcdo, sentido e intensidade da derivada parcial.
A derivada parcial segundo X, poderia ser definida como a derivada direcional de f na

direcdo do vetor 1 .

Quando derivada parcial € na dire¢do X, tem-se igualmente:

F(%(% +2%)) = f(x,%,)

AX, =0 AXZ

(2.6)
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V,=—] (2.7)

Assim, pode-se construir um tensor de ordem 1 (vetor) chamado gradiente do escalar f

como:

I 1 0 v, of 1 ox, f,
Grad(f)= vf =V, +V, =V, +V, = = = |=f (2.8)
0 1 v, of 1 ox, f,

onde se utilizaram todas as notacdes definidas no capitulo 1. Neste ponto € importante
destacar que a operacdao que define o gradiente de uma fun¢do (escalar ou ndo) aumenta um
indice na expressdo e, portanto, no caso de funcdo escalar, seu gradiente ¢ um vetor (ou

tensor de ordem 1).

2.1.3. Derivadas direcionais

Aplica-se a regra da cadeia para se calcular a derivada de f na diregdo de X, (gerado

por i), veja figura 1.6, como:

a4 Q%Jri%_v n +v,n, =Vf-i (2.9)

6‘ OX, OX,  OX, OX,

onde se usou a primeira expressao de (1.39) para se avaliar 0X; / X;.

Assim, a derivada direcional pode ser calculada simplesmente pelo produto escalar entre o
gradiente de f e o tensor de ordem 1 i (versor) que define a direcdo e sentido da derivada.

Utilizando-se a equacgdo (2.9) em sua forma final, conclui-se, a luz da equacao (1.15),

que a direcdo de maior variacdo de f ¢ a propria diregdo do gradiente de f . Ou seja, o

gradiente de uma func¢do indica a direcdo e sentido de sua maior variagdo em um determinado
ponto. Da mesma forma, a dire¢do de variacdo nula da funcdo segue a dire¢do ortogonal ao

gradiente, ou seja, o gradiente de f é ortogonal a sua curva de nivel. Deve-se lembrar que,
tanto o gradiente quanto a curva de nivel de f estdo contidos no espaco gerador do dominio
da f, ou seja, em uma fungio escalar de R*> — R tanto o gradiente quanto a curva de nivel

estdo contidas em R’.

Exemplo

Neste exemplo pretende-se ilustrar aquilo que foi descrito nos itens anteriores. Seja a fungao
escalar de R* > R:
f(X.%)=% +X (2.10)
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Seu gradiente, também fungdo de (X1 ,X2) , ¢ dado por:

e
Vi = =2 (2.11)
2X, X,

A expressao de uma curva de nivel genérica para a funcao em questao é:
2 2 2
X' +x2 =R (2.12)
ou seja, ¢ uma circunferéncia de raio R.
Obviamente que para este exemplo as curvas de nivel sdo circulares e os versores
ortogonais a estas sdo dados pelos raios (as proprias coordenadas dos pontos sobre a curva)

divididos por seus modulos, ou seja.

1 X | (cosé (2.13)
X]2+X22 X, sené .

Da mesma forma, o gradiente da funcdo f pode ser escrito em fungdo do raio e do

|
Il

angulo ¢ como:

—  [2X cosd
v =| 7 |2 2r[ ©® (2.14)
2X, send

C

Figura 2.2 — Curva de nivel e gradiente genéricos

Na figura 2.2 ilustram-se uma curva de nivel e um vetor gradiente genéricos.
Comparando-se (2.13) e (2.14), ou observando-se a figura 2.2, conclui-se que o gradiente de

f realmente é ortogonal a curva de nivel e sua intensidade vale 2R .

Caso o dominio da fun¢do potencial esteja contido no R’ ndo é possivel fazer um
grafico para a fun¢do, mas suas curvas de nivel serdo superficies no espago tridimensional
(dominio) e seu gradiente serd ortogonal a esta superficie. Para espagos de dimensao superior
nao ¢ possivel se representar grafico ou superficie de nivel, porém o gradiente existe e indica

a direcdo de maior crescimento da fun¢do. Derivadas direcionais sdo dadas pelo produto
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escalar (contragdo) entre o gradiente e a dire¢do (tensor unitario) que se deseje avaliar a

variagdo da fungao.

2.1.4. Giro do tensor gradiente

Se, ao invés de se calcular a derivada direcional na direcao i, conforme a expressao
(2.9), se quiser calcular a derivada na dire¢do de ¢ (ou X,), a partir da figura 1.6 tem-se:

i:ﬂ%+ﬂﬁzvlgl+vzg2:ﬁ'z (215)
672 aXl aY2 aXZ GYZ

ou seja, o gradiente da funcao f avaliado no sistema de eixos ()ﬁ(1 ,Yz) ¢ dado como:

of | &% of 10 =
oo™ “1 ou  VF=R.Wf (2.16)
of 1ax, ) | e, o, |\of 1ox,

Desta forma conclui-se que o gradiente de uma funcdo escalar opera como vetor. A
inversa da equacdo (2.16) € escrita como:
of [ ox n ¢, |[of 10X = =
NI o ou Vi =R-Vf (2.17)
of 1 ox, n, ¢, |\of /10X,
A notacao indicial também se aplica (observe a barra sobre os indices), ou seja:

fe=r;f; ou inversamente fi=rf; (2.18)

2.2. Funcoes vetoriais e tensorias
Na se¢do anterior foram abordados alguns aspectos necessarios para se trabalhar com
as funcgdes escalares. Nesta se¢do aqueles conceitos serdo estendidos para se trabalhar com

fungdes tensoriais de ordem 1 (vetoriais) ou de ordem qualquer (tensoriais).

2.2.1. Defini¢cdes basicas
Por exemplo, a distribuigdo de deslocamentos U no espago tridimensional, para um

corpo também tridimensional, ¢ uma fungdo de R* — R’ cujo dominio representa o corpo € a

imagem a distribuicdo de deslocamentos.

i:R° » R’ (2.19)
E comum se representar a fungdo vetorial como:
U=0(X,%,X%) ou, indicialmente, U, =u, (Xj ) para 1,j=1,2,3 (2.20)

quando o dominio é bidimensional basta saber que i, j =1,2
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Neste caso ¢ impossivel fazer uma figura que represente o grafico da funcdo completa.
Poderia se fazer o grafico para cada componente de deslocamento caso o dominio (corpo)
fosse bidimensional. Porém, tal grafico nao traria grandes informacdes. Assim, a partir de
agora, os calculos e defini¢des sdo naturalmente aceitos por provas matematicas (as quais nao
sd0 objetos desse curso) ou evidéncias fisicas. De qualquer forma, as definicdes e operagdes
importantes sdo semelhantes e possuem significado andlogo aquelas definidas para fungdes

escalares.

2.2.2. Derivadas parciais — Gradiente — funcées vetoriais
A derivada parcial de uma fun¢do vetorial ¢ realizada pela aplicagdo da derivada
parcial em cada uma de suas componentes, assim:

ou,

—=u 2.21
ot 221)

¢ a derivada parcial da primeira componente da fungdo vetorial U(X,,X,,X;) em relagdo a
coordenada X, . Esta operacdo pode ser repetida para cada componente de U (U;) e para cada

coordenada X ;-

Assim, da mesma forma que se organizou o gradiente da fung¢do escalar, equacao (2.8)

pode-se organizar o gradiente da fungdo vetorial, ou seja:

ou au A
oX, OX, 0%
ou. ou, ou, ou
Grad (G(X X%, , X ))=U. . (X X X )=—(X X, , X ) =| —2 2 2 2.22
((1 2 3)) I,](l 2 3) 8Xj(1 2 3) ox, ox, ox, ( )
ou, ou, ou,
| 0%, OX, OX; |

Na opinido deste autor, a melhor notac¢io para se entender a construgio do Grad (U) ¢
a nota¢do indicial u; ;. A menos da virgula, que ¢ a operagéo derivada parcial, € claro que U; |

representa um tensor de ordem 2 (matriz) com linhas indicadas pelas componentes do vetor
original U e colunas definidas pela dire¢do de cada derivada parcial. Além disso, deve-se
mencionar que a opera¢cdo gradiente aumentou um indice na grandeza original de vetor para
tensor de ordem 2, tal como comentado ap6s a equagdo (2.8).

Pensando, por exemplo, na primeira linha do gradiente indicado na equagdo (2.22)

como sendo o gradiente da fungdo escalar U, e nas demais linhas como os gradientes das
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fungdes escalares U, e U, as definigdes que seguem sdo completamente andlogas a feitas

para funcao escalar. Comenta-se ainda que, para nao fugir a maioria dos trabalhos contidos na
bibliografia, utilizou-se a representagdo vertical do gradiente da funcdo escalar (vetor
coluna), pois ndo hd mudanga na expressdo da derivada direcional (produto escalar do

gradiente pela dire¢do desejada) em notacdo vetorial. Teria sido mais consistente ter definido
o gradiente da funcdo escalar em uma linha, assim as linhas do tensor Grad (U) seriam

naturalmente o gradiente de cada componente de U, como o s3o. Entretanto, isso ndo ¢

necessario para se construir expressdes simples e consistentes nos desenvolvimentos futuros.

2.2.3. Derivadas direcionais
Considerando os comentarios realizados no item anterior, a derivada direcional de
uma fungdo vetorial na dire¢do de um versor N qualquer ¢ dada em nota¢do indicial por:

U, =U N, (2.23)

ou seja, ¢ a contragdo simples (ou produto interno) do tensor gradiente com a dire¢do

desejada. Em notacdo dyadica tem-se:
g =Grad (U)-n (2.24)
Por exemplo, caso a diregdo que se pretenda calcular a derivada seja a diregdo 1

(geradora do eixo X,) aplicando-se (2.23) ou (2.24) encontra-se:

ou, / ox,
Grad (U)-i =| ou, / ox, (2.25)
ou, 1 oX

ou seja, recupera-se a derivada parcial de U na direcdo X,. O mesmo vale para as demais

direcdes.

2.2.4. Giro do tensor gradiente

Para relacionar o tensor gradiente (no caso de ordem 1) calculado no sistema de
referéncia (X;,X,,X;) com o mesmo gradiente calculado no sistema (X,X,,X;) deve-se

lembrar da formula de rotacdo de um vetor, equacdes de (1.39) até (1.42), ou seja, vale:

u=R-

el

ou u =0, (2.26)
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Em nota¢do indicial U; indica que a coordenada j segue o sistema de coordenadas

(_) . Apenas na equacio (2.18) fez-se uso da notacdo | como indice, pois ndo havia como se

definir o escalar f em sistemas de coordenadas diferentes. Para facilitar a proxima passagem
utiliza-se em (2.26) notagéo redundante, ou seja, chama-se U; de U; para ndo se esquecer em

qual sistema de coordenadas esté se realizando a derivada parcial.
Assim derivando-se a expressdo (2.26) em relacdo a ¢ no sistema de coordenadas
original e lembrando-se que a matriz de rotagdo € constante, se escreve:

L =rO (2.27)

Aplicando-se para cada componente U;, a expressdo (2.18), tem-se

u, =t , =rl.r (2.28)
Finalmente, eliminando-se a notagdo redundante (barra sobrescrita nos indices) escreve-se:
U, =60 0 ou Grad (d)=R-Grad (@)-R' (2.29)
ou, inversamente

U, = MU h, ou Grad () =R"-Grad (u)-R (2.30)

4

c

Comparando-se as expressoes (2.29) e (2.30) com as equacdes contidas em (1.46)
conclui-se que o giro do gradiente de uma fun¢ao vetorial ¢ operado como o giro de um
tensor de ordem 2, ou seja, o gradiente de uma fungdo vetorial é realmente um tensor de

ordem 2.

2.2.5. Operador derivada parcial
Em muitos trabalhos da literatura define-se o operador derivada parcial, que nada
mais ¢ do que um vetor onde as derivadas parciais nas direcdes do dominio da fungdo estdo

dispostas verticalmente (vetor coluna), como:

a(e)
OX
: (.),1
Grad (4)=9(+)=| |-/ (2, |-(), @31
@ (.),3
OX,

onde o simbolo (0) representa que a fungdo sobre a qual se deseja operar (aplicar as
derivadas) serd colocada no lugar do ponto.
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Assim, o gradiente de f escalar ¢ dado diretamente por:

o(f)

OX
R
Grad(f)=V(f)= % =1 (f), |=(f), =1, (2.32)
a(;) (f),
ES

Ja o gradiente de uma f wvetorial ¢ dado pelo produto tensorial entre feo operador

derivada parcial, como:

Grad(f)=f®V(s) (2.33)
que em notagio indicial ¢ muito mais Gbvio:

f,=(f), = f(s), =(%), f (2.34)

ou seja, como definido anteriormente, a operagao derivada parcial indica a coluna do

gradiente da fungdo vetorial.

2.2.6. Generalizac¢ao
A generalizagdo da aplicagdo das derivadas parciais € a sua consequente geragao de

gradientes para tensores de ordem superior sdo muito simples quando utilizamos notag¢do

indicial. Por exemplo, seja o tensor A de ordem 2 com notagao indicial a,, ¢ dimensdo dos

espacos correspondentes aos seus indices igual & R, ou seja ¢/,m=1,2,3. Seja também seu
dominio descrito no R’ e base ortonormal, entio:
Grad(A)=a,,, com n=12,3 (2.35)

Assim, o gradiente de um tensor de ordem 2 ¢ um tensor de ordem 3 e uma derivada
direcional do tensor original pode ser encontrada pela contra¢do simples do tensor gradiente e
a dire¢ao segundo a qual se deseja avaliar a derivada, como resultado tem-se, obviamente, um

tensor de ordem 2, como:

oa, | 0w=a,, o (2.36)

‘ma a
A partir da equagao (2.36) € possivel se determinar a expressao de giro para o tensor
de ordem 3. Caso o gradiente seja um tensor de ordem 4 sua expressdo de giro segue a

equagdo (1.53) ou (1.54).
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Outra generalizacdo importante para a mecanica dos materiais ¢ a defini¢do da matriz
Hessiana de uma fun¢ao potencial (ou tensor Hessiano de ordem 2). A matriz Hessiana, em

notacdo indicial ¢ simplesmente escrita como a segunda derivada da fungdo potencial, ou

seja:
h = f; (2.37)
De forma aberta,essa expressao se torna:
of of of
OX,0%,  OX0X, OX,0X,
2
- of of of o f (2.38)

OX,0X,  OX,0X,  OX,0X, - OX;OX;
of of of
OX;0X,  OX;0X,  OX,0X,

A matriz Hessiana ¢ realmente um tensor de ordem 2 ¢ a formula de sua rota¢do ¢ a mesma
da equacao (1.46). Observa-se ainda que a matriz Hessiana ¢ simétrica pela comutatividade

das derivadas parciais (Teorema de Shuwartz).

2.2.7. Divergente

No calculo integral existe o chamado Teorema da Divergéncia (de Gauss ou Green),
que define a relagdo entre as integrais de determinadas operacdes tensoriais no dominio de
um corpo com operagdes no seu contorno. Na mecéanica dos materiais e das estruturas este
teorema ¢ utilizado no equilibrio global de um corpo, no balango de quantidade de
movimento do corpo € no balanco de energia. A operagdo tensorial realizada no dominio ¢
chamada de divergente de uma funcdo tensorial com ordem 1 ou maior. Além disso, sera
visto que a equagdo de equilibrio local em um corpo continuo coincide com o divergente do
tensor de tensoes.

O divergente ¢ facilmente definido em notacgdo indicial. Por exemplo, o divergente de

uma func¢ao vetorial fica:

Div(f)=1f,=1f,+f,+f, :%ﬁi (2.39)

Em notagdo dyadica o divergente resulta de uma operagdo similar ao produto escalar entre o
operador derivada parcial e a fungdo vetorial sobre a qual se quer operar o divergente, ou
seja:

Div(F):?(.). f=fv(e) (2.40)
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O divergente de um tensor de ordem dois ¢ dado por:
DiV(E)zo‘iLj ou em notagdo dyadica DiV(Z):Z-ﬁ(O) (2.41)
E interessante mostrar o divergente do tensor de ordem 2 transposto, ou seja:

DiV(Z‘) =0 ou em notagdo dyadica DiV(Z‘) =V(e)-X (2.42)
Deve-se observar que o resultado da operacdo divergente reduz uma dimensdo do tensor

sobre o qual este ¢ aplicado. Por exemplo, na equagdo (2.41) o indice mudo j some.

2.2.8. Rotacional

O rotacional ¢ usualmente aplicado em fungdes vetoriais (tensor de ordem 1) e ndo
pode ser estendido para espacos com dimensdo maior do que 3. Por analogia a defini¢ao de
divergente que se confunde com o produto escalar entre o operador derivada e a funcao
vetorial, o rotacional ¢ definido como o produto vetorial entre a fungao vetorial e o operador

derivada parcial, ou seja:

W=Rot(f)=f"V(e) (2.43)
que em notacdo indicial fica:

W, =&V j (2.44)

Seu significado ¢ mais importante para a mecanica dos fluidos do que para a mecanica
dos soélidos. O rotacional ¢ definido a partir de relacdes entre integrais de superficie com
integrais de linha. Neste curso ndo utilizaremos a definicdo de rotacional em nossas

dedugoes.

2.2.9. Diferencial de uma func¢ao tensorial

Sempre ¢ interessante recordar a diferenca entre derivada e diferencial. Para uma
funcdo de R — R a derivada pode ser entendida como a inclinag¢do da reta tangente que passa
pelo ponto onde a derivada foi avaliada, ou seja, a derivada mede a propor¢ao ou razao
instantdnea entre uma variacdo da imagem em relacdo a variagdo do dominio, veja a figura

2.3. Em termos matematicos isso se traduz por:

f(x +Ax)—f(x
)i PO A= T 06) e AF (2.45)
dx % AX—0 AX Ax—0 AX

onde X, indica o ponto onde a derivada foi avaliada. Muitas vezes, quando a fungdo ¢

continuamente diferenciavel, se omite X,
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9 _ i LOM)= 00 ATy (2.46)
dx a0 AX =0 AX

Por outro lado, o diferencial indica quanto a imagem varia quando uma variagao

infinitesimal ¢ aplicada sobre a varidvel do dominio, ou seja:

df| =a,dx=—| dx (2.47)

% dx|,,

Em algumas situa¢des df ao invés de ser chamado de diferencial de f ¢ chamado de
variagdo de f . Observa-se que ¢, ¢ o coeficiente angular da reta tangente que passa pelo
ponto X, onde se avaliou a derivada.

Graéfico

Figura 2.3 — Derivada e diferencial
Quando o dominio deixa de ser escalar o diferencial de uma fungao passa a depender
de todas as dimensdes do espaco onde o dominio ¢ definido. Por exemplo, para uma func¢ao

escalar f: R’ =R o diferencial passa a ser definido como:

df = L ax + T ax, + T ax, = f,dx, = Grad ()-dx =9 - ok (2.48)
GX, axz 8X3 ’

onde se omitiu a coordenada onde se avaliou o gradiente. Observando-se a equagao (2.48), o
diferencial ¢ avaliado pelo o produto escalar entre o gradiente de f e o vetor das variacdes

infinitesimais que ocorrem nos eixos coordenados do dominio. No caso desta funcdo escalar,

cada componente do gradiente de f corresponde a uma das constantes que definem a
inclinagdo do plano tangente ao grafico de f .

Outra forma de se entender o diferencial ¢ aplicando-o a avaliacdo de uma funcdo na

vizinhanga de um ponto. Por exemplo, imagine que se conhece o valor da fun¢do vetorial

f: R® > R’ no ponto (Xl‘),xg,xf) e que se pretende avaliar seu valor em uma posi¢io
(X1 Xy, Xy ) = (Xl(’,xg,x3°)+(dx1 ,dx, ,dx, ), entdo se escreve:
f(X,%,%)= f(x]o,xg,xg’)+Grad(F)-d>? (2.49)
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Passando-se l?(xl0 X3 ,Xg) para o lado esquerdo da equagio retorna:
df =Grad(f)-d>? (2.50)

ou em notagao indicial:
df, = f; ;dx; (2.51)

A conhecida expansdo em série de Taylor ¢ baseada na expressao (2.49).

3. Forg¢a de superficie e Tensdo de Cauchy
3.1. Introducao

Nos capitulos iniciais apresentaram-se as notagdes indicial, dyadica e de engenharia
(abertas) a serem utilizadas ao longo do texto. Neste capitulo, e nos seguintes, pressupde-se
que o estudante possua os conceitos iniciais associados aos cursos de Resisténcia dos
Materiais ou Mecénica dos Sélidos.

Cabe informar ao leitor que a maior parte do texto esta relacionada ao comportamento
elastico linear dos corpos deformaveis. Quando a elasticidade ¢ assumida linear entende-se
que a relacdo entre as tensdes ¢ deformacgdes € linear e, além disso, espera-se que o corpo
desenvolva pequenas rotagdes e pequenos deslocamentos. Neste contexto, a configuracao de
equilibrio do corpo se confunde com a configuracdo indeformada e muitos dos conceitos
podem ser introduzidos de forma intuitiva. Nesta condicdo, aceita-se que as deformagdes
desenvolvidas sdo pequenas e muitos autores as chamam de deformagdes infinitesimais.

Entretanto, em algumas partes do texto serdo definidas medidas de deformacao
completas (objetivas) que serdo particularizadas para as pequenas deformacgdes. Outras
medidas de tensdo, associadas a estas medidas de deformagdo, serdo também introduzidas,
indicando ao estudante caminhos para se aprofundar na elasticidade ndo linear, caso sua linha
de pesquisa assim requeira.

O tensor de tensdes de Cauchy, apresentado neste capitulo, ¢ definido na configuragao
deslocada do so6lido. Apesar deste aspecto ndo ser mencionado nos cursos de graduacao,

deve-se sempre ter isso em mente quando se desejar trabalhar com elasticidade nao linear.

3.2. Forg¢a de superficie:
Antes de se iniciar a defini¢do operacional da forca de superficie, deve-se deixar claro
que, devido a Terceira Lei de Newton (A toda acdo hd sempre uma acdo oposta em igual

intensidade), forgas aplicadas sobre sélidos ou estruturas na realidade sdo sempre forgas de
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contato entre corpos (ou for¢a de campo, como gravidade e eletromagnetismo). Como nossos
estudos sdo baseados na mecanica do continuo e, portanto, ndo ha corpos sem dimensao
(area, volume ou comprimento nulos), as chamadas for¢as concentradas (¢ momentos) sdo
abstragdes matematicas que servem para auxiliar na determinacdo de algumas solugdes de
problemas mecanicos.

Desta forma, fica claro que forgas concentradas, representadas por vetores, sao na
realidade equivalentes mecanicos de forgas distribuidas nas superficies ou no dominio de
corpos (solidos deformdveis). Essas representacdes (forcas e momentos concentrados)
continuardo sendo usadas quando forem adequadas ao problema estudado.

Na figura 3.1 ilustra-se uma viga sustentando um saco de cimento. O saco de cimento
¢ atraido pela Terra impondo uma forga distribuida na viga, que por sua vez impde uma forca
distribuida no saco impedindo sua aproximacgdo a superficie da Terra. A viga ¢ um so6lido

deformavel e a forca de superficie ilustrada possui intensidade e sentido.

iy

ol

/. /. / /. /. /

Figura 3.1 — (a) Situacao real, (b) Representacdao esquematica

Para generalizar toma-se um corpo com forma qualquer, sujeito a um conjunto de
forcas de superficie, conforme ilustrado na figura 3.2. Em uma andlise estatica, a resultante
de todas as forgas aplicadas sobre o corpo deve resultar nula (Primeira Lei de Newton).

Rr2

Y
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Figura 3.2 — Corpo genérico sob acdo de diversas forcas de superficie auto equilibradas

Destacando-se um infinitésimo de area qualquer da superficie pode-se definir um
equivalente mecénico df infinitesimal de for¢a dado pela forca de superficie p multiplicada

pela area infinitesimal dA . Este equivalente mecanico € representado por um vetor, veja uma
ilustracdo bidimensional na figura 3.3a, e pode ser decomposto em componentes segundo os

eixos coordenados, conforme indica a figura 3.3b.

_ . )
NG df, =df ¢ . 5
A
dA O df! o

(a) Forga equivalente (b) Componentes das forgas (c) Componentes das forgas de

p  df=pdA

aA

superficie
Figura 3.3 — Forcas de superficie
As componentes da forca infinitesimal sdo obviamente dadas pelas componentes da

forca de superficie multiplicadas pela area infinitesimal, veja figura 3.3c, conforme:

df = pdA (3.1)

com

df ' =df -e' =df -, df>’=df -e>=df -] e df’ =df -e° =df -k (3.2)

ou, aproveitando notacdao indicial , se escreve em forma de coordenadas ao invés de
componentes:

df, = p,dA (3.3)

Assim, a forga de superficie p opera como vetor e pode ser chamada vetor forga de

superficie. Para simplificar sua representagdo sobre uma superficie infinitesimal (ponto), sua

representacao sera em forma de vetor ao invés de distribuida.

3.3. Tensao de Cauchy

O ente tensdo quantifica, de forma continua, a interagdo entre as particulas que
constituem um so6lido sujeito as acgdes externas. A resisténcia ao afastamento ou a
aproximacao de planos paralelos (ou superficies paralelas) do continuo ¢ quantificada pela
grandeza componente de tensdo normal, enquanto a resisténcia ao deslizamento relativo entre
planos paralelos (ou superficies paralelas) ¢ quantificada pela componente de tensdo de

cisalhamento.

32



Nos cursos de mecanica dos solidos da graduagao, estratégias mais ou menos simples
foram apresentadas e aplicadas para o calculo dessas componentes de tensdo para os mais
diversos problemas. A resisténcia do material ¢ mais bem verificada para uma composicao
das componentes de tensdo e ndo para componentes isoladas. A composi¢do de todas as

componentes de tensdo em um ponto ¢ chamada de estado de tensao.

3.3.1. Definicdo geral de estado de tensdo em um ponto:

Imagine um corpo qualquer sujeito a um conjunto equilibrado de forcas externas
aplicadas conforme a figura 3.4a. Fazendo-se um corte imaginario, separando o corpo em
duas partes, surge por agdo e reagdo uma distribuigdo de forgas por unidade de superficie (1)
esbogada qualitativamente na figura 3.4b. Esta forca por unidade de superficie ndo ¢ normal
nem tangencial a superficie de corte e, portanto, ¢ chamada simplesmente de tensao (ou vetor
tensao).

Comparando-se o vetor tensdo como o vetor forca de superficie, a Unica diferenca
entre eles € o fato de um ser interno ao corpo (atuando sobre um plano ficticio) e o outro estar
aplicado sobre o contorno do corpo, uma superficie real.

Extraindo-se um infinitésimo de 4rea da superficie do corte, figura 3.4c, pode-se
deduzir que a intensidade e a direcdo da forca representada dependem do corte realizado.

Além disso, pode-se indicar um infinitésimo de for¢a pela expressao:

dF =t dA (3.4)
Ve
T

n

dA

(aF-n)n
dF - (dF -1 )

Figura 3.4— (a) Corpo em equilibrio, (b) corte genérico, (c¢) infinitésimo de area
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Se quisermos calcular a componente de forga ortogonal ao infinitésimo de area basta fazer o

produto escalar entre df e . A componente tangencial ¢ a diferenga entre df ¢ a

componente normal df -fi, veja a figura 3.4c.

Para melhor se organizar as ideias e os procedimentos de célculo, imagina-se que, ao
invés de se fazer um unico corte no corpo, realizam-se seis cortes, paralelos dois a dois, com
distancias nulas entre si e ortogonais aos eixos coordenados. Desta forma, separa-se do corpo
um volume elementar em equilibrio, conforme a figura 3.5a, onde existem planos de entrada
(-) e de saida (+) que recebem os nomes dos eixos coordenados a eles ortogonais. Sobre as
faces do volume elementar indicam-se os respectivos vetores de tensdo, veja a figura 3.5a,
colocando o indice que indica o plano em que este atua. Como os planos de entrada e saida na
realidade representam o mesmo plano nos corpos "separados", por acdo e reagdo sabe-se que
as tensdes em um plano de entrada possuem o mesmo valor das tensdes em um plano de

saida, porém sentido contrario.

Figura 3.5 — (a) Vetores tensdes sobre planos ortogonais, (b) Componentes de tensao e

convenc¢do de sinais.

Sem considerar os sentidos dos vetores t desenhados na figura 3.5a, pois estes foram
simplesmente arbitrados, decompdem-se os vetores de tensdo que atuam sobre cada face do
volume elementar em componentes cartesianas, conforme a figura 3.5b, resultando nas
chamadas componentes de tensdo.

As componentes possuem dois indices, o primeiro referente ao plano onde atuam e o
segundo indicando sua dire¢do. A convencao de sinal fica definida como: Para os planos de
saida (+) o sentido das componentes de tensdo positivas coincide com o sentido dos eixos
coordenados, tal como desenhado. Para os planos de entrada (-) as componentes positivas sao

contrarias aos sentidos dos eixos coordenados. Aqui se deve lembrar que, como a acgdo e
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reacdo ¢ satisfeita, as componentes de tensdo em faces opostas possuem o mesmo valor (e
sinal) e sdo representadas em sentidos opostos.

As componentes de tensdo sdo usualmente denominadas pela letra grega sigma (o)
ao invés de se utilizar a letra (t) que foi empregada para denominar o vetor de tensao.

E muito importante mencionar que as componentes ortogonais aos planos sdo
chamadas simplesmente de tensdes normais e sua convencdo de sinal coincide com a
estabelecida nos cursos de mecanica dos solidos da graduacdo, ou seja, sdo positivas quando
indicam tracdo e negativas na compressao. Além disso, as componentes que seguem dire¢ao
tangencial ao plano de atuagdo sdo chamadas simplesmente de tensdes de cisalhamento e sua
convencao de sinal coincide com a convengao de forga cortante estabelecida para barras
gerais. E usual utilizar-se a letra grega tal (7 ) para denominar a componente de
cisalhamento, porém, em nosso curso, para se aproveitar as facilidades da notacdo indicial
isto ndo sera, em geral, feito.

Do exposto, ao invés de se organizar o ente tensdo na forma vetorial, escolhe-se a

organizacao na forma tensorial, ou seja:

Ow Oy Oy Oy, Ty Ty O, 0O, Oy
O0=|0yx Oy Oy |=|Tx Oy Ty, |=|0y Oy Oy |=0j (3.5
O y Oun T Ty O, O3 O3 Oy

Na expressdao (3.5) as duas ultimas notagdes sdo as preferidas e coincidem com
aquelas utilizadas nos capitulos referentes a definicdo de notagdes matematicas.

Estando o volume elementar da figura 3.5 em equilibrio, pode-se calcular o equilibrio

de momentos, por exemplo, em torno do eixo X, . Para tanto, visualiza-se a face XX, (ou o
plano X;) do volume elementar, conforme a figura 3.6, e deixam-se presentes apenas os

infinitésimos de forga que causam momento em torno do eixo X,;. Observe que os

infinitésimos de forga sdo resultado do produto entre a componente de tensdo e sua area de

atuacio.
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o, dx,dx,

0,0, dx, )?3 o,dx,dx, |dx,

—
o, dx,dx,

dx,

Figura 3.6 — Analise do equilibrio de momentos em torno do eixo X,

Realizando o equilibrio tem-se:
(o,dx,.dx, ).dx, =(o,,dx dx, ).dx, = 0, =0, (3.6)
Donde, repetindo-se o procedimento para as outras faces, resultam expressdes usualmente

chamadas de Teorema de Cauchy, ou seja:

oy =0} ou o=0' (3.7)

Assim, o tensor de tensdes ¢ simétrico e, portanto, t€ém-se apenas 6 componentes de tensao
independentes, que explicitadas ficam.
Gll J12 0-13
c=0'= O Opn Oy |=0; =0y (3.8)
O3 Oy O3
Imagine que ao invés de se extrair o volume elementar da figura 3.5 retire-se do

continuo um volume tetraédrico conforme indicado na figura 3.7. Os planos que delimitam o

tetraedro representado sdo trés planos coordenados de entrada (-) € um plano inclinado cujo

vetor normal (de saida) é N . O vetor de tensdes representado neste plano é fr] onde a letra n

indica o plano. Deve-se observar que a area do plano n foi denominada dA, enquanto as areas

correspondentes aos planos coordenados sdo as suas projecdes, ou seja:

Proje¢do no plano X, ou ( X,X;) n, -dA
Projecdo no plano X, ou (XX;) n, -dA
Proje¢do no plano X, ou (XX,) n, -dA

Onde os indices correspondem as componentes do vetor normal unitério.
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Figura 3.7 — Tetraedro elementar

Conhecendo-se os valores das areas pode-se calcular o equilibrio do tetraedro em cada

direcdo coordenada, por exemplo, na dire¢do 3,

2F, =0 = t,-dA=0o,-n-dA+o,-n,-dA+o,; -0, -dA ou

t,=0,-N+0,-N,+0,N, (3.9
Analogamente, nas outras diregdes, tem-se:

t,=0,-N+0y,-N,+0,,N, (3.10)

t,=0,-n+0,-N,+oy N (3.11)
Obviamente que estas expressdoes podem ser compactadas em uma unica utilizando-se

a notacao indicial:

t=o;n; =0y, (3.12)

onde a ultima igualdade se deve a simetria do tensor de tensdes. Ou em forma dyadica:

t=c'-i=c-i (3.13)
Levando-se em consideragdo a simetria do tensor de tensoes, esta expressao pode ser

escrita de forma explicita, como:

t, O, O O (|0
tLe=|0, 0, 0Oy (3.14)
t, O3 Oy Oy ||

Esta expressdo ¢ conhecida como formula de Cauchy. Se o plano inclinado ¢ uma superficie
externa do corpo o vetor de tensdo passa a ser entendido como for¢a de superficie ¢ as
expressoes (3.12), (3.13) ou (3.14) passam a relacionar o estado de tensao no ponto com as

forcas de superficie:
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= t o= —
b =0o;n; =0oyn, ou P=oc -N=0c-n (3.15)
Na figura 3.7 foram indicados versores (arbitrarios) / e M sobre o plano inclinado

seguindo a regra ¢ XMm=n. Para se calcular as componentes de tensdo na dire¢do de cada um

desses versores basta realizar os produtos internos o, =t-/,0,, =t-Mm e o, =t-M, ou

seja:
o, =Nt +n,-t,+n -t (3.16)
o, =0t +0,-t,+0, -1, (3.17)
Oy =M -t +m,-t, +m, -t (3.18)
Aplicando-se as equagdes (3.16) até (3.18) sobre (3.13), sem considerar a simetria da tensao,
resulta:

Om n N, Nyjoy, 0y Oy (N

o=t Ly Lyl|on 0y oy 3N (3.19)

Onm m. m, M |05 Oy O (N

Observando-se que os versores ¢ e M também podem representar planos ortogonais

ao plano definido por N, repetindo-se os procedimentos anteriores chega-se a formula:

On Om Om n n, nflo, o, o,fnh £ m
Ow Oy O |=| 4 L, L0, 0yn oyn|in, £, m, (3.20)
Om Om Omm m m, m o, 0y Oy|N f; m

Esta expressdo indica que um estado de tensdo Unico pode ter valores numéricos
diferentes de suas componentes conforme a orientacdo do sistema de eixos escolhido. Da
mesma forma, a partir do estado de tensdo escrito em um sistema de referéncia ortogonal
pode-se encontrar seu correspondente em outro sistema ortogonal rotacionado. Fisicamente
pode-se entender que, para um mesmo estado de tensdao, os numeros que o representa podem
ser diferentes conforme a orientacdo do plano de corte escolhido para a andlise ou da
orientagdao do volume elementar retirado do continuo.

Lembrando-se que os versores fi,/ e M formam uma base ortonormal no espaco
euclidiano, veja capitulo 1, e que se organizou a tensdo com o plano definindo na linha e a
direcdo definindo a coluna, em notagdo dyadica a equagdo (3.20) fica
o =R'"c'"-R ou c'=R-¢"-R (3.21a)

Ou, sem utilizar a simetria do tensor, transpondo toda a equagao fica:

5=R'c-R ou c=R-5-R (3.21b)
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Onde a barra superior indica a tensdo escrita no sistema de referéncia rotacionado

(?,rﬁ,ﬁ ) ou a tensdo observada em um volume elementar cujos versores que geram suas
faces sdo (?,rﬁ il ) Em notagao indicial fica:

Oj; =l Oy, I,

aj

ou inversamente O =l Oy T

(3.22)

Observa-se, portanto, que o tensor de tensdes ¢ realmente um tensor, pois opera como
tal e, portanto, possui auto-valores e auto-vetores que representam, respectivamente, as

tensdes principais (maximas) e as dire¢des principais.

3.3.2. Tensodes principais

Aproveitando-se o0s conceitos apresentados nos cursos de graduagdo (tanto de
resisténcia dos materiais quanto de algebra linear), sabe-se que as maximas tensdes normais
sd0 os auto-valores do tensor de tensdes e, portanto, ocorrem em planos onde as tensdes de
cisalhamento sdo nulas. Assim, existe uma orientagdo no espaco para o elemento

infinitesimal de s6lido para a qual o tensor de tensdes fica diagonal, ou seja:

p p p
Oy O 0 n n, n oy O, Oon || 4 m,
0 of 0 |=(t &, Lo, on onfn £, m, (3.23)
p
0 0 o m m, m| |0, 0y Oy L m

Esta equacao pode ser dividida para cada uma das diregdes principais, como:

p p p
nn n n n O, O Oi || N
0 |=|¢ (¢, (,||0, 0, ox|n| =R-c-A (3.24)
0 m m, m O3 O, Oy ||
ou
p P
0 n, b 3 O, O, Oy 1
p_
Oy ¢, 2 3 O Opn Oyt (3.25)
0 m m, m O3 Oy Oy 3
ou
P
n n, n O, O, O3|lMm
=\ £ L, { Oy, O, Oy (M, (3.26)
oh m m, m O3 Oy Oy || My
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que sdo totalmente equivalentes, bastando alterar a posicao da linha da matriz de rotacdo e a

posicao da tensdo principal calculada. Escolhendo-se o plano i para se realizar os calculos,

chamando-se & P

- simplesmente de o

¢ pré multiplicando-se a equagdo (3.24) por R, se

escreve:
n m1°le?| [1 0 0 n 1’
| 1 ! o O, Op O |
n, ¢, m, =0 I O|o, 0, o0,|Nn| =0-N (3.27)
n, £y M 0 00 Ljjo, oy ou|N
e, operando-se o lado esquerdo, resulta:
P P
n 0, O, Oi || N
c’n=c"In,| =lo, o0, o0,|N| =0c-0 (3.28)
n, O3 Oy Oy || N

onde em o”.N o ponto na base da linha indica produto entre o escalar o” e tensor de ordem
1 i, veja equacdo (1.11).

ou

o-n=c"n (3.29)

que ¢ um problema padrao de auto-valor/auto-vetor onde o’ (escalar) é o auto-valore i é o
auto-vetor. Pelo exposto apds a equagao (3.26) os outros dois problemas de auto-valor/auto-
vetor resultantes sdo idénticos ao expresso em (3.29). Na sequénca mostra-se que existem trés
auto-valores e trés auto-vetores independentes para a equacao (3.29) e, portanto, o problema ¢
integralmente determinado.

Para resolver o problema expresso em (3.28) ou (3.29) escreve-se:

I 0 Ofn P o, O, O5l|lNn P
P _
c’l0 1 0fn,| =|o, 0, O0,]N (3.30)
0 0 1jn, O3 Oy Oy |
ou
o,—o’ o o p
1 12 13 n, 0
o, (0'22—0"’) O, n,| ={0] ou A-A" =0 (3.31)
p n 0
O3 0y (0-33_0 ) ’

Define-se a equagdo caracteristica de (3.31) como:
Det(A)=0 (3.32)

Desenvolvendo-se o determinante a equacao (3.32) resulta:
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(o®) ~1,(c") +1,6°~1,=0 (3.33)
onde

| P2 0-23_'_0-11 Oi31  |%u O%n

2

l, =0 e |,=Det(o) (3.34)

i »

O3 Oz |03 O3 |0y Op

Como as tensdes principais nao podem ser dependentes do sistema de coordenadas
adotado para se solucionar determinado problema fisico, chamam-se as constantes 1,1, ¢ I,

(escalares apesar da letra maitiscula) de invariantes de tensdo. Isto significa que a equagao
(3.34) ¢ unica. Nao se deve esquecer que as tensdes principais também sdo invariantes de
tensao, pois independem do sistema de coordenadas adotado.

O fato do tensor de tensdes ser simétrico garante a existéncia de trés raizes reais para a
equacdo caracteristica, que podem ser calculadas por procedimentos numéricos (Jacobi por
exemplo) utilizados em calculadoras ou de forma fechada pelas expressdes de Cardan

transcritas abaixo,.

3
Rzl(—lllzﬂ +2|1) (3.35a)

2l 3 a7

R .
Q=\/E[? IZJ R (3.35b)

p=JR1Q (3.35¢)

0 =arctg(Q/ R) {R>O =0<0<xl2 (3.35d)
R<0 =7x/2<0<7x

of =23pCOS(6’/3)+% (3.35¢)

of =23 pcos((zﬁ—e)/3)+'—3l (3.35f)

of =23 pCOS((2ﬂ'+0)/3)+% (3.35g)

Como Det(A)=0, veja equacdo (3.32), o sistema de equagdes resultante ¢

indeterminado para a busca do auto-vetor correspondente. Isto significa que quando se
calcula um auto-vetor encontra-se uma direcao e qualquer multiplo deste auto-vetor também
¢ auto-vetor da equagdo (inclusive com mudanca de sentido). Assim, cada auto-vetor sera

normalizado e serd chamado de auto-versor. O auto-versor indica a direc¢ao e sentido do plano
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onde a tensdo principal correspondente atua e seu oposto indica o plano oposto onde a mesma
tensdo atua, ou seja, conceito similar ao conceito de planos de entrada e saida.
Por exemplo, usando o na equagéo (3.30) calcula-se V"' (colocado no lugar de ii"
por ndo ser normalizado) como:
pl

a’ll a12 al3 Vl O

a, a, a,||v,| =0 (3.36)

al3 a23 a33 V3 0

Arbitrando-se V, =1 (poderia ter sido outra componente) escreve-se:

GV, +&;V; =—a, (3.37)
Tomando-se, por exemplo, as duas primeiras linhas deste sistema indeterminado, calculam-se
V, e V,, normaliza-se o resultado chegando a:

1

=
v

v (3.38)

Procede-se da mesma forma para os outros auto-valores determinando-se todos os

auto-versores. Deve-se comentar que a escolha V, =1 pode ser errada, pois V, pode ser nulo.
Neste caso, ndo se consegue resolver (3.37) e deve-se arbitrar outra componente (V, ou V,)

e, . , =t
com valor unitario. Observa-se que neste caso um dos outros auto-versores sera N = (1,0,0) ,

pois este deve ser ortogonal ao auto-vetor com componentes do tipo (0, VZ,V3) . Para os outros

auto-valores vale a mesma explicacao.

Comenta-se ainda que as colunas da matriz de rotacdo R" da equagdo (3.23) s3o os

auto-versores calculados desde que organizados em uma sequéncia destro giro, ou seja

A' AR =0°.

3.3.3. Maxima tensido de cisalhamento
Para se determinar os planos de méxima tensdo de cisalhamento e, consequentemente,
os valores das mdximas tensdes de cisalhamento ¢ interessante tomar como sistema de
referéncia original as diregdes principais. Assim, a componente normal de tensdo em um
plano i qualquer pode ser escrita a partir da primeira linha da equagao (3.19) como:
of 0 0 |[n
o,=0,=[" N, ] 0 of 0 |yn,p=0/n+0o/n;+ofn; (3.39)
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Para esse mesmo plano M, usando-se as expressoes (3.9), (3.10) e (3.11), lembrando
que as dire¢des de referéncia sdo as principais, escreve-se o vetor de tensdes T e o quadrado

de seu modulo como:
o’n,
ft=1ofn,; e t=[f] = (oF )2 0 +(of )2 n; +(of )2 n: (3.40)
ofn,
Na figura 3.7 pode-se calcular a resultante de tensdo de cisalhamento (7 ) no plano i
como a composic¢ao das duas componentes arbitradas o;, € o, como:
=0l +o (3.41)
Além disso, pode-se escrever o quadrado do médulo do vetor de tensdes t a partir de
o,, (ou g,)e r* como:
t’ =0, +7° (3.42)
que, substituida em (3.40), resulta:
o, +7’ = (Ulp )2 n’ +(02p )2 n +((73p )2 n; (3.43)
Isolando 7° na equagdo (3.43) e substituindo-se o> calculado a partir de (3.39) se

escreve:

2 _ P\ a2 P\ N2 0\ N2 ) P2 P2\’
Tt = (01 ) n +(G2) n, +(0'3 ) n; —(0'1 n +o,n, +o; n3) (3.44)
lembrando-se que

s 2 on, on,
n,+ny+n; =1 tem-se, por exemplo, n,—=+n,—=-n,
on, on,

(3.45)
Buscam-se os cossenos diretores que fornecem valores criticos para 7 . Para tanto,
deriva-se a expressao (3.44) em relagdo a cada cosseno diretor (no caso N, ) e iguala-se a zero,
or 2 2 on 2 0N
2r—=2 (0'1”) n, +(02p) n2—2+(a3") n,— |+
on, on, on,
(3.46)

on on
—4(c71pn12 +ofn + a3pn32) o’n+o/n,—2+ofn,— |=0
on, on,

Assumindo-se 7 # 0, encontram-se, por inspe¢ao, todos os pontos criticos, ou seja:

n=0 n :J_rﬁ n, :J_rﬁ (3.47)
2 2

com i j e K assumindo valores de 1 a 3 em permutagdo ciclica, de forma ampliada,
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I+
I+

Il
I+

(a»)
o
1)
[\e)
|
I+

ol oG ©

ou n" = ou N’ = (3.48)

I+

o[t = vl

H

ou seja, os planos que apresentam tensdes de cisalhamento criticas formam angulo de 45°
com os planos principais. A tensdo de cisalhamento maxima ¢ obtida aplicando-se os versores

da equacdo (3.48) na equagdo (3.44) e resulta, na ordem de aplicagdo dos versores:

of-o?| o’ -c?| 6P -0o!
_ 1 2 1 3 3 2 349
z, . = max : : (3.49)

2 2 2

Uma ilustragdo das trés tensdes de cisalhamento criticas ¢ dada na figura 3.8

Figura 3.8 — Plano de maxima tensdo de cisalhamento — 3 casos.

Deve-se esclarecer que nos planos de tensao de cisalhamento criticas existe tensao

normal, apesar de nao ilustrado na figura 3.8. Estas tensOes sdo calculadas pela equagao
(3.39) e valem:

p p

A= onz% (3.50)
p p

P = aF% (3.51)
p p

P aF% (3.52)

3.3.4. Espaco de solucoes para o estado de tensoes
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Nos itens anteriores calcularam-se as maximas tensdes normais e de cisalhamento
para um estado de tensdo tridimensional. Neste item pretende-se mostrar a representagdo do

Circulo de Mohr para problemas tridimensionais, onde se podem visualizar os valores

maximos, acima deduzidos, e a regido de validade dos pares (O'n ,Z') sobre qualquer plano de

corte desejado. No par (O'n ,Z') da figura 3.9 a componente 7 ¢ entendida como a resultante

das tensoes de cisalhamento (o, € 0,,) sobre o plano i, conforme descrito na expressao

(3.42).

Gn

Figura 3.9 — Representagdo 3D do Circulo de Mohr

Primeiramente, resolve-se o sitema nao linear de equagdes (3.39), (3.43) e a primeira

de (3.45) em n’,n’ e n; como:

) _ o +(o,-of)o,—c!)

' (6! -0f Yo -0o?) (3.53)
2:T2+(gn—03p)(0n_01p) (3 54)
’ (02p _Gsp )(O-zp _O-lp ) :

2:Tz+(an—01p)(0n_02p) (355)

(of ~o7) (ol —o7)
Adota-se (por conveniéncia) o > o) > o que resulta em denominador positivo na
equagdo (3.53). Sabendo-se que N’ >0 escreve-se para a equagio (3.53):

*+(o,-0f )o,-0P)>0 (3.56)

ou, equivalentemente:
2 2
p+ p p_ ~P
,z{gn_%j Z(%j (3.57)
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que representa a regido fora de um dos circulos menores da figura 3.9.

Para n; >0 resulta:

2
2 _orto | (o -0y
" 2 2
(3.58)

que ¢ a regido interna do maior circulo.

Para n; >0 resulta:

P, pY
o, +o o, —O
2+ o, - 1 2 >| 2 2
2 2
(3.59)
que ¢ a regido externa do outro circulo menor.
Desta forma mostra-se que todas as possiveis componentes de tensdo estdo na area

hachuradada figura 3.9 e que a maxima tensdo de cisalhamento ¢, de fato, a dada pela

equacao (3.49), ou seja, o raio do maior circulo.

3.3.5. Tensdes octaédricas e estados desviador e hidrostatico de tensoes.

No item anterior mostrou-se que as tensoes criticas de cisalhamento sdo encontradas a
partir de giros em torno dos eixos principais, pois uma das componentes dos versores que
definem estes planos ¢ nula, veja equacao (3.48). Ja os planos octaédricos sdo definidos por
versores que possuem todas as componentes com o mesmo mddulo quando o sistema de

referéncia ¢ composto pelos eixos principais, ou seja,

=y =[ny| =¥3/ (3.60)

Como resultado da equacdo (3.60) encontram-se 8 planos, com os versores sendo a
bissetriz dos eixos principais nos oito octantes gerados por estes, veja um dos octantes e seu

plano na figura 3.10.
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X, — principal
A’

X, — principal

X, — principal

Figura 3.10 — Primeiro plano octaédrico

Para se calcular as tensdes no plano octaédrico da figura 3.10 cujo versor normal ¢

*=x/§ / 3(1,1,1) ¢ necessario se definir os versores ¢/ e m tangentes ao plano. Como a

tensdo de cisalhamento octaédrica vai ser a resultante de o,, e o,,, como na equagdo (3.41),

nm >

€S8Creve-se,

To' =0+ 0y (3.61)

Pelo mesmo motivo a escolha de ¢ e m pode ser arbitraria. Por exemplo, adotando-
se 22(1,—1,0)\/5/ 2 contido no plano N encontra-se M= AAl :(1,1,—2)\/6/ 6.

Aplicando-se estes versores na expressao (3.19) resulta:

ol +0) +of
o 3
nn \/g
o, 0= ?(O'lp —0'2") (3.62)
o
nm \/5 \/5
?(Uzp —0'3p ) +?(le —O'3p)
Assim, a tensdo de cisalhamento octaédrica pode ser encontrada aplicando-se (3.61) e (3.62),
como:
_1 p_ P\ p_ P
Ty =100 +6 —0'2 0' -0, ) +(0'2 -0 ) (3.61b)

Para todos os outros planos octaédricos os resultados sdo os mesmos, assim 7, €

dado pela equagao (3.61b). Como se pode observar, equagdo (3.62), a tensdo normal nos
planos octaédricos ¢ a tensdo média, ou seja, o tragco do tensor de tensdes (primeiro
invariante) dividido por 3. Usando a equacdo (3.49), a luz da figura 3.9, resulta o limite

como 7, <0,9428 7,

superior de 7, ot
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Assim, a tensdo de cisalhamento octaédrica também ¢é uma boa medida da maxima
tensao de cisalhamento.
O tensor de tensao hidrostatica ¢ definido por esta tensdo média atuando em todas as

direcdes, ou seja:

/3 0 0 Loo]
c,=| 0 1/3 0 |=1/30 1 0|==L1 (3.63)
3
o 0 1,/3 00 1

Esta tensdo ¢ chamada hidrostatica, pois ¢ invariante em relacdo a rotacdo, veja o
desenvolvimento a seguir:

Eh:Rt~ah~R:%Rt-l-R:%I (3.64)

Ao se subtrair de um estado de tensdo qualquer seu tensor hidrostatico define-se o
chamado tensor desviador. Uma caracteristica do tensor desviador ¢ que nos seus planos
octaédricos nao ha tensdo normal. Para mostrar esta propriedade comega-se escrevendo o

tensor desviador como:
O-des = O-_o-h (365)
Aplica-se a rotagao sobre os tensores para as direcdes principais, como:
P _R''.(60-0. )R =R'.-60-R -=R' 0. -R =R'.¢-R —
Oges = R, (0-0y) R,=R,-0-R,-R,-0,-R, =R, -0-R, -0, (3.66)
14 ~ . . t r . . ~
Ja que oy, e 0, sdo diagonais, R -o-R  também deve ser, ou seja, as diregdes
principais de o, coincidem com as dire¢des principais de o . Assim,
po_ P
O4s =0 — O, (3.67)
Assumindo-se as diregdes principais como nova referéncia, aplica-se a expressao
(3.19) para se determinar as componentes da tensdo desviadora no plano octaédrico, ou seja:
oct _ pt p =3
Oges = Roct (O- _Gh)' Noct (368)

Utilizando-se os versores definidos ap6s a equagdo (3.61) escreve-se:

f +0f-+o?
. : F 08+ 0
Onn J6 3 J6
G| = " ot o) -0 = " lot=at) (3.69)
nm 0
R Do -ct) 2 op ot
6 6 6 6

48



Assim, o estado de tensdo pode ser dividido em uma componente desviadora e uma
componente hidrostatica. A primeira afere o quanto o estado de tensdo desvia do estado
hidrostatico. Normalmente materiais ducteis nao falham quando submetidos a tensdo
hidrostatica, portanto a tensdo desviadora (ou mesmo a octaédrica) pode ser usada para
definir critérios de resisténcia de materiais dicteis.

Criando o espago das tensdes principais (o,0),0)) representado na figura 3.11

como um sistema de eixos ortogonais, um estado de tensdo completo (6 componentes) ¢
representado por um unico ponto (3 coordenadas principais invariantes). A componente
hidrostatica de tensao (o,,0},0;) (invariante) esta contida no eixo hidrostatico e, somada ao

tensor desviador principal (™°",05°P,0i*"), resulta no tensor de tensdes principal

completo (o,0,0f). O moddulo da parcela desviadora corresponde a

|| = \/ (6 —0,) +(0? —0,)* +(6? —0,)* =37 tendo como referéncia os planos (ou
direc¢des) principais.
Hidrostatico

o d
p o™P

Figura 3.11 - Decomposic¢do da tensdo - ilustragcdo no espaco das tensdes principais

4. Equacoées de Equilibrio em tensdes - Equilibrio Local:

Ao se considerar um corpo em equilibrio, usando cortes arbitrdrios no continuo,
definiu-se o ente tensdo. Neste capitulo o equilibrio de um corpo genérico serd estudado a
partir da distribui¢do variavel de tensdes no interior do mesmo. Uma forma alternativa de se
encontrar as equagdes que regem o equilibrio no interior dos solidos deformaveis € a escrita
do equilibrio global do corpo arbitrario com sua posterior transformagdo para o dominio.

Na literatura hd controvérsias quanto a melhor forma de se apresentar este contetido, apesar
de serem equivalentes. Neste texto serd seguida a primeira estratégia onde se define
primeiramente as equagdes diferenciais de equilibrio no interior do corpo (equilibrio local)

com posterior transformacdo para o equilibrio global. Na passagem especifica da
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transformacgdo deixar-se-4 claro a possibilidade de se seguir o caminho inverso relizando-a

para o equilibrio de momentos.

4.1. Equacao de equilibrio no ponto — forma diferencial

Diferentemente do que foi realizado no capitulo anterior, ao invés de se considerar a
terceira Lei de Newton (acdo e reacdo) que informava de antemdo a igualdade entre os
vetores de tensdo e, portanto, impunha a igualdade das componentes de tensdo definidas para
planos opostos em um unico corte, sera considerada a primeira Lei de Newton, visando
estudar o equilibrio do infinitésimo de volume escrito em tensdes.

O elemento infinitesimal da figura 3.5 representava um tnico ponto no corpo € sua
apresentacdo serviu para a definicdo das componentes de tensdo. Agora este infinitésimo ¢

entendido como uma por¢do do continuo que possibilita visualizar a variacdo (diferencial) de

qualquer grandeza f (X;,X,,X;) no interior do dominio, veja a figura 4.1. Para a disciplina em

questao interessa a variagdo das componentes de tensdo no interior do continuo, veja a figura

4.2.
i

" dA = dx,dx,

f(><1,><2,><3)+ld><2

Figura 4.1 — Detalhes geométricos do elemento infinitesimal.

Na figura 4.2 observa-se que as tensdes variam no continuo segundo as direcdes
cartesianas que indicam sua mudanga infinitesimal do plano de entrada para o plano de saida.
Além disso, pode-se observar na figura 4.2 a existéncia de for¢as de volume. A aceleracdo do

infinitésimo ¢ proporcional a resultante de forgas e inversamente proporcional a sua massa
( deldxde3). A aceleracdo angular do infinitésimo ¢ inversamente proporcional a sua

inércia de rotacdo e proporcional a resultante de torque. Ou seja, imaginando-se este

elemento infinitesimal livre do continuo que o circunda, porém sujeito as tensdes por este
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geradas, trés equacdes de equilibrio de translagdo (ou de movimento de translacdo) e trés

equacdes de equilibrio em rotagdo (ou de movimento de rotagdo) podem ser escritas.
/ )

10X,

o,,0x,0x,

(O‘H + 9oy, dx,jdx,dx3
0X, N
—

e —
Xl

Figura 4.2 — Variacao das tensdes e equilibrio na dire¢do 1

Para todas as forgas infinitesimais (incluindo todos os planos) na dire¢do X, veja
figura 4.2, tem-se.

(o-” +%dxljdxzdxs +£O'21 +%dxzjdxldx3 +[O'3] + aaim

1 2 3

dedeldx2 +bdx,dx,dx, = @.1)
= 0,,dx,dx, + o, dx,dx, + o,,dx dx, + pu,dx dx,dx,

Eliminando-se os termos que se anulam e lembrando-se que dV = dx dx,dX, , resulta:

00, , 0051, 00y | b, |dV = puidV (4.2)
OX,  OX,  OX,

ou eliminando-se dV ,
001, 990 , 9% 4y | pi (4.3)
X,  OX,  OX

que ¢ a chamada equacgdo diferencial de equilibrio local (ou de movimento) na diregao X, .

Realizando-se as mesmas operacgdes nas diregdes X, e X; resultam as equagdes de

equilibrio nas ouras dire¢des, ou seja,

0o, N 0o,, 00, +b, |= pii, (4.4)
oX,  OX,  OX
0o, N 00, 00y, b, | = pi, 4.5)
X,  OX,  OX,

Em notagdo indicial se escreve simplesmente:
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o +b = pu (4.6)
que representa matematicamente o equilibrio local ou no ponto do continuo.

Em notagdo dyadica, veja equagdo (2.42), reescreve-se a equagao (4.6) como:
Div(c')+b = pi (4.7)
Deve-se observar a coeréncia das expressoes, onde o divergente de um tensor € um vetor.

Por enquanto, a solu¢cdo do equilibrio (sem utilizar a simetria do tensor de tensdes)

significaria em se resolver 9 componentes de tensdo com apenas trés equacdes de equilibrio.
Para se estudar o equilibrio de momento em torno do eixo X; (ou a equagdo de

movimento — giro) incluindo a variacao das tensdes, uma nova versao da figura 3.6 pode ser

vista na figura 4.3.

oo
[021 + aT?dxz J dx,dx,

- ¢
dx, | oy,dx,dx, X? [0'12 + 76(;'2 dx, ] dx,dx,
|
L
0,,dx,dx,
| |
[ d)(1 |

Figura 4.3 — Equac¢ao de movimento angular - torque
Como o ponto onde se calcula 0 momento € arbitrario escolhe-se o proprio eixo X, indicado
resultando:

oo dx dx
[(aﬂ + ax21 dx, J dx, dx, ]TZ+ (a21dxldx3 )TZ +

2

(4.8)

_([612 + aaaxlz dxljdxzdx3)%—(alzdxzdx3)% =16,

1
No lado direito da expressdo (4.8) observa-se a aceleragdo angular ¢ o momento

angular de inércia em torno do eixo X, . Este ultimo pode ser calculado e ¢ dado por:

I, = ( [ 2 [ (@ +a22)dalda2)dx3 = dx, (dx,dx’ +dxdC ) /12 (4.9)

—dx /2 J—dx,/2

Substituindo-se (4.9) em (4.8) escreve-se:

{aﬂ -0, + l[a;” dx, —% dx, j} dx,dx,dx, = é dx, (dxzdxl3 +dx,dx; ) o, (4.10)

20 ox, '
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Pode-se substituir na equagdo (4.10) cada infinitésimo dX, por ade«, onde cada @ ¢é uma

constante real e da um infinitésimo qualquer, ou seja:

1 oo oo da’ s
(0, —0y,)aa,3,da’ +5[ ale a, —aTllzal}alazaﬂa“ =% (a2a13 +a1aj)6'38 (4.11)
Ou, simplificando,
1 0o oo da’ /5, o\ s
(02‘_012)+5( 6le az—ﬁaljdaz > (a1 +a2)03 (4.11b)

Lembrando-se que um infinitésimo ¢ tdo pequeno quanto se queira (portanto nulo) resulta:

0, =0y, (4.12)
Assim, o Teorema de Cauchy se confirma para problemas dindmicos incluido a varia¢do das
tensdes no continuo, pois se repetindo a operagdo nas outras diregoes resulta:

o, =0, (4.13)

Ou seja, as trés equagdes contidas em (4.13) sdo resolvidas diretamente reduzindo o
nimero de incognitas de 9 para 6. Deve-se enfatizar que a simetria do tensor de tensdes
indica que as equacgdes de equilibrio em momento estdo plenamente satisfeitas.

Como um dos objetivos da analise mecanica ¢ se encontrar a distribui¢do de tensdes
em um solido, para a solucdo das 6 componentes de tensdo restantes tem-se apenas 3
equacdes de equilibrio, equacdo (4.6), ou seja, o problema ¢ indeterminado quando se
utilizam apenas as equacdes de equilibrio. Em teoria de estruturas dir-se-ia que o problema ¢
hiperestatico.

Para se resolver este problema deve-se considerar que o corpo ¢ deformavel e se
utilizar as relagdes de deslocamento-deformagdo e as relagdes tensdo-deformacdo que
completardo 15 equacdes e 15 incognitas. Na teoria de estruturas (preocupada com a flexao)
as relagdes deslocamento-deformagdao podem ser associadas a relagdo deslocamento-
curvatura (onde a hipotese cinematica de Euler-Bernoulli ¢ aplicada) e as relagdes
deformacao-tensdo podem ser associadas a relagdo momento-curvatura (onde a Lei de Hooke
unidimensional € aplicada).

Em principio, neste texto, considerar-se-4 relacdo linear entre tensdes e deformacdes e
relacdo linear entre deslocamentos ¢ deformagdes, constituindo-se a Elasticidade Linear.
Atencdo as condi¢des de contorno serd dada em momento oportuno. Finalmente, em

determinadas partes do texto serdo introduzidos conceitos da Elasticidade Nao linear.
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4.2. Equacoes globais de equilibrio

4.2.1. Equilibrio de forcas ou equacoes de movimento de translaciao
A equacdo global de equilibrio, ou melhor, a equagdo de movimento de um corpo
qualquer ¢ escrita diretamente da Segunda Lei de Newton. A quantidade de movimento ¢

uma grandeza vetorial e ¢ dada por:

Q= jv plidV (4.14)

onde V ¢ o volume do corpo em andlise, veja figura 4.4.

Figura 4.4 — Corpo em movimento

Como ja comentado anteriormente, as forgas aplicadas no corpo podem ser divididas
em dois tipos, as forcas de superficie p e as forgcas de volume b, veja a figura 4.1. A

resultante de forcas aplicadas ¢ calculada como:
R:jvde+jApdA (4.15)

Pela segunda Lei de Newton a variagdo em relacdo ao tempo da quantidade de
movimento ¢ igual & resultante de forgas aplicada no corpo, ou seja:
5_dQ_
dt
Igualando (4.15) a (4.16) resulta,

J.Vp%dv =jv pli dV (4.16)
jVde +jAr>dA=jv pli dV (4.17)

Em notagao indicial a equagdo (4.17) fica.

[ bav+] pdA=| ptdv (4.18)
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Caso se pretenda fazer analises estaticas, o lado direito da equagdo (4.18) é nulo. E
importante se mostrar que a equagao local de equilibrio (4.6) ou (4.7) € equivalente a equagao

global (4.17) ou (4.18). Isto ¢ feito integrando-se a equagao (4.7) no volume do corpo, como:
. t — _ =
jv Div(o")dV +jvbdv_jvpudv (4.19)

Lembrando-se do Teorema de Gauss (ou Green), que relaciona a integral do
divergente de uma funcdo no volume de um corpo com a integral do produto interno desta

funcdo com o versor normal a superficie do corpo, tem-se:
; t _ t o= N
jv Div(c")dV _jAa ndA_jApdA (4.20)
onde se aplicou a formula de Cauchy (3.15).
Para um proximo desenvolvimento ¢ interessante se apresentar a equacao (4.20) em
notac¢ao indicial, como:
[ o dv =] o dA=] p dA (4.21)
Substituindo-se (4.20) em (4.19) resulta exatamente a equacao de equilibrio (4.17) ou

(4.18). Ou seja, os equilibrios Local e Global sdo equivalentes.

4.2.2. Equilibrio em momentos ou equacoes de movimento de rotagao
O momento das forcas de superficie em relagdo ao ponto O, veja figura 4.1,
(escolhido como a origem do sistema de coordenadas) pode ser escrito em notagdes dyadica e

indicial como:
J.Af" ﬁdAZJAFAO't ‘-AdA ou jAgkijﬁpjdA:_[Agkijﬁo_éjnedA (4.22)

E interessante se reunir os trés primeiros tensores da ultima representagdo da equacao

(4.22) em um unico tensor de ordem 2, como:

[ &aroyndA=] nndA=| n-idA (4.23)

Aplicando-se o Teorema de Gauss sobre (4.23) tem-se:

[ mandA=| 7, dv ou [ n-idA=[ Div(n)dv (4.24)

Estas passagens, que parecem excessivas, servem para se entender que todas as
variaveis envolvidas, tensdo e distancia, sdo transformadas para o dominio de forma coerente,

ou seja, agora a distancia sera medida dos pontos do dominio ao ponto de referéncia e a

derivada de 7,, € a derivada do produto g, pois &; € constante, ou seja
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J.A ShoyndA= J.v Si (rio_é’j ),é dv = Iv Si (rio_éj,f 1,0y )dV (4.25)
Soma-se ao momento da forca de superficie o momento da forca de dominio em

relagdo a0 mesmo ponto de referéncia, resultando:
m, = J-v fkij (rio-éj,é + ri,tzatzj)dv +.|‘v fkijribj dv =
= J-v Sl (Géj,é‘ + bj )dV + Iv < e dv

O momento resultante gera a aceleracdo dos pontos do dominio que pelo Principio

D’ Alambert fica:

(4.26)

M = jv FA(pti)dv ou m, = jv pEqnl; dV (4.27)
Igualando-se (4.26) e (4.27) resulta:
le p‘é:kijriuj dv = .[v é:kijri (O-/,j y +bj )bj dv +le é:kijri,falj dv (4.28)

Rearranjando-se a equagao (4.28) escreve-se:

le fkijri (puj Oy _bj ) dv = le ‘fkijri,/,géj dv (4.29)

Comparando-se o nucleo da integral do lado esquerdo da equagdo (4.29) com a

equacao (4.6) encontra-se:

[ &anopav =0, (4.30)
Como o vetor posigao pode ser escrito como I, =X tem-se I;, =0,,, que aplicado em

(4.30) resulta:

[ &uoydv =0, (4.31)

Essa igualdade ¢ satisfeita quando o nucleo ¢ identicamente nulo. Para estudar essa

condicdo, basta aplicar as propriedades do tensor de Levi-Cevita, dadas no item 1.4, ou seja:

0, =0y, para k=3 (4.32)
0, =0y, para k=2 (4.33)
Oy, =0y, para k=1 (4.34)

Observa-se que cada k representa o equilibrio de momento em torno de cada eixo X,
. Assim, a equacao (4.31) verifica a féormula de Cauchy (4.13) a partir do equilibrio global de
momentos para um solido arbitrario. Observa-se que, neste item, completou-se o ciclo
contrario nas deducdes, ou seja, ndao se integrou o equilibrio local para se encontrar o global,

mas se saiu do equilibrio global até se determinar o equilibrio local.
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5. Cinematica dos corpos deformaveis - Deformacdes

Conforme comentado no final da se¢do 4.1, a apresentagao dos conceitos ndo lineares
estara presente ao longo do texto e simplificagdes para a elasticidade linear serdo feitas para
que se possa avangar em técnicas de solugdo e aplicagdes gerais em capitulos futuros. A
cinematica dos corpos deformaveis serd apresentada de forma didatica, iniciando-se por
relagdes uniaxiais para, na sequéncia, se apresentar o conceito de engenharia para as
componentes tridimensionais de deformacdo com sua generalizacdo para representacdes
tensoriais e, finalmente, sua simplificacio para problemas em pequenas deformagdes,

deslocamentos e giros.

5.1. Conceituacio uniaxial

Para se conceituar a deformagdo longitudinal observe o ensaio de tragdo da barra
indicada na figura 5.1. Antes de se aplicar a forca F , na configuragio inicial, marcaram-se
dois pontos X" e X distantes Ax entre si. Apds a aplicacdo da agdo externa ocorre uma
mudanca de configuragdo, para a qual os pontos marcados passaram a ocupar as posicdes
yA=f (XA) ey=f (X) . A fungdo f indica a mudancga de configuracdo que poderia ndo ser
fruto da a¢do de uma forca, mas de temperatura ou outro tipo de a¢do qualquer.

‘, A

]
v

NN
L ]

Figura 5.1 — Mudanga de configuracao

Na configuragdo atual a distdncia entre os pontos marcados passa a ser

Ay=y—-yh=1f(x)-f (XA) . Da figura 5.1 define-se deformagdo longitudinal média, como:
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Ened =—— (5.1

Para se medir com maior precisdo a deformagdo no ponto A pode-se definir

deformacdo média na vizinhanga finita de A como:

o _Ay=ax_(y=y")-(x=x") (5.2)
med AX (X—XA) .

A equagdo (5.2) pode ser reescrita de duas formas:

w_dy=ax_(FO)-F(x*))

Emed = AX (X—XA) -1 (53)

i _AY=AX (y-x)-(y*-x*) _ u(x)-u(x*)
med AX (x=x*) (x=x*) G4

onde U ¢ o deslocamento na dire¢do uniaxial de um ponto genérico. Define-se a deformagao
no ponto A fazendo-se o limite das equacdes (5.3) ou (5.4) quando X se aproxima de x*, ou

seja, a vizinhanga passa a ser infinitesimal, como:

o) DD -y o5
o [ We)=u(x))] d
)| N s o8

A expressdo (5.6) informa que a deformacdo longitudinal em um problema uniaxial
pode ser expressa como a derivada do deslocamento em relagdo & coordenada que define o
problema. Esta expressdo ¢, em geral a mais usada e conhecida, porém em elasticidade ndo
linear a forma (5.5) resulta em procedimentos de calculo mais simples. Neste caso, a
grandeza A ¢ chamada alongamento de Cauchy-Green, ou simplesmente alongamento.
Ainda, como o ponto A ¢ arbitrario, as formulas (5.5) ¢ (5.6) valem pra qualquer posi¢do X,
ou seja:

g(x):d_uzﬁ_lzg(x)_lzﬂ_lzu
dx dx dx dx

onde as duas ultimas representacdes, apesar de matematicamente inapropriadas, levam a um

(5.7)

entendimento fisico importante que remonta a definicdo da deformagdo média, ou seja, a
diferenca entre o comprimento infinitesimal final e o comprimento infinitesimal inicial

dividida pelo comprimento inicial de uma fibra do material ¢ a deformagao de engenharia no
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ponto. O alongamento relativo em um ponto ¢ dado pela razdo entre comprimento
infinitesimal final € o comprimento infinitesimal inicial de uma fibra do material.

Apesar de estar além dos objetivos deste texto, ¢ importante informar que quando a
configura¢do inicial do corpo ¢ tomada como referéncia, a medida de deformacdo e todas as

outras grandezas associadas sdo chamadas Lagrangianas. Caso a configuracao final (ou atual)
de um corpo seja tomada como referéncia, a deformagio (por exemplo ln(dx / dy)) e todas as

outras grandezas associadas sdo chamadas Eulerianas. Sem a simplificagdo de pequenos
deslocamentos, a Tensdo de Cauchy ¢ uma grandeza Euleriana, pois ¢ definida na
configuragdo atual do corpo. Entretanto, na elasticidade linear esta tensao sera tratada como

se fosse Lagrangiana, pois a configura¢do final se confunde com a inicial.

5.2. Deformacio de engenharia multiaxial
Neste item, os conceitos de deformacao de engenharia serdo ampliados para solidos
gerais. As ilustracdes serdo apresentadas para corpos bidimensionais, porém as defini¢des e

formulas sdo aplicadas para sélidos bi e tridimensionais.

5.2.1. Deformacio longitudinal

Todo so6lido deforméavel em equilibro estitico ou em movimento, sujeito a agdes

externas, muda de forma ou de configuragdo, veja a figura 5.2. A fun¢do f descreve a
mudanga da configuragdo inicial B, para a configura¢do atual B de um corpo genérico. Esta

funcdo ¢ considerada, nesse estudo, continua e continuamente diferencidvel até a segunda
derivada e ¢ chamada simplesmente funcdo mudanca de configuracao.

~X,Y,

Figura 5.2 — Mudanga de configuracao
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Na figura 5.2 os vetores infinitesimais dX e dy sdo dados pelos seus comprimentos
infinitesimais dx e dy (sempre positivos, pois o material ndo pode degenerar - virar do
avesso) e suas direcdes especificadas pelos versores U e V.

Podem-se repetir as expressoes (2.49) até (2.51) observando-se agora que f possui

significado fisico, ou seja, pode-se escrever dy como uma fungao de dX pela seqiiéncia:
f(X.%,% )= f(xf,xg,xg)JrGrad(f)-d)‘(' (5.8)
Passando-se l?(xl0 X3 ,X?) para o lado esquerdo da equagio retorna:
dy=df=Grad(f)-d>?=A~dX (5.9)
ou em notagao indicial, :
dy, = f, ;dx; = a;dx; (5.10)

Para simplificar a notacdo dyadica, chamou-se o gradiente da funcdo mudanga de

configurac¢do de A, tensor de ordem 2.

Calcula-se o comprimento dy conforme a equagao (1.9),
dy’ =dy" - dy (5.11)
onde o simbolo transposto ¢ utilizado para auxiliar na notacdo dos tensores de ordem 2 a

serem aplicados. Substituindo-se a equagdo (5.9) na equacdo (5.11) resulta:
dy> =dx"- A"- A-dxX (5.12)

Substituindo-se a representacdo dX = dxU em (5.12), escreve-se:
dy’ =(a'- A" A-0)dx’ = =(d'-A'-A-0) (5.13)

Assim, com base naquilo que foi descrito no item anterior, para se medir uma
deformacdo longitudinal de engenharia na direcdo de U (referéncia em B° - Lagrangiana)

deve-se fazer:
R T (5.14)

ou seja, como dx e dy, apesar de infinitesimais sdo positivos, tem-se:

0t-ACA-G e g, =AUl -A-AT -1 (5.15)

Deve-se comentar que a relagdo dy / dx na equagdo (5.14) ndo indica derivada, mas a relagao

entre os comprimentos infinitesimais dy e dX que ndo estio na mesma diregdo-
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Neste ponto ¢ interessante se definir o tensor de alongamento a direita de Cauchy-
Green,
C=A"-A com C'=A"-A simétrico (5.16)
grandeza importante na elasticidade ndo linear e que serd abordada novamente nos proximos

itens deste capitulo.

5.2.2. Distorcao
Marcando-se duas linhas ortogonais no corpo indeformado (configura¢do B’), veja
figura 5.3, a distor¢do de engenharia ¢ definida pela quantidade angular (em radianos) do

quanto estas linhas deixam de ser ortogonais apds a mudanca de configuragdo, ou seja:

Vo :%—0 (5.17)

Aqui ¢ importante lembrar que radiano ¢ adimensional, pois ¢ uma medida relativa
entre o comprimento de um arco € o raio que o gerou e, portanto, pode ser usado como

medida de deformagdo. Como serd visto adiante, ¢ preferivel definir a semi-distor¢ao ou

distor¢do matematica &,, como,

(7
Ew —E(E—ej (518)

Figura 5.3 — Distorcao

Na figura 5.3 G eV sdo versores na configuragdo inicial enquanto U e V sdo vetores
ndo unitarios na configuragcdo atual, pois acompanham a mudanga de forma do corpo. Da

figura 5.2 e da equacdo (5.9) ou (5.10) se escreve:

dy=dxA-u e dV:dyﬁzﬂudx% (5.19)
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portanto,

<

Al =2, ou — = (5.20)

c

0 mesmo vale para a diregdo V, veja figura 5.3,

v _AY 21
M T (5.21)
O angulo 8 pode ser calculado como mostrado na equagado (1.16), ou seja:

u'-A'-A-V Vt

cos6’=Uj'Y
) VR ]V

Assim, a semi-distorcao fica dada por:

1(;; [U‘-At-A-VD 1(;: (u’t-c-vD
&y =&y =—| ——arccos| ————— | |=—| ——arccos (5.23)
2( 2 A2, 2(2 A2,

onde C ¢ o tensor de alongamento de Cauchy-Green , veja a equagao (5.16).

(5.22)

Para o caso tridimensional, um terceiro versor W, ortogonal a U e V deve ser
considerado e também se calculam as semi-distor¢des nos planos definidos por U e W e por
Wev.

Para se calcular as "componentes" cartesianas da deformagao em questdo, calculam-se

. —

=i, V=] e W=k, versores

>

os valores de ¢,, &,, &, &y, €u © &, adotando-se U

coordenados, como:

&, =+, 1, £, =+/Cy —1, £y = -1 (5.24)

£ _L 7 _ arccos % ara 1% (5.25)
i =55 Py p J .

onde o tensor de alongamento de Cauchy-Green, equagdo (5.16), foi utilizado. Assim as

componentes do tensor C estdo diretamente associadas as componentes cartesianas de

deformacdo. Observa-se que cada componente cartesiana do tensor de Cauchy-Green pode

ser encontrada aplicando-se C; = €'.C-8’, onde (§1,62,§3) = (T, jT,k) .

As equagdes (5.24) podem ser reescritas usando a definicdo de alongamento

longitudinal, ou seja,

& =4 -1, &y =4y -1, &y =y —1 (5.26)
Observando-se (5.20) € (5.24) € 6bvio que C;;, = /1,%)
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Poderia se cogitar em escrever as "componentes cartesianas" da deformacgdo ndo
linear de engenharia (equagoes (5.24) e (5.25)) na forma de um tensor de ordem 2, porém, o
arranjo resultante ndo ¢ um tensor, pois ao se aplicar a formula de rotagao sobre este arranjo
em forma de matriz, ndo se encontraria a medida correspondente de deformacdo na dire¢do
desejada. Para tanto, ¢ necessario se aplicar a rota¢do sobre o tensor de alongamento de
Cauchy-Green para depois se calcular as novas "componentes" da deformacao ndo linear de
engenharia.

O tensor de Cauchy-Green ¢ realmente um tensor, pois da equagao (2.30) se escreve:

A=R'"-A-R ou A=R-A-R (5.27)
assim, de (5.16)
C=A"-A=R-A"R"“R-A-R"=R-A"-A-R'=R.C-R' (5.28)

ou resumidamente:
C=R.-C-R' ou inversamente C=R'-C-R (5.29)

ou seja, vale a formula do giro de tensores para o tensor dealongamento de Cauchy-Green.

5.3. Deformacao de Green-Lagrange

Analisando-se as "componentes" de deformacdo nao linear de engenharia e seu
significado geométrico intuitivo, constata-se que as deformacdes longitudinais nas dire¢des
cartesianas podem ser medidas com o uso dos termos da diagonal do tensor de alongamento
de Cauchy-Green e que as componentes de distorcdo podem ser medidas com as
componentes fora da diagonal deste tensor.

Assim, define-se o tensor de Deformacdes de Green-Lagrange (ou apenas Green)
como:
E =1(C—|) ou E, =1(C.. -3;) (5.30)

B i~ 5 Wi

Para melhor esclarecer as passagens a serem apresentadas nos proximos itens,

escreve-se também o tensor de Green como fungdo dos deslocamentos. Para tanto, lembra-se

da defini¢cdo de deslocamento ja usada na equagao (5.4), escrita em notacao indicial como:

U (X%, % ) = Y (X0 %0, X3 ) — X (5.31)
Assim, o gradiente do deslocamento ¢ escrito como:

U (X%, %) = Y (X, %0, %) = 6 (5.32)
ou, em notacao dyadica:

Vi=A-1I ou A=Vi+l (5.33)
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Substituindo-se a segunda das (5.33) em (5.16) resulta:
C=(Vi+1)-(Vi+1)=Vi'-Vi+Vi'+Vi+l (5.34)

Conseqiientemente, a deformagao de Green ¢ dada em func¢do do deslocamento por:

1) ]

E=%(vut.va+vut+vu) ou E =%(u..u. U U ) (5.35)

5.4. Deformacéao linear

Como comentado no inicio deste material, a maior parte da disciplina aqui abordada
tem interesse na elasticidade linear, porém ¢ importante localizar o estudante nas
simplificagdes da linearizagdo das solugdes. Comeca-se relacionando com maior detalhe os
elementos da diagonal do tensor de deformagdes de Green com as "componentes"
longitudinais cartesianas da deformacdo de engenharia, por exemplo, fazendo-se G =1
determina-se

C11 CIZ C13 1

Cowy =(1,0,0)[ C, €y €yl 0|=c, (5.36)

Cl 3 C23 C33 0

que, juntamente com as equacoes (5.30), (5.24) ou (5.36) resulta:

%(21 +1)(4, 4):@% (537)

1

En :5(112 _1):

Quando a deformacgao ¢ pequena, o alongamento relativo € muito préximo da unidade

(/11 = 1) , pois nao ha mudanca significativa de comprimento das fibras do material, portanto:
Ell = 811 > E22 = 822 E33 = 833 (538)
Outra forma de se chegar 8 mesma concluséo ¢ escrevendo-se E,, a partir da equagao (5.35),

ou seja, em funcdo do deslocamento, como,
1
E,= 5(“1,1“1,1 +u, + ul,l) (5.39)

Lembrando-se, a partir das equagdes (5.31), (5.32), (5.33) e (5.14), que,

u, :(yl_xl),l :yl,l_lzﬂ’l_l:gll (5.40)
Escreve-se,

1 &
E, =5(8121 +25”):%+5H (5.41)
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Assim, quando a deformacdo longitudinal ¢ pequena, vale a equacdo (5.38).
Observando-se a equagio (5,38) aflora a intengio de se desprezar VU'-VU da representacio
(5.35) para representar pequenas deformacgdes. Neste sentido, deve-se mostrar que, quando a
distor¢do ¢ pequena, os termos fora da diagonal de E se aproximam dos termos

correspondentes do tensor de deformacgao linear, definido como,

_ 0t + Vi —(u U
glln — VU +Vu ou 8i|jln :( >) J ) (542)
2 2
Seja a semi-distorgdo ndo linear de engenharia medida no plano formado por G =1 e
V=] (equagdo (5.23)), ou seja:
| = Cp,
&, =—| ——arccos| —— (5.43)
2( 2 A4,
Realizando-se a expansdo em série de Taylor do arco-cosseno em torno de C, =0 tem-se:
1 1 1 3
fp==| 2| 222 40(c}) ||=——"2+-0| | 2= (5.44)
202 (2 A4 Ad, 2 2 A,

Introduzindo-se a hipotese de pequenas deformagdes para qualquer compoente, tem-se

A =1 e, portanto, resulta:

ij =

e ~ lc.. =E. ara B 5.46
2 1 ] p J

Desta forma, conclui-se que a deformagdo linear (pequenos deslocamentos, deformacdes e

rotagdes) ¢ dada pela expressao (5.42).

5.5. Limitacoes da deformacao linear para movimentos de corpo rigido

Apesar de se ter mencionado que a medida de deformacdo linear vale para pequenas
deformacdes, deslocamentos e rotagdes, a prova de que os deslocamentos e rotacdes devem
ser pequenos ainda ndo foi apresentada. Para tanto, tomam-se fung¢des de translacdo e de
rotagdo pura sobre um corpo qualquer e se verifica se a deformagao resultante ¢ nula. Caso a
deformacao resultante nao seja nula a medida de deformacdo possui limitagdes, ou,

utilizando-se o jargdo cientifico, € ndo objetiva.

5.5.1. Movimento de corpo rigido - Translagao

A fun¢do mudanca de configuragao que representa translacao é:

Yi = fi(X1’X2>X3):Xi+di (5.47)
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onde d. ¢ o vetor deslocamento constante, assim,

Ui (X, %, %) =d, (5.48)

Desta forma encontram-se:

Vi =A=I Vi=0 (5.49)
Aplicando-se as equacdes (5.30), (5.35) ou (5.42) conclui-se que tanto a deformacao

de Green quanto a deformacdo linear ndo registram deformagdo para translagdes de corpo

rigido.

5.5.2. Movimento de corpo rigido - Rotaciao
Para simplificar, em uma representacio bidimensional, a funcdo mudanca de

configura¢do que representa rotagcdo pura ¢ dada por:

y, =X cos(8)—x,sen(6) u, = X cos(8)—x,sen(8)-x,
ou (5.50)
Y, = Xsen (8)+x,cos(0) u, = X;sen(8)+x,cos(0)—x,
Portanto,
A=R, C=R'.R=1I, E=0 (5.51)
_ R . ” {cos@—l 0 }
Vi=R-1, (Vi+Vi')=R+R'-2l, &"= (5.52)
0 cosfd -1

ou seja, para rotacao de corpo rigido a deformagdao de Green € objetiva, mas a deformacao
linear ndo ¢, pois registra deformagdo onde nao ha.

Entretanto, se o giro for pequeno cosé — 1 a deformacdo inadequada desaparece.
Assim, a deformacao linear pode ser utilizada como boa aproximag¢ao quando os giros forem
pequenos.

A figura 5.4 mostra como um elemento infinitesimal contido em um corpo que sofre
grandes deslocamentos estd sujeito a grandes rotagdes e, portanto, a deformagdo linear fica
limitada a pequenos deslocamentos, rotagdes e deformacdes. Desta forma, uma analise que
utiliza a medida linear de deformacdo, equacdo (5.42), ¢ chamada de andlise linear

geométrica.

66



XY,

/F\‘

B® IZI

ANNNNNNN

X Y

>
>

Figura 5.4 - Grandes rota¢des de um infinitésimo em corpo flexivel

5.6. Deformacdes e direcdes principais.

Tendo em vista as defini¢des (5.30) e (5.42) tanto a deformagdao de Green, quanto a
deformagdo linear sdo tensores. Observe aqui que a definicdo de semi-distor¢ao que aparece
na equagdo (5.42), possibilita definir a deformagdo linear como tensor. Assim, todas as
operagdes definidas para tensdes sdo validas tanto para medidas de deformacao linear quanto
para deformagdes nao lineares objetivas, como a deformacdo de Green. Assim, o giro do
tensor de deformacdes pode ser escrito como feito para tensdes pela equagdo (3.20). No que
diz respeito a deformacdo linear, que a partir de agora sera chamada apenas de ¢, ¢
importante se definir operacionalmente as deformacdes e diregdes principais. Obviamente
que estas formulas também valem para a deformagdo de Green.

Na representacdo tridimensional, as deformagdes principais correspondem as
deformacgdes longitudinais maximas que ocorrem em um ponto do continuo. Sua
determinagdo ¢ feita através da solucdo do seguinte problema de auto-valor e auto-vetor:
e-N=¢&"n (5.53)
onde & € um escalar e corresponde as deformagdes principais (auto-valores) € i sdo as
direcdes principais. Segundo as diregdes principais ndo ocorre distor¢do. A solucdo da
equacado (5.53) é semelhante a solucao da equagdo (3.29). Neste caso, a equacdo caracteristica

do problema fica:

3 2
() =1,(e") +1,"=1,=0 (5.54)
onde
& & & & & &
=g, 1, =2 "2+ "B+ TPl el,=Det(e) (5.55)
832 833 63 1 833 82 1 822
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Como as deformagdes principais ndo podem ser dependentes do sistema de
coordenadas adotado para se solucionar determinado problema fisico, chamam-se as
constantes |, 1, ¢ |, como invariantes de deformagio

O fato do tensor de deformacgdes ser simétrico garante a existéncia de trés raizes reais
para a equagdo caracteristica, ¢ podem ser calculadas por procedimentos numéricos (Jacobi
por exemplo) utilizados em calculadoras, ou de forma fechada pelas expressoes de Cardan

transcritas abaixo,

3
R=l —|‘|2+I3+&
2 3 27

Y L,
\/2_7(? |2j R (5.56b)

p=+R?+Q’ (5.56¢)

j (5.56a)

Q

0 =arctg(Q/ R) {R>O =0<0<xl2 (5.56d)
R<0 =7x/2<0<7x

&P =23 ,ocos(é?/3)+|3—1 (5.56¢)

gl =23 pCOS((Zﬂ—H)/3)+% (5.56f)

gl =23 pCOS((272+6’)/3)+% (5.56g)

Conhecido cada auto-valor, a busca do auto-vetor correspondente ¢ feita exatamente
como apresentado para tensdes no capitulo 3.

A semi-distor¢do maxima ¢ dada por:

p p p p p p
“91 _82‘ ‘51 — & ‘ ‘83 _‘92‘
£ = max{ , , (5.57)

2 2 2

e, portanto, a distor¢do maxima fica y,  =2¢__. As dire¢des de semi-distor¢do maximas

formam angulo de 45° com as dire¢des principais e as deformagdes longitudinais segundo

g’ +e]

estas diregdes valem &, (45°) = para o plano que forma 45° com os planos

principais i e J .
Pode-se definir o plano octaédrico em deformagdes da mesma forma que para tensoes.

Apenas comenta-se que as direcdes principais das deformagdes nem sempre coincidem com
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as diregdes principais das tensdes. Este comportamento depende das propriedades elésticas do
corpo analisado, como sera mostrado no capitulo 6.

Voltando-se ao comentario apds a equagao (4.13) sobre a busca da solugdo da
distribuicdo de tensdes no solido analisado, comenta-se que, na elasticidade linear, a
expressao (5.42) gera seis equagdes que relacionam os trés deslocamentos as seis

componentes de deformacdo. Assim, aumentou-se o nimero de incognitas para 15 (o,&,U ) e

o numero de equacdes para nove, equagoes (4.6) e (5.42). Para a solugdo do problema faltam
as seis relagdes tensdo/deformacao que serdo abordadas no proximo capitulo.

E importante comentar que o procedimento de calculo dos invariantes de qualquer
tensor simétrico de ordem 2, como por exemplo a deformagdo de Green e o alongamento de
Cauchy Grenn sdo exatamente os mesmos descritos para tensdo e deformacdo linear.
Procedimento analogo pode ser seguido para o gradiente da mudanca de configuragdo A,
lembrando que este ndo ¢ simétrico e a solu¢do da equagdo caracteristica pode ser mais

complicada.

5.7. Equacdes de compatibilidade em deformacgoes

A equagdo (5.42) contém seis expressdes que relacionam diretamente o0s
deslocamentos as deformagdes lineares. Caso se conhega a distribuicdo de deslocamentos no
corpo analisado, a distribuicdo de deformacdes ¢ facilmente encontrada aplicando-se a
equacdo (5.42). Entretanto, na maior parte das solucdes analiticas da elasticidade linear
determina-se primeiramente o campo de tensdes ou deformacdes para entdo se determinar o
campo de deslocamentos no corpo.

Na determinacdo destas solugdes analiticas, ou mesmo na proposi¢do de solucdes
aproximadas, deve-se saber que nao ¢ com qualquer campo de deformacgdes que se constroem
solugdes completas. As restricdes dos possiveis campos de deformagdo sdo chamadas de
equacdes de compatibilidade em deformacdes e sdo determinadas a partir de operagdes
diferenciais e combinacdes entre as componentes de deformagdo linear, usando-se as

expressoes contidas em (5.42).

Por exemplo, toma-se de (5.42) explicitamente o calculo de ¢, &,, € &,, ou seja:

&y = U, &n = Uy, &, = (ul,z + uZ,l)/2 (5.58)

5

derivando-se &, duas vezes em relacdo a X, e &,, duas vezes em relagdo a X, e somando-se

encontra-se:
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El1m + Enpn = u1,221 + u2,112 (5-59)
agora aplicando-se a derivada cruzada sobre &, encontra-se:

€on = (u1,221 U0 ) /2 (5.60)
e, portanto, tem-se:

Enptény = 28,51, =V (5.61)

Da mesma forma, com mais trabalho algébrico se encontram:

Enast 8300 =280 = Vnn (5.62)
Eyn T €3 =283 = Vi (5.63)
S = (_523,1 T &y TEn; )’1 (5.64)
Eniz = (‘923,1 —&3, 1 &, ),2 (5.65)
€2 = (‘923,1 T &5, =€, )’3 (5.66)

Estas seis equacdes sdo dependentes e podem ser ainda transformadas em 3 equagdes
diferenciais de quarta ordem independentes. Entretanto, este processo sera realizado nas

técnicas de solugdes apds a apresentacao das relagdes tensdo-deformagao.

6. Relacoes constitutivas ou tensao-deformacao

As defini¢des de tensdo e deformagdo apresentadas nos capitulos anteriores nao
dependem do material constituinte do so6lido, mas as relagdes entre estas grandezas sim e sao
muitas vezes chamadas de relagdes constitutivas. Como os materiais sao diversos ¢ natural
que existam diversas leis que relacionam as tensoes as deformacgodes.

Em geral, para niveis baixos de tensdo, a maioria dos materiais estruturais apresenta
comportamento eldstico, ou seja, quando solicitados mudam de forma e quando a solicitagao
deixa de existir retornam a configuragdo inicial. Nesta condigdo a lei constitutiva ¢é
denominada elastica.

Mesmo para baixos niveis de tensdo alguns materiais possuem comportamento
viscoso, isto ¢, sua lei constitutiva dependente da taxa temporal (velocidade) da aplicacdo das
solicitagcdes externas. Quando o material apresenta comportamento viscoso, mas retorna a
configuragdo indeformada na auséncia das ag¢des externas, a lei constitutiva ¢ denominada

viscoelastica.
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Quando o nivel de tensdo aumenta significativamente os materiais comeg¢am a
apresentar uma mudanga de comportamento irreversivel. Isto ocorre porque as ligacdes entre
graos, cristais, moléculas e atomos podem estar sendo desfeitas. Usualmente, para os niveis
de tensdo associados a mecanica dos sélidos, a deterioracdo do material é vista de forma
continua e apenas as ligagdes entre graos e cristais sdo consideradas. Cada material apresenta
diferentes comportamentos na evolugcdo da deterioragdo. De forma geral dois extremos
podem ser mencionados, a deterioracdo plastica para a qual durante a evolugdo da
deterioragdo o material continua apresentando coesdo; e a deterioragdo fragil para a qual a
coesao do material se degenera rapidamente. Na primeira condi¢do o material ¢ chamado de
ductil e sua lei constitutiva elastoplastica; na segunda condicdo o material ¢ chamado de
fragil e a teoria do dano ¢ empregada para se definir a lei constitutiva associada.

Neste texto, sera abordado o comportamento eldstico dos materiais e, antes de se
definir as leis constitutivas eldsticas, ¢ importante se apresentar os principais critérios de
resisténcia ou falha, que, neste curso, limitam os niveis de tensdo a serem impostos nos
materiais para que estes se comportem de maneira elastica. Em cursos mais avangados, as
superficies geradas pelos critérios de resisténcia passam a controlar, além do limite de falha, a

sua evolugao.

6.1. Principais critérios de resisténcia:

Uma informacdo de interesse € que os materiais ducteis apresentam grandes
deformacdes antes de atingirem a situacdo de ruina, enquanto os materiais frageis rompem
com niveis muito pequenos de deformacio. E usual dizer de forma simplista que os materiais
ducteis avisam quando ocorrera a ruina, enquanto os materiais frageis rompem sem aviso.

Deve-se observar ainda que materiais considerados ducteis na temperatura ambiente
podem romper de forma fragil (sem aviso) em baixas temperaturas, como, por exemplo, em
aeronaves e espaconaves. Neste texto as tensdes limite de referéncia indicam que o material
inicia a sua degeneracdo, ou seja, antes de atingi-las o material continua eldstico. Como nao
serd tratado o comportamento nao linear do material apds o limite elastico, as superficies

serdo chamadas de superficies de ruina, apesar de certos materiais ainda terem uma boa

reserva de resisténcia apds o limite elastico.

6.1.1. Critério de Rankine
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O critério de resisténcia de Rankine (1820-1872), ou critério da maxima tensdo

normal, € um critério muito simples e aplicado no passado a materiais frageis. Limita as

tensdes principais a valores limite de tracdo (G, ) ou compressao ( 0, ), ou seja:

_ b —
o, <o’ <0, ©.1)
_ 0 —
o, <0, <0, 6.2)
_ b —
o, <0; <0, 6.3)

Para materiais frageis ¢ usual ter-se ‘5t‘<‘5c‘. Sua representacdo no espago das

tensdes principais pode ser visto na figura 6.1. Um estado de tensdes (o ,05 ,07 ) no interior

do espago definido pela superficie do critério € seguro, enquanto um exterior ndo € seguro.

O
2
5, | /o'p
“r
_ ' ’/
GC . 7. .
O Op1 S ST
R o
1
7 1
— 1
G, '
1
1
(a) 0': =0 (b) Espago das tensdes principais

Figura 6.1 — Representagdo do critério de Rankine

No espago tridimensional das tensdes principais observa-se que o eixo onde
0, =0, =0, (trissetriz dos eixos coordenados) representa a parcela hidrostatica de um estado

tensdo, veja, por exemplo, a equacao (3.69). Assim, o critério de Rankine ¢ sensivel a parcela
hidrostatica, pois caso esta cres¢a (ou diminua) o ponto que representa o estado de tensdo
pode sair da regido delimitada pela superficie de ruina e, assim, o material pode romper.
Ainda, na representagdo no espago das tensdes principais a componente desviadora ¢
entendida como um vetor ortogonal ao eixo hidrostatico que indica o quanto o estado de
tensdo estudado desvia de um estado hidrostatico, veja as expressdes (3.65) até (3.69) e
figuras 3.11 e 6.3.

Na pratica, verifica-se o critério aplicando-se as expressdes (6.1) a (6.3), quando

satisfeitas o material € seguro, caso contrario ha ruina.

72



6.1.2. Critério de Tresca ou da maxima tensio de cisalhamento

O critério de resisténcia de Tresca (1814-1885), ou critério da maxima tensdo de
cisalhamento ¢ aplicado a materiais ducteis. Em ensaios de tracdo (ou compressdo) simples
observa-se que os planos de ruina de materiais ducteis formam 45° em relagao ao plano
principal, além disso, observa-se que a ruina ¢ independente da componente hidrostatica de

tensdo. Assim, a expressao deste critério ¢ dada por:
_ P_ Pl 5P — 5P| 9| 5P — 5P = _=

|Z'max| = max{‘al -0, ‘/2,‘63 -0, ‘ / 2,‘01 -0, ‘/2} <t=012 (6.4)

onde & ¢ aresisténcia a tracdo ou compressao uniaxial aferida em ensaio correlato.

Na figura 6.2 apresentam-se trés representagcoes do critério de Tresca. A primeira no

plano de Mohr (o,,7), a segunda no espaco das tensdes principais € a terceira considerando-

se o} =0. Na representagdo no plano de Mohr, caso o maior circulo que representa o estado

de tensdo estudado, veja figura 3.9, ndo intercepte as linhas limite o estado de tensdo ¢
seguro. Nas representagdes tridimensional ou bidimensional um ponto interno (estado de
tensdo) ¢ seguro e um externo ¢ ndo seguro. Na pratica, verifica-se o critério aplicando-se a

expressao (6.4), quando satisfeita o material ¢ seguro, caso contrario hé ruina.

)]
T _
G,
AN ]
N
‘ (01-0,)<G

Mohr

Figura 6.2 — Representagdes do critério de Tresca

Observa-se na representacao tridimensional que a variagdo da componente
hidrostatica (segundo o eixo inclinado onde o =0 =0o/) ndo gera ruina e que a ruina

depende apenas da componente desviadora, ortogonal ao eixo hidrostatico.

6.1.3. Critério de von-Mises ou da maxima tensao octaédrica
Este critério ¢ atribuido a von-Mises (1883-1953) e ¢ aplicado aos materiais ducteis.

J4

Portanto ¢ independente da componente hidrostatica de tensdo. Também ¢ chamado de
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Critério da Maxima energia de Distor¢do e pode ser considerado uma regularizacdo do

critério de Tresca. Sua formula é dada por:

\/(O'lp -of )2 +(0'1p -of )2 +(0'2p -of )2 <26 =227 =37, (6.5)

Sua analogia com o valor da tensdo de cisalhamento octaédrica (ou tensao desviadora
no plano octaédrico) pode ser vista comparando-se a equagao (6.5) com as equagdes (3.63) e
(3.69).

Outra informagdo importante para futuras leituras referentes a plasticidade ¢ que se

definindo o segundo invariante do tensor desviador,veja equacao (3.34), como:

des des des des des des
Opn Oxn| (O O Oy Op

J, =- (6.6)
2 des des des des des des :
O3 O3y O3 Oy | |0y Oy

pode-se mostrar que o termo no interior da raiz quadrada da equagdo (6.5) vale 6J,, valor
muito empregado para desenvolvimento de métodos numéricos para analise ndo linear fisica.
As representagdes bidimensional o =0 e tridimensional do critério podem ser vistas

na figura 6.3. Nesta figura, também ¢ mostrado o significado da tensdo de cisalhamento
octaédrica, que, como ja foi definido, ¢ a resultante das tensdes de cisalhamento no plano
definido pelo vetor trissetor das direcdes principais. Nesse plano a tensdo normal ¢ igual a

tensdo hidrostatica, o, = o, .

G 61 3
von-Mises

Qi

Figura 6.3 — Representagdes do Critério de von-Mises

Como se pode observar na representagdo onde o; =0, o critério de von-Mises

coincide com o de Tresca para estados uniaxiais de tensdo e ¢ menos conservador para outras
situagdes. Na pratica, verifica-se o critério aplicando-se a expressao (6.5), quando satisfeita o

material € seguro, caso contrario ha ruina.
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6.1.4. Critério de Mohr-Coulomb

Este critério ¢ aplicado a materiais frageis e ¢ atribuido & Otto-Mohr (1835-1918). E
associado ao nome de Coulomb por existir uma explicagdo fenomenologica associada ao
atrito no que diz respeito a dependéncia da ruina de materiais frageis as tensdes hidrostaticas.
Quanto maior a compressdo hidrostatica maior a resisténcia ao cisalhamento (deslizamento
relativo entre superficies paralelas — atrito) do material e quanto maior a tragdo hidrostatica,
menor essa resisténcia.

Quando o; =0 uma representagdo muito simples do critério pode ser adaptada do
critério de Tresca (figura 6.2) considerando resisténcias diferentes a tracdo e compressao,

veja figura 6.4.

P/o5=0 Gy

Figura 6.4 — Representagdo grafica do Critério de Mohr-Coulomb para o; =0

Em geral, a tensdo de ruptura a tragdo ¢ menor que o modulo da tensdo de ruptura a
compressao e o trecho onde as tensdes principais possuem sinal trocado sao unidos por linhas
retas. Esta figura pode ser confirmada de forma aproximada realizando-se ensaios em
laboratorio e representa uma corre¢do significativa no critério de Rankine.

No caso de o) =0 as expressdes do critério sdo extraidas da figura 6.4 e, caso

satisfeitas, implicam estado seguro, caso contrario, indicam ruina. As expressoes ficam:

o’ <o,
Se o’ >0e0f>0=> B (6.7a)
ol <o,
o, <of
Se 0/ <0eoc)<0=19 (6.7b)
o, <0y
Se oF p AP
eo >0eo, <0=>—70, -0, <|0'c| (6.7¢)

t
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SeoP<0eoP>0=0l-Lol<s (6.7d)

o]
Por serem estas expressoes limitadas ao caso onde o5 =0 pode-se criar uma

envoltéria no espaco de Mohr para se estender o estudo ao estado tridimensional de tensao

usando as trés circunferéncias da figura 3.9. Isto ¢ feito tragando-se duas circunferéncias

criticas para os estados uniaxiais, uma com apenas O, € outra com apenas O,, conforme a

figura 6.5.
T ,
(c1)

&
AN

&)

& | R
02 0+0, (S o
2
6t/2L Gt /(2 senQl)
K 9]
L

(a) Tragado da superficie  (b) Determinacdo do par (o,7)

Figura 6.5 — Critério de Mohr-Coulomb

A reta tangente aos circulos de Mohr resultantes dos ensaios uniaxiais (tra¢do e
compressao) corresponde a superficie limite, ou seja, qualquer circulo de Mohr que intercepte
a linha limite indica ruina. Esta afirmagdo, respeitando a ordem o >of >0), ¢
representada pela seguinte formula:
r<C—o-tan(a) ou r+o-tan(a)<c (6.8)

Com o par (o,7 ) mostrado na figura 6.5b dado por:
o= o/ ;O-zp " ‘O-lp _Gzp‘

—‘le ;Gzp‘ cos( ) (6.9)

sen(a), 7=

As constantes aplicadas sdo:

|O-c|_at 1 Ec| |O-C|Gt

tan(a ) =—F=—=, c=—./|c.|5, , sen =|—_Et,00506 e —
2lele, 2 15 . sen(a) AR () 5| +5,

t c

(6.10)

onde & ¢ chamado angulo de atrito interno e C coesdo do material.
Para se evitar a necessidade de se ordenar as tensdes principais, escreve-se a

expressao geral tridimensional do critério como:
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o ‘am;opz‘"019;039"‘@;529‘ +sen§a).(alp+02p+a3p)<% (6.11)
com

_ 25,5}

- |50|t+ £ (6.12)

Como se pode observar o critério ¢ dependente da tensdo hidrostatica e da maxima
tensdo de cisalhamento. De forma grosseira poderia se dizer que ¢ uma adaptacio do critério
de Tresca para contemplar a influéncia da tensdo hidrostatica. A figura 6.6 representa a

superficie de ruina no espaco tridimensional das tensdes principais. O cruzamento desta

superficie com o plano o5 =0 resulta na figura 6.4.

P/o,=0 Gy
¢ ‘
24
: ' ol
6t Gl 4
v . 6
. 5
4 -4
- 4 -2 2
GC 8 ‘ 2 > 2 ‘
« Ty 4 4 oy
f 6 6
[ T4
4 5
(a) of =0 (b) Espaco das tensoes (c) Vista pelo vetor trissetor

principais (plano de Naday)
Figura 6.6 — Critério de Mhor-Coulomb

Na pratica, verifica-se o critério aplicando-se a expressao (6.11), quando satisfeita o material

¢ seguro, caso contrario ha ruina.

6.1.5. Critério de Drucker-Prager

Este critério, também aplicado na verifica¢do a ruina de materiais frageis, ¢ atribuido
a Drucker (1918-2001) e Prager (1903-1980). Da mesma forma que o critério de von-Mises
pode ser considerado uma suavizagdo do critério de Tresca, o critério de Drucker-Prager pode

ser considerado uma suavizagdo da superficie de Mohr-Coulomb. Na figura 6.7 podem-se

- .. . . . 3 ., ,
observar as representagdes tridimensional e bidimensional o, =0 para o critério. A formula

geral ¢ dada por:
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\/(Glp -0y )2 +(O-lp -0 )2 +(O-3p -0y )2 +\/Esen(a)-(0'1p +o; +G3p)< V25 (6.13)

3
que no caso de o, =0 fica:

(o) +(c

P/G;=0

p
2

2 —
) -o'c) +Sen(05)(0'1p +02p)< o

Gr

-

G,
/ DMLU-!% ;
- 2
/,
C

|
s3] c;
/ 3
/, .

(6.14)

Figura 6.7 — Critério de Drucker-Prager

Todas as constantes do critério sdo as mesmas do critério de Mohr-Coulomb. No caso

em que 0,3) =0 deve-se atentar para o fato de que

o

- I

— (o2
o]

(6.15)

1+ sen(a) T 1-sen(a)
indicando a coincidéncia dos critérios de Mohr-Coulomb e Drucker-Pragerpara para ensaios
uniaxiais.

Na pratica, verifica-se o critério aplicando-se a expressao (6.13), quando satisfeita o
material ¢ seguro, caso contrario hé ruina. Para os objetivos deste curso & definird o limite

elastico, ao invés da ruina. A seguir sera definida a Lei Constitutiva Elastica, que sera

admitida no comportamento dos corpos estudados.

6.2. Leis constitutivas elasticas

Atualmente, a abordagem energética ¢ a mais indicada para se descrever a
elasticidade, pois a consideragdo da elasticidade nao linear, incluindo grandes deslocamentos
e deformagdes, se torna muito mais simples e direta. Entretanto, como seqiiéncia didatica se
escolhe (primeiramente) apresentar de forma fenomenoldgica a Lei de Hooke para materiais
isotropos que relaciona, de forma linear, as tensdes de Cauchy e as deformacdes lineares.
Portanto, limitada a pequenos deslocamentos, rotagdes e deformacdes.

Na seqiiéncia, apresentam-se a generalizagdao da Lei de Hooke contemplando notagdo
tensorial (dyadica e indicial) bem como a generalizagdo dos conceitos energéticos para se
construir leis constitutivas mais gerais, lineares ¢ ndo lineares. Das consideragdes energéticas

resultam propriedades importantes de simetria e um conceito de tensdo baseado nos
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conjugados energéticos. Finalmente, retorna-se a elasticidade linear descrevendo-se alguns
tipos de isotropia e anisotropia possiveis de serem representados pelo tensor constitutivo

elastico.

6.2.1. Conceituacao tridimensional para materiais isétropos

Materiais isotropos sdo aqueles que possuem propriedades fisicas iguais em qualquer
direcdo, os materiais metalicos e ceramicos, em geral, podem ser considerados isotropos,
desde que o tamanho dos graos seja suficientemente pequeno para garantir uma distribui¢ao
homogénea em todo o continuo.

Para materiais isétropos pode-se tomar o volume elementar da figura 3.5,
independentemente de sua orientagcdo, € observar as deformacdes ocorridas ao se aplicar,
isoladamente, cada componente de tensdo, veja a figura 6.8. Deve-se lembrar nessas
observagdes, que o corpo ¢ infinitesimal e que as deformagdes ocorridas sdo pequenas. No
capitulo 5 a definicao de pequenas deformacdes ja foi abordada, equagdo (5.42) onde definiu-
se a componente de deformagao longitudinal e a distor¢ao ou deformagdo por cisalhamento.
Quando estas defini¢des sdo observadas a luz das figuras 6.8 e 6.9 também se entende que a
deformacdo longitudinal mede o afastamento relativo entre planos paralelos do continuo e a

distor¢ao mede o deslizamento relativo entre planos paralelos do continuo.

Adx, =&, =Adx, / dx,

dx,

/

7/\dxl Adx, Adx, =&, =Adx, /dx,

Figura 6.8 — Idealizacdo de ensaio de tragdo na diregdo X

Em um ensaio de tragdo (material isétropo) aplicando-se apenas a componente de

tensdo o,;, (em um elemento de volume livre de ag¢des nos outros planos) resultam
deformagdes &, &,, € &;; tal como ilustra a figura 6.8. Como o ensaio € uniaxial a relagdo

entre 0, e &, ja ¢ conhecida dos conceitos abordados em cursos de graduacao, ou seja, para

a Lei de Hooke uniaxial admite-se proporcionalidade entre tensdo e deformagao:
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6,=0, I E (6.16)
onde E é o modulo de elasticidade longitudinal do material € &, =AdX, / dx, é a deformagdo
longitudinal na diregdo X, .

Neste caso ocorre redugdo nas larguras dx, e dX; do elemento infinitesimal, definidas

como as deformagdes longitudinais &,, =Adx, / dx, e &, =Adx, / dx,. Estas redugdes, pelo
fato do material ser isotropo, sdo iguais e guardam uma relagdo (que depende do material)
com a deformagdo &, ou seja:
£y =—VE, € &y =—VE, (6.17)
onde v=|522 / 6‘“| =|833 / 811| ¢ o coeficiente de Poisson. Substituindo-se (6.16) em (6.17)
encontra-se a relagdo entre as deformagdes longitudinais e a tensdo o,,, desde que esta ultima
seja aplicada isoladamente.
& =0, 1E &,=—vo, | E &,=—vo, | E (6.18)
Procedendo-se de forma analoga para 0,, e 0;; (aplicados isoladamente) encontram-se:
&,=0,1E g, =—vo,l E &, =—Vv0o, | E (6.19)
&,=0,1E &, =—vo, | E &,=—Vvo, | E (6.20)

Lembrando-se que os deslocamentos, rotagdes e deformagdes sdo pequenos, analise

linear, vale a superposi¢do de efeitos, ou seja, quando as trés componentes de tensdo normal

estdo aplicadas simultaneamente, resultam as trés componentes longitudinais de deformagao

dadas por:
& . 1 —v —v||o,
Ey (= E v 1 -vi|jo, (6.21)
&y -v v 1 ||o;

Observe que a notagdo empregada em (6.21) ndo ¢ indicial nem dyadica, ¢ chamada
notacdo de Voigt onde os tensores sdo representados na forma de pseudo-vetores e o tensor
constitutivo eldstico ¢ representado na forma de uma matriz. Esta notacdo € particularmente
util na defini¢cdo fenomenoldgica das leis constitutivas.

Deve-se observar na figura 6.8, que ndo surge distor¢do nos planos do elemento
infinitesimal ao se aplicar as componentes de tensao normal. Este tipo de influéncia cruzada
apareceria em materiais anisotropicos, que possuem propriedades mecanicas diferentes para

diferentes dire¢des, como sera visto mais adiante.
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Seja agora aplicada apenas a componente de tensdo o;,, conforme a figura 6.9. Como

se observa, surge apenas a distorcdo };, ou semi-distorcdo &,. Adotando-se também a
proporcionalidade entre tensdo e deformagao resulta:
7o=(712-6)=0,/G ou &, =0,12G (6.22)

onde G ¢ o mddulo de elasticidade transversal. Para um material is6tropo a aplicacao da

tensdo de cisalhamento isolada gera apenas a distor¢do correspondente, conforme figura 6.9.

) &

Figura 6.9 — Tensao de cisalhamento o7, e distor(;ﬁo(ﬂ'/ 2—- 9) correspondente.

Repetindo-se o procedimento para 0,; € 0,; escrevem-se:

&,=0,12G (6.23)

&y =0,12G (6.24)
Reunindo-se as equacdes (6.21), (6.22), (6.23) e (6.24) escreve-se a Lei de Hooke

generalizada para materiais is6tropos na notagdo de Voigt como:

&) [1/E —vIE —vI/E 0 0 0 (o,
&, -vlIE 1/E —vI/E 0 0 0 o
€| _ -vIE —-v/IE 1/E 0 0 0 O 625)
&, 0 0 0 1/26 0 0 ||o,
& 0 0 0 0 1/26 0 ||o,
&) | 0 0 0 0 0 1/2G||o,

A forma como os tensores de tensdo e deformacgao sdo escritos na notagdo de Voigt ¢
chamada de pseudo-vetor e as regras de giro de vetor nao sdo aplicadas. Entretanto a inversa
da expressdo (6.25) pode ser calculada normalmente, ja que esta equagdo representa apenas

um sistema linear de equacgdes, e resulta:
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(1-v)E vE vE 0_
o (I+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) .
! vE (1-v)E vE !
022 O 822
(1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v)
033 _ VE vE (1-v)E 0 0 0 &3 (6.26)
T2l (ev)(1-2v) (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) b
%13 0 0 0 26 0 0 ||
T2 0 0 0 0 26 o0 |¥=
I 0 0 0 0 0 2G

Desta forma, conhecidas (medidas por meio de algum dispositivo) as deformagdes,
encontram-se as tensdes em um determinado ponto do sdlido isotropo analisado. Em
aplicacdes de engenharia, dispositivos de controle industrial, baseados nas medidas de
deformacao, sdo desenvolvidos para aferir o comportamento de equipamentos em tempo real.

Observando-se as equagdes (6.25) e (6.26) identificam-se as seis equacdes faltantes
para a defini¢do do problema da elasticidade linear para materiais isotropos. Entretanto mais
algumas consideragdes sdo necessarias para o bom conhecimento do assunto e abertura para

futuros desenvolvimentos em outras disciplinas.

6.2.2. A Lei de Hooke como aplicacio linear entre tensores de ordem 2

Apesar da notacdo de Voigt, as expressoes (6.25) e (6.26) indicam claramente que a
Lei de Hooke ¢ uma relagdo linear entre tensdes e deformagdes. Ou seja, em notagdo indicial
ou dyadica a Lei de Hooke generalizada fica escrita para um material qualquer como:
Oii = G ou c=C:¢ (6.27)
onde o tensor ¢ de ordem 4 ¢ chamado tensor constitutivo elastico e seu inverso 2D ¢
chamado de tensor de flexibilidade, que aplicado sobre a tensao resulta:

& = dijkﬂo-kﬂ ou e=9D .0 (6.28)

]
Em uma lei constitutiva geral escrita como a equacdo (6.27) pode-se imaginar que o
tensor constitutivo elastico possui 81 coordenadas (ou constantes eldsticas) independentes.

Entretanto, pela simetria dos tensores de deformagao e de tensdo pode-se escrever:

Oii = Cij€ ou O = Cjincbis (6.29)

ou seja o tensor constitutivo eldstico apresenta uma simetria intrinseca que reduz o nimero de
constantes independentes a 36. Em principio, este nimero seria correspondente a uma matriz

constitutiva na representagdo de Voigt cheia e ndo simétrica. Entretanto, nos proximos itens
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sera mostrado por principios energéticos que essa matriz deve ser simétrica, portanto, o

nimero maximo de constantes elasticas independentes para um material anisotropico € 21.

6.2.3. Energia de deformacio para materiais elasticos - conceituacio uniaxial

E de interesse, para a obtencio de leis constitutivas elasticas consistentes vélidas para
pequenas e grandes deformacgdes, a definicdo da energia especifica de deformacgdo e da
energia de deformagao armazenada em um corpo quando este se deforma. Para tanto, imagine
um trecho infinitesimal de barra eléstica submetida a uma forga uniaxial crescente tal como

mostra a Figura 6.10

= U

dx

Barra d d
(a) Barra descarregada (c) Trecho decarregado

( (( 0— 20 20
. 00
(b) Barra com carga arbitraria N
dy
(d) Trecho Carregado

Figura 6.10 — Barra submetida a forca uniaxial

A deformacdo Lagrangiana longitudinal associada a Figura 6.10 ja foi definida na

equagdo (5.7) como:

oo dy —dx
dx

sendo dy o comprimento atual do infinitésimo de barra, quando solicitada. O comprimento

(6.30)

inicial do infinitésimo ¢é, para a situacdo descarregada, dx.
Para se definir a energia especifica de deformacdo considera-se a inexisténcia da
energia cinética e o valor de & cresce de zero até seu valor atual em pequenos acréscimos de

independentemente do tempo e em cada nivel de tensdo o(g), gerando o grafico da Figura
6.11. A energia de deformagao por unidade de volume (energia especifica de deformacao) ueL

pode ser definida como a area sob o grafico da figura 6.11 ou o trabalho (por unidade de

volume) realizado pela tensdo ao imprimir deformagdo no continuo:
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u- = H o’(&)de (6.31)
onde o indice L indica Lagrangiano, pois a medida de deformacdo ¢ escrita tendo como
referéncia a configuragdo inicial. Da mesma forma, a tensdo indicada ¢’ deve ser medida em
relagdo a area inicial (tensdao nominal) de forma que esta seja também uma medida
Lagrangiana. Observa-se que a dependéncia de o° em relagio a & ja foi constatada de
maneira fenomenoldgica no item anterior, porém, neste item ndo se pré-define o tipo de
dependéncia da tensdo em relacdo a deformagdo. Na figura 6.11 a energia especifica de
deformacao ¢ quantificada pela area sob o grafico que relaciona tensao e deformacao.

L . . .
Para se perceber que U, representa energia por unidade de volume, basta uma simples

analise dimensional, ou seja:

F FL W
Uroc 5 =—=— 6.32
e ST Y (6.32)

¢

du

@‘

Figura 6.11 — Grafico Tensdo x Deformagao uniaxial

A energia de deformacgao total acumulada no corpo pode ser calculada como a integral

da energia especifica de deformag¢do (no caso Lagrangiana) sobre o volume inicial do corpo,

ou seja
U, = jvo utdv, (6.33)
Voltando-se a equagdo (6.31) constata-se que,
() = du; (6.34)
de

ou seja, se ¢ possivel conhecer uma expressdo para a energia especifica de deformagdo (em

funcdo da deformagdo) de um determinado material, a lei constitutiva pode ser escrita pela

84



expressdo (6.34). Duas definigdes estdo presentes em (6.34), a primeira € que se existe
explicitamente US (&) o material é dito hiperelastico, veja a figura 6.12a, e a segunda ¢ que

tensdo ¢ “conjugada energética” da deformagdo, pois ¢ encontrada como a derivada da
energia especifica de deformagao em relagdao a deformacao.

Por exemplo, para um problema uniaxial, seja a funcdo energia especifica de

deformacao:
E

us(e)=—e’ (6.35)
2

Entdo, a tens3o conjugada energética de ¢ é:

u L

o’(e)= N _ Ee (6.36)

oe

Se forem consideradas pequenas deformacgdes, a area da secao transversal pode ser
considerada constante (o = ¢") e a relagdo (6.36) passa a ser a Lei de Hooke uniaxial, ou
seja:
o=E¢ (6.37)

Conclui-se, portanto, que a Lei de Hooke uniaxial pode ser escrita na forma
quadratica (6.35) para pequenas deformagdes. Observar que um potencial quadratico ¢ muitas
vezes chamado convexo. No jargdo da elasticidade matematica os potenciais admitidos como

geradores de leis constitutivas consistentes devem ser convexos.

Conceito de Lei Constitutiva ndo linear (uniaxial)

Ainda com referéncia aos conceitos de energia de deformagdo e conjugado energético
definem-se, de maneira genérica, leis constitutivas hiperelasticas ndo lineares. Seja, por
exemplo, a seguinte expressao para a energia especifica de deformacao (uniaxial) encontrada

em laboratorio para um determinado material:

us =%82+§83+....+8181+8.282+.... (6.38)

e

de onde se calcula a tensdo nominal conjugada, como:

L

o Qe b et (6.39)
de

(&)

que resulta em uma relag@o nao linear entre a tensdo e a deformacao conjugada, veja a figura
6.12. Da equacgdo (6.39) pode-se escrever uma relacao diferencial entre tensdo e deformagao

conjugadas, como:
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do

0
do’ = i de=E’(¢)de (6.40)

onde o chamado médulo de elasticidade tangente nominal E/(g) é dado por:
d’u;

d 826
que pode ser visto no detalhe da figura 6.12b.

=E’(g)=b+2ce+.... (6.41)

O moédulo de elasticidade tangente nominal expressa a rigidez do material para cada
nivel de deforma¢dao medido. Desta forma, os conceitos simplificados da elasticidade linear
sao ampliados para contemplar materiais com comportamento elastico ndo linear, ou seja,
aqueles que ndo possuem moédulo de elasticidade constante, conforme a figura 6.12. Se a
deformagdo for pequena, a tensdo nominal passa a ser a tensdo de Cauchy e as expressoes
(6.38) até (6.41) representam uma relagdo elastica ndo linear entre a tensdo de Cauchy e a

deformacao linear.
0 C,
I.le 0

——
-

/

(a) Energia especifica de deformacao (b) Lei constitutiva ndo linear

Figura 6.12 — Comportamento hiper-elastico ndo linear

Outras medidas de tensdo (conceituacdo uniaxial)

Da mesma forma que se estabeleceu a expressao (6.38) como fungdo da deformacao
linear, pode se estabelecer, para um material qualquer, uma expressao semelhante escrita em
funcdo da deformagdo de Green uniaxial, como:

us :EEZ+§E3+....+alE‘1+a2E‘2+.... (6.42)

e

Caso se deseje que as expressdes (6.42) e (6.38) representem um mesmo material, os
valores escalares das energias especificas de deformagdo para as mesmas etapas de ensaios
fisicos devem ser iguais, o que implica em coeficientes diferentes para calibracdo dos

modelos.
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Derivando-se a equagdo (6.42) em relagdo a deformagdo de Green encontra-se uma

medida de tensdo chamada de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, como:

L
5= aa“Ee —bE+CE? +.. (6.43)

E o modulo de rigidez tangente da Lei constitutiva em questdo, ou modulo constitutivo

elastico, ¢ dado pela segunda derivada da energia especifica de deformagao, como:

out
K(E)="gr=b+2cE+.. (6.44)

As definicdes apresentadas em (6.42), (6.43) e (6.44) ndo possuem nenhuma
simplificagdo geométrica e sdo muito usadas nos desenvolvimentos de codigos
computacionais para analise ndo linear geométrica de solidos e estruturas. Deve-se comentar
que a tensao de Piola-Kirchhof de segunda espécie nao possui significado fenomenologico,
mas pode ser relacionada com a tensdo de Cauchy. Esse assunto ¢ abordado com detalhes em

disciplinas de elasticidade nao linear.

6.2.4. Energia de deformacio e leis constitutivas 3D

A luz da defini¢do uniaxial de energia especifica de deformagio e observando as
figuras 6.8 e 6.9, conclui-se que cada componente de tensdo trabalha na mesma direcdo da
componente associada (conjugada) de deformagdo e a generalizagdo da equacdo (6.31) para

pequenas deformagdes, deslocamentos e rotagcdes € escrita como:
u; :J.O o(e):de ou u, = jo o, (e)dg, (6.45)

Como a energia especifica de deformacao ¢ um escalar, sua derivada em relagdo a
deformacdo (tensor de ordem 2) resulta em um tensor de ordem 2, que pelo conceito de
conjugado energético ¢ a tensdo conjugada, ou seja:

out ou, ou;
= ou o = =—*=0;
o€ og; 0gj

n

o

(6.46)

onde, da simetria do tensor de deformacdes, resulta diretamente a simetria do tensor de
tensoes.

Efetuando-se a segunda derivada da energia especifica de deformagdes em relacdo as
componentes de deformacao resulta o tensor constitutivo elastico tangente, ou seja:

_ou
~ OECE

o’us o’uys
CW (8) - 0g.0¢ - oeg,,0¢
ijYCke kY i

(6.47)

=Cy; (¢) ou
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onde uma nova simetria do tensor constitutivo eldstico surge, além daquela devida a simetria
dos tensores de deformacao e tensdo dada pela equagdo (6.29) ou (6.46). Esta nova simetria
aplicada a notagdo de Voigt indica que a “Matriz constitutiva Elastica” ¢ simétrica e,
portanto, resultam apenas 21 constantes elasticas independentes a serem determinadas para o
material anisotropico mais geral possivel.

Quando a energia especifica de deformagdes ¢ uma forma quadratica, ou seja:

e

ul =u; =%502Cozaﬂ£aﬂ ou ul’ =%6‘1€:8 (6.48)

onde o superscrito H representa Lei de Hooke. A relacdo tensdo deformacdo passa a ser

linear para pequenas deformacgdes, como:

ou' 1{oe € .5
O. = e —_ 0z C +8 C 5 5 C +g C 5 5
1) agij 2 L ag Ozaﬂ oz ~ozap agij J ( 7j ozaﬂ oz ~ozaf )

ij
_1
2

(6.49)
(c Eup+€Coj ) =C

ijap“ap oz ~ozij ijaﬁgaﬂ

onde, na ultima passagem, se usou a simetria do tensor constitutivo da expressao (6.47).

Em notacdo dyadica apresentam-se muito menos informagdes, mas fica:

H
G:8Ue =_(ag Ce+e:C: %J=l(ll:({‘:£+£:€‘:II)=1(({‘:8+8:({‘)=({‘:5 (6.50)
o 2\ oe og) 2 2

onde Iy, =60, € o tensor identidade de ordem 4.
Para grandes deslocamentos e rotagdes, tudo pode ser repetido usando-se, por

exemplo, a deformagdo de Green e o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda

espécie, sem se preocupar com o significado fenomenolédgico das grandezas, ou seja:

E G E
= [ 'S(E):dE ou u$ =[S« (E)E,, (6.51)
G G G
_ s ou g =M M g (6.52)
oE I oE, oE, '
aZuG 62 G

K. (E)= -K,. (E 6.53
e (E) OE,;0E,, aEk(,aE i (E) (6.53)

Assumindo-se potencial quadratico para a energia de deformagdo escrita em

deformagao de Green resulta a chamada Lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhof, ou seja:

U =%E KowsEup ou s == Le s (6.54)
Com
S; = Ky Ews ou S=A4:E (6.55)
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Na disciplina elasticidade ndo linear ou mecéanica do continuo serd demonstrado que
se pode relacionar a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie com a tensdo de Cauchy
em grandes deslocamentos e deformagdes, como:

t
oo ge?(' AA) (6.66)
onde A ¢ o gradiente da fun¢do mudanca de configuracdo, veja equagdes (5.9) e (5.10). A

equacdo (6.66) permite a identificagdo de significado fenomenologico das andlises ndo

lineares geométricas.

6.3. Lei de Hooke generalizada - anisotropia e ortotropia elastica

Na se¢do anterior mostraram-se algumas possibilidades para se construir leis
constitutivas elasticas incluindo-se a possibilidade de se considerar anisotropia e nao
linearidade. Nesta secdo pretende-se analisar melhor a Lei de Hooke generalizada definida

pelas equacdes (6.49) ou (6.50), reescritas como

o. = Cijkrzgw ou o=C:¢ (6.67)

ij
limitando-se os estudos a elasticidade linear, conforme os principais objetivos do texto e da
disciplina atendida.

Para um entendimento mais simples das expressdes, abre-se a equagdo (6.67) e
identificam-se cada termo transformando a notagcdo tensorial na notacdo de Voigt,

escrevendo-se:

Oy C1111 anz C1133 sz C1|13 C1123 én
O C2222 C2233 2212 C2213 C2223 &
033 _ C3333 3312 C3313 C3323 &3 (6.68)
Oy 1212 1213 C1223 P
013 Sim Ciis Cis || €13
O3 L 2323 | (623

onde Gy, =2C;, pelo fato de se utilizar apenas uma das componentes simétricas de

deformacao na expressao (6.68) enquanto as duas sao utilizadas em (6.67). Como comentado
apds a equagdo (6.47) o tensor constitutivo elastico possui apenas 21 constantes
independentes e ndo nulas para representar um material anisotropico geral.

Pela inversa expressdo (6.68) observa-se que as tensdes de cisalhamento causam
alongamento e as tensdes normais causam distorcdo em um material anisotrépico. Um
material anisotropico ¢ chamado ortétropo quando existe um sistema de eixos cartesianos

especial para o qual a influéncia cruzada entre cisalhamento e normal e a influéncia entre
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cisalhamentos ndo ocorrem. Nesta situacdo o tensor constitutivo escrito na nota¢do de Voigt

toma a seguinte forma:

o] [Ci Cim Cin 0 0 €
Oy Cpn Cpy O 0 0 €n
O3 _ C3333 _0 0 0 &5 (6_69)
Oy Con 0 0 €
O3 Sim C_:1313 _0 €13
Oxn) L Cons | 1623

onde existem 9 constantes independentes.

A figura 6.13 mostra um material composto por uma matriz isétropa e fibras dispostas
ortogonalmente entre si que quando considerado homogéneo ¢ um material ortétropo. E a
partir desta figura ¢ facil se identificar o tensor constitutivo eldstico com a forma (6.69).
Além disso, ¢ possivel se construir a relacdo inversa, a partir de observagdes

fenomenolodgicas, tal como aquela feita para material isétropo, como:

e [ UE  -v,lE, -v,lE, 0 0 0 oy,
& -v, | E 1/E, -v,/E, 0 0 0 o,
Ex | _[Va IE, -v,lE, 1/E 0 0 0 O (6.70)
&, 0 0 0 1/26, 0 0 |lo,
&, 0 0 0 0 1/26, 0 ||og,
&) |0 0 0 0 0 112G, | |0y

onde, pela simetria, Ev;; = E;v;, para i# j. Nesta representacdo o nimero de constantes

independentes também € 9.

X37 E3

/XI’EI

Figura 6.13 — Exemplo de material ortotropo

Na figura 6.14 pode-se ver um exemplo de material transversalmente isétropo, ou

seja, pode-se aplicar um giro no tensor constitutivo em torno do eixo de ortotropia (no caso

X; ) que o tensor constitutivo elastico ndo se altera. Neste caso a matriz de flexibilidade fica:
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g, | [ 1/E -vIE -v,IlE 0 0 0 (o,
&y -vIE I1/E -v,/E, 0 0 0 0,
x| _| Var IE -v,lE 1/E 0 0 0 Oy 6.71)
&, 0 0 0 1/26 0 0 |lo,
& 0 0 0 0 1/2G, 0 oy
en] |0 0 0 0 0 1/2G, |0y

para o qual o niimero de constantes independentes ¢ 6 E, E,, v, v;;=v,;, G, =G,,,e G.

A

Figura 6.14 — Exemplo de material transversalmente isotropo

Para materiais isotropos, valem as equagdes (6.25) e (6.26). Atengdo para o fato de
que, neste caso,

E
G= T (6.72)

ou seja, existem apenas duas constantes eldsticas independentes, veja demonstracdo a partir
da equagdo (6.73). O mesmo ¢ valido para o material transversalmente isdtropo e o nimero
de constantes elasticas independentes cai de 6 para 5.

Seja um estado de tensdo particular em um ponto de um material is6tropo dada por:

0

0

0 = O 0
o= 0 0 ou Voigt o= (6.73)

00 0 ‘

0

0

Aplicando-se a Lei de Hooke (6.25) ou (6.67) encontra-se o estado de deformacao

correspondente.
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0
0
0 0 7/2G 0
£= ou dyadica e=|7/2G 0 0 (6.74)
7/2G
0 0 0
0
0

Determinam-se as tensdes normais atuantes em dois planos ortogonais com dire¢des

dadas por:
J2/2 272
A=|v2/2 e = V272 (6.75)
0 0

ou seja, pelas equagdo (3.19) ou (3.20) encontram-se:
an(n):ﬁt-a-ﬁzf e GW)zzI-O'-?:—r (6.76)
Da mesma forma, aplicando-se (3.20) com deformacao no lugar da tensao se encontra o valor

da componente &,
e =N-g-N=1/2G (6.77)

E possivel também se aplicar (6.25) sobre Onn) € Oy da quagdo (6.76) para se
encontrar &, pois o tensor constitutivo elastico ¢ igual em qualquer dire¢do para um

material isétropo, assim,

Ohn 14 1+v
n(n) :%_EO_/(/{) :%T (678)

Mas, a componente de deformagao En(n) deve ser unica, portanto, igualam-se as expressoes
(6.77) e (6.78), resultando a expressao (6.72).

E importante se escrever a Lei de Hooke e o tensor constitutivo isdtropo em notagdes

indicial e dyadica. Primeiramente se escreve a equacao (6.25) de forma aberta:

1 1 v

&n = E (0-11 VO, _VU33) = Eo-n _E(Jll TOy,t 633) (6.792)
1 v

6‘22 :_2G 622 —E(O'11 +022 +U33) (679b)
1 v

€5 =55 O —E(O'11 +0,+07y;) (6.79¢)
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& %012 (679d)
1
&3 EUB (6796)
1
Ex3 % Oy (679f)
Agora se identificam as expressdes compactas:
1 1% 1 1%
& =——0; —— 0y 0; ou e=—o—-—Trac(o)l 6.80
ij 2G ij E kk ~ij 2G E ( ) ( )
Fazendo-se o mesmo para a expressao (6.26) se escreve:
o, =2Gg; + A&, 6 ou  0=2Ge+ATrac(e)l (6.82)
onde A ¢ chamada constante de Lamé e ¢ dada por:
E 2
P AR ou  A=—2YC (6.83)
(1+v)(1—2v) (1—21/)

Observando-se a equagao (6.83) percebe-se que a representacdo da Lei de Hooke para

materiais isotropos nao admite coeficiente de Poisson igual a meio (v =0,5). Serd mostrado
na préoxima secdo que v =0,5 indica comportamento isocorico (volume constante) para

pequenas deformagdes. Observando-se a equagdo (6.82) pode-se escrever o tensor
constitutivo elastico para materiais is6tropos como:

o =2G 5,5, + 15,5, ou C=2G1+21®I (6.84)

6.4. Deformacao volumétrica e Bulk-modulus
A deformacdo volumétrica ¢ definida como a relagdo entre a diferenca do volume
final e inicial de um infinitésimo e o seu volume inicial, ou seja:

Cdv-dv, v

g, -1 (6.85)
av,  dv,

Para se calcular a variagdo volumétrica ¢ preciso se calcular o volume de um
infinitésimo nas configuragdes inicial e final do solido, sujeto a uma mudanca de

configuragdo, veja a figura 6.15.
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A%, Yy "
dv.,
dx| dx? Xy, Y,
ax'
XY,

Figura 6.15 - Mudanga de volume

Observando-se a figura 6.15, a luz da figura 1.5 e equacdo (1.36), os infinitésimos de

volumes sdo calculados como:

dV, = (dx' Adx?)-dx’ = dx,dx,dx, (6.86)

dV =(dy' Ady?)-dy’ =&, dy;dy;dy, (6.87)

mas, dy :aade;, onde a, ¢ o gradiente da fungdo mudanga de configuragdo (equagio
(5.10)), entao
dv =¢&,a dxa

e, dx =&, (a,dxa;,dx,a,0x, ) = &,a,a,,3,,dV, (6.88)

onde utilizou-se o fato de dx =&, ,,dx, , assim,

dV = Det( A)adV, (6.89)
Retornando a equagdo (6.85) tem-se:

&, =Det(A)-1 (6.90)
Uma forma simples de se calcular Det ( A) em nossa aplica¢do, é lembrar que:
Det(A'-A) = Det(C) = (Det(A))’ (6.91)
Além disso, conforme comentérios do final da se¢do 5.6, observa-se que Det(C) ¢

invariante e pode ser calculado em suas dire¢des principais, como:

200
Det(C)=Det| 0 2 0 (=222 =(1+&?) (1+&) (1+&!) (6.92)
0 0 2

onde usou-se (5.26). De (6.92), (6.91) ¢ (6.90) resulta:
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& = (1 +¢f )(1 +&) )(1 +&f ) —l=¢gf+el +el +eflel +efel +efel +elelel  (6.93)
que para pequenas deformacdes ¢ dado por:

& = (1+ g’ )(1+ el )(1+ gf)—l =gl +el +ef =¢,+¢,+e, (6.93)
onde usou-se (5.55). Pode-se escrever (6.93), para pequenas deformagdes, como:

&

=g, =Trac(¢) (6.94)

Escrevendo-se o traco de & em funcdo das tensdes, a partir de (6.80), resulta:

&, =& :La. —3iakk :((1:/) —31J3am :Mah (6.95a)

E E

ou, inversamente:

E
o, =—¢& 6.95b
h 3 (1 _ 21/) v ( )
Desta forma, em pequenas deformagdes, a deformagao volumétrica € proporcional a tensao
hidrostatica e vice-versa. A constante de proporcionalidade chamada de Bulk-Modulus ¢ dada

por:

E

Das equagdes (6.95¢) e (6.95b) verifica-se que o material resulta incompressivel quando

v=0,5.

6.5. Estado plano de tensoes (EPT)

O EPT ¢ um caso bidimensional de solicitagdo muito importante e ocorre em pecas
que possuem uma dimensao muito menor do que as outras, ou seja, possuem duas superficies
paralelas entre si e livres de tensdes. No caso das superficies serem planas este corpo ¢
denominado chapa, veja a figura 6.16. Apesar do carater tridimensional das membranas, estas
também podem ser tratadas aplicando-se o estado plano de tensdes, pois as for¢as ortogonais
as superficies sao muito menores do que as tensdes desenvolvidas no material, veja figura
9.5b. Vasos de pressdo, como caldeiras, bujoes de gas, submarinos, foguetes e aeronaves

podem ser tratados de forma simplificada aplicando-se o EPT.
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p

(a) Chapa (b) Vaso de pressao cilindrico
Figura 6.16 — Chapa e vaso de pressao - EPT

Considerando-se a coordenada X; ortogonal as superficies livres, o estado plano de
tensOes se caracteriza por se assumir:
0, =0,;=0 (6.96)

Esta condi¢do deve ser encarada como uma aproximagao, pois como serd comentado

mais adiante, fere algumas das equagdes de compatibilidade em deformacdes estabelecidas

nas equagoes (5.62) a (5.66). A Lei de Hooke, neste caso, deve ser escrita inicialmente na

forma:
&y l(0-11 Vo-zz) L0-11_1(0-11"'0-22) (6.97a)
E 2G E
1 v
&y Eazz _E(O-ll + 0-22) (6.97b)
1%
E33 :_E(O-n +622) (6.97¢)
1
812 EUIZ (697d)
&3 =
(6.97¢)
&,=0
(6.971)
valendo
1 1% 1
i = %O'” —Eakké'” ou E= %a——Trac(a) | (6.98)
para i, j=12.

E interessante se escrever (6.97a) e (6.97b) na notagio de Voigt,
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& I1/E —vIE 0 oy
&, 1=|-vIE 1/E 0 [ (6.99)
£y 0 0 1/2G||o,

para se encontrar sua inversa:

o, E/(1-v?) vE/(1-v?) 0 ||g,
o, L=|VEI(1=v?) EI(1=v*) 0 [, (6.100)
o, 0 0 2G || &,,

que escrito em notagdo indicial fica

oy =2Gé; + 16,5 ou  o0=2Ge+ATrac(e)l (6.101)
paral,j=12 ¢

- E

7=—2" (6.102)

(I+v)(1-v)
Observa-se que, pelo carater aproximado do estado plano de tensdes, a singularidade
para v =0,5 ndo esta presente. Entretanto, para qualquer combinagdo de tensdes normais no

EPT o,, =ao0,, =0 e pode-se escrever a variagdo volumétrica infinitesimal como:

: :WU (6.103)

ou seja o volume ¢ invariante em pequenas deformacgdes se v =0,5.

Para o EPT deve-se comentar que o calculo das tensdes e deformagdes principais
seguem o mesmo procedimento tensorial do caso 3D para as componetes (0;,,0,,,0;,) €,
portanto, as matrizes de giro terdo dimensdo 2, a equagdo caracteristica sera de segundo grau

p_ —
e oy, =0,,=0.

6.6. Estado plano de deformacoes

O estado plano de deformagdes (EPD) ¢ caracterizado quando se assume que as
componentes de deformacdo &;; =¢&;=¢&,, =0, neste caso nenhuma das equacgdes de
compatibilidade em deformagdes foi desrespeitada, assim, ndo hd uma aproximagdo
envolvida no equacionamento como hd no EPT. Um problema muito importante de

engenharia que se resolve fazendo esta consideracdo ¢ a andlise de tensdo e deformacgdo em

barragens. Estd hipotese se torna aceitavel gracas a grande extensdo das barragens (na dire¢@o
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X;) e pela consideracdo de rigidez infinita do macigo rochoso que serve de suporte, veja

figura 9.18.

agua EPD

Figura 9.18 — Barragem e estado plano de deformacao

Retirando-se uma lamina fina da barragem, figura 9.18, e considerando-se que o
equilibrio desta lamina ¢ garantido sem intera¢ao com as laminas adjacentes, observa-se que

as condi¢des de EPD sdo respeitadas. Nesta situagdo, aplica-se a Lei de Hooke (6.26)

tridimensional considerando &;; = &, = &,; =0 resultando:

(1-v)E vE
(I+v)(1-2v) (1+v)(1-2v)
o vE (1-v)E o
Oyt = 0 |4&y (6.104)
(I+v)(1-2v) (1+v)(1-2v)
Oy €
0 0 2G
Com
3 vE 3
0, =0 (&,+&y) ou oy =0,=v(0,+0,) (6.105)

P (1+v)(1-2v)
onde o, ¢ a terceira tensdo principal pelo fato de o,; =0, =0. A primeira forma da

expressao (6.105) foi extraida diretamente da terceira linha da equacgdo (6.26).
Agora se identificam as expressdes compactas idénticas ao estado tridimensional,

como:
o, =2Gg; + A&, 6 ou  0=2Ge+ATrac(e)l (6.106)
para i, j=1,2,onde 1 ¢ a constante de Lamé do problema 3D:

Para o estado plano de deformacdes, a expressao inversa de (6.104) fica:
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1 1% 1 1%
& =——0. ——— 0,0 ou c=—oc——Trac(o)l 6.107
TR TC R 262G (o) ( )

Que para ficar no mesmo formato de (6.98) cria-se um coeficiente de Poisson ficticio

V' = (1 + v)v , resultando:

£ —LO' —V—’O' 0. ou 8—LO'—L’TraC(O')| (6.108)
TR 26 E '

onde o modulo de elasticidade transversal ndo ¢ alterado.

Muitas vezes € do interesse se escrever (6.98) no formato de (6.107). Para tanto adota-

se v =v/(1+v) e se escreve para o EPT,

1 v
& _Eaij _Eakké‘ij

Observando-se que para o EPD, as componentes de deformagao e as componentes de

(6.109)

tensdo envolvidas em operacdes de giro sdo as mesmas do EPT, conclui-se que o calculo das
deformacdes, das diregdes e tensdes principais seguem o mesmo procedimento do EPT.

Como sempre, ao se calcula a tensdo de cisalhamento mdaxima, deve-se aplicar o
procedimento tridimensional onde a tensao principal O'; ¢ nula para o EPT mas nao ¢ nula

para o EPD, veja equagdo (6.105).

Reforga-se, finalmente, que para materiais isdtropos as diregdes principais das tensdes
sd0 as mesmas das deformacgdes, porém quando o material ndo € isétropo todas as equagdes
relativas a andlise de tensdes e deformacdes sdo validas, mas as direcdes principais das

tensoes ndo coincidem com as dire¢des principais das deformacdes.
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7 - O problema da elasticidade linear

Voltando-se a abordar o problema da elasticidade linear, conforme comentado no final

da secdo 5.6, o nimero de incognitas do problema ¢ 15 (o,&,U) e agora o nimero de

equacdes também € 15, ou seja, trés equagdes de equilibrio em tensdo (4.6), seis equagdes

que relacionam deslocamentos e deformagoes (5.42) e seis equacdes que relacionam tensao e

deformacao (6.67). Esta ultima foi escrita em notagdes diversas, por exemplo, em (6.25) e

(6.26) ou em (6.27) e (6.28) ou ainda em (6.80) e (6.82). Além destas equagdes, para

formular o problema da elasticidade linear deve-se lembrar da existéncia das condigdes de

contorno, em forca de superficie (também chamadas de naturais), item 3.2 e em

deslocamentos (também chamadas de essenciais).

7.1 - O problema tridimensional

Para facilitar a descricdo do problema a ser tratado, recuperam-se as equagdes de

dominio pertinentes:
Equilibrio (3):
Cii] +b, = pU,

Ou em notacdo dyadica,

Div(a‘)+5 = pli
Relacéo tenséo / deformacao (6):
1 v 1 v
gij :EO'ij—EO'kké‘ij ou EZ%O'—ETraC(O')I
oy =2G¢g; + A&y, ou o =2Ge+ATrac(¢)|

Relacdo deslocamento / deformacéo (6):

(Ui,,- +“i,i) Vit + Vi
g =" ou E=——
2 2

gue sdo 15 equacgdes para 15 incégnitas o

i & e U

Condicdes de contorno em forcas de superficie e em deslocamento:

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

As condi¢des de contorno em forgas de superficie (naturais) sdo dadas pela formula de

Cauchy

©
I
Q
=1
I
Q
35l

p=o;n,=o;n, ou

(7.6)
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que relaciona as variaveis internas (componentes de tensdo) com as forgas aplicadas

L P
///
o

74

externamente em regides especificas do contorno.

il

u

Figura 7.1 - Condicdes de contorno

As condigdes de contorno em deslocamentos (essenciais) podem ser representadas
indicando-se que se conhecem os valores de deslocamento em regides especificas do

contorno do corpo, ou seja:

—

u, = ou u=

[eif]

(7.6)

onde a barra superior indica valor prescrito. Existe a possibilidade de em uma parte do
contorno termos condi¢des de contorno mistas, ou seja, parte das forgcas de superficie
conhecidas e parte dos deslocamentos conhecidos. Em geral, este tipo de condicdo de
contorno deve ser considerado nas coordenadas locais da superficie, veja figura 7.1. Nao se
pode deixar de comentar que em regides do contorno onde nao se representou deslocamento

ou forca de superficie prescritas, na realidade se prescreveu forca de superficie nula.

7.2 - Tipos de problema da elasticidade
Conforme o tipo de condigdo de contorno aplicada ¢ héabito se definir um nome para o

problema a ser resolvido e, em geral, uma técnica para sua solugao.

(a) Primeiro PVC (Problema de Valor de Contorno) em elasticidade.
O valor das forgas de superficie ¢ conhecido em todos os pontos do contorno e nao se

impdem condi¢des de contorno em deslocamentos. Esse tipo de problema ¢ resolvido por
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uma técnica chamada de Formulag@o ou Técnica das Tensdes. Deve-se esclarecer que valores
de forga de superficie nulos sdo usualmente chamados de condigdes de contorno em forga de
superficie homogéneas. Os problemas resolvidos por essa técnica sdo bastante gerais € as

forcas de superficie aplicadas devem, para problemas estéticos, ser auto-equilibradas.

(b) Segundo PVC em elasticidade

Neste caso todos os deslocamentos sdao conhecidos no contorno. Por exemplo, em
blocos confinados sujeitos a variacdo de temperatura todos os deslocamentos do contorno sao
nulos (condicdo de contorno homogénea). Outro caso ¢ a andlise de meios infinitos,
importante para a geragdo das chamadas solu¢des fundamentais que sdo utilizadas na
construcao do Método dos Elementos de Contorno. Neste caso, a situagdo mais comum ¢ a
suposi¢do de que os deslocamentos no infinito sdo nulos. A técnica de solucdo para o

segundo PVC ¢ chamada Formulacao ou Técnica dos deslocamentos.

(c) Terceiro PVC em elasticidade ou problema misto

Conhecem-se as forgas de superficie para parte do contorno e os deslocamentos na
outra parte. E o problema geral, porém o mais dificil de ser resolvido, atualmente este tipo de
problema ¢ preferencialmente resolvido por métodos numéricos.

Neste ponto cabe um comentario para se diferenciar a abordagem de solugdo adotada
pela resisténcia dos materiais e aquela adotada na teoria da elasticidade. Ao contrario da
teoria da elasticidade, na resisténcia dos materiais assume-se uma cinematica aproximada
para o comportamento das deformagdes que, a partir também de uma lei constitutiva
simplificada, resulta numa distribui¢do de tensdes pré-estabelecida associada diretamente a
cinematica adotada. A integracdo dessas tensdes em cortes especiais adotados resulta nos
chamados esforgos solicitantes. Quando os problemas sdo isostaticos os esforgos solicitantes
sdo determinados por equilibrio e consequentemente as tensdes, deformacdes e
deslocamentos sdo calculadas por recurréncia. Quando os problemas sdo hiperestaticos se
escrevem os esforcos solicitantes em funcdo das incognitas excedentes, calculam-se os
deslocamentos em fun¢do das incdgnitas excedentes e utilizam-se os deslocamentos
conhecidos (normalmente nos pontos de onde as incognitas excedentes foram extraidas) para
resolver as incognitas excedentes e, consequentemente o problema.

Uma consequéncia da arbitragem das cinemadticas adotadas na resisténcia dos
materiais ¢ a violacdo das equagdes de compatibilidade em deformacgdes que pode tornar as

solugdes mais flexiveis ou mais rigidas que as solugdes da teoria da elasticidade linear. Em
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métodos numéricos, onde fungdes de aproximacdo sdo aplicadas, quando a compatibilidade
em deformacao ¢ respeitada as solugdes sdo mais rigidas do que as da teoria da elasticidade.
Algumas técnicas de enriquecimento em métodos dos elementos finitos (por exemplo) ferem
a compatibilidade em deformacdes e apresentam resposta mais flexivel, podendo inclusive
ndo convergir. O método das diferencas finitas transforma as equagdes diferenciais em
equacdes de diferengas o que da um carater médio para as solu¢des e maior simplicidade para
demonstracdo de convergéncia, porém a aplicacdo de condi¢des de contorno ¢ mais
complicada do que no MEF. Além disso, a sua generalizagdo para problemas nao lineares ¢

mais complicada.

7.3 - Ilustracgao simplista das técnicas de solucio da elasticidade linear -:

Para resolver sistemas de equagdes (algébricos ou diferenciais) existem vdrias
técnicas. Uma delas (de interesse) ¢ resolver uma (ou algumas varidveis) em funcdo das
outras, culminando em uma uUnica equa¢do (ou em um conjunto menor) que sera resolvido.

Calculam-se as outras variaveis por recurréncia.

Exemplo simples:

Seja resolver o seguinte sistema algébrico de equacgdes:

2x+3y+z=1
X+y+z=0 (7.7)
2X+4y+z=2

Escreve-se x em fun¢do de y e z, pela segunda equacao, por exemplo,
X=-y-12 (7.8)

Substituindo-se (7.8) na primeira e tltima de (7.7) tem-se:
(7.9)

sendo este o sistema menor e, portanto, mais facil de ser resolvido. A equacdo (7.8) se
transforma em uma férmula de recurréncia.

O mesmo pode ser feito para as 15 equagdes da elasticidade linear. As varaveis que
sobram no sistema menor dao o nome do da técnica empregada. Como j& comentado, sdo

duas as técnicas principais, deslocamentos e tensdes.
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7.4 - Técnica dos deslocamentos

Esta técnica ¢ aplicada na solugdo do segundo PVC da elasticidade, ou seja, quando se
conhecem os deslocamentos na superficie do corpo analisado. Em geral o corpo possui
dimensdes infinitas.

Substitui-se na Lei de Hooke, equagao (7.4), a relacdo deslocamento-deformacgao (7.5)

como:

o, :G(ui,j +uj’i)+/’tuk,k5ij (7.10)

1
A equacdo (7.10) relaciona diretamente os deslocamentos as tensdes. Substituindo-se

(7.10) no divergente da tensdo oy;; = oy;; resulta:

c;; =G (ui,ji +U; ) + AU, ;6 =G (ui’ji +Uj )+ AU =G (ui’ji +Uj ) +AU; (7.11)
ou, substituindo-se (7.11) em (7.1) e agrupando-se, resulta:
G(ui’ij +uj,ii)+/1ui,ij +b; = pU; ou ainda Gu;; +(A+G)u, ; +b; = pU; (7.12)

Observando-se que U; ; pode ser escrito como o Div(l), a equagdo (7.12) pode ser escrita

em notagdo dyadica como:
GV2i+(G+A)Grad(Div(t)) = pti ou GV +(G+A)V(V-U)=pl (7.13)

Lembrando-se que U;;=¢;=Trac(¢)=€ tem-se que U;; =¢&;;=6€,. Assim,

i

encontra-se em algumas referéncias:

G Vi +(G + A)Grad(e) = pli ou  GV+(G+A)V(e)=pl (7.13a)
Ainda com relagdo a notacdo, o Laplaciano V*(e) pode ser entendido como o

divergente do gradiente de uma fungao, no caso V>(li) = Div(Grad (0)) .

As equagdes de equilibrio escritas em deslocamentos sdo conhecidas como equagdes de
Navier-Cauchy e sdao dadas por (7.12) ou (7.13). Estas equagdes sdo em numero de trés para
trés deslocamentos incognitos. Como estratégia de apresentacdo da disciplina, esta técnica
sera retomada no final deste material, apresentando-se a solugdo de Kelvin para problemas

infinitos bidimensionais.

7.5 - Técnica das tensoes - problema 3D:
A técnica das tensoes ¢ utilizada para a solu¢do de problemas de dimensao finita cujas
condi¢des de contorno sdo escritas em tensdo, ou seja, para o primeiro PVC da elasticidade.

Ao contrario do que foi realizado no item 7.4, nesta técnica eliminam-se os deslocamentos e
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as deformagdes, mantendo-se apenas as tensdes nas equacgdes remanescentes. As passagens
que serdo apresentadas sdo de carater didatico, sendo que os livros classicos apenas dizem ser
possivel sair das 15 equagdes e chegar nas equacgdes de Beltrami-Michell (7.42).

O primeiro passo ¢ a eliminagdo dos deslocamentos, seguindo o processo utilizado no

item 5.7 para se escrever as equacdes de compatibilidade. Repetindo-se o procedimento,

toma-se explicitamente o calculo de ¢, &), € &,, ou seja:
& =uy, Ep =Uy, & = (ul,z +Uy, ) /2 (7.14)
derivando-se &, duas vezes em relagdo a X, e &,, duas vezes em relagdo a X, e somando-se

encontra-se:

811,22 + 822,11 = u1,221 + u2,112 (715)

agora aplicando-se a derivada cruzada sobre &,,, equagdo (7.14), encontra-se:

S0 = (u1,221 + u2,112)/2 (7.16)
desta forma e, com procedimentos semelhantes, tem-se:

Egy tEpy =2 €212 (7.17a)
Epsytéyy = 2 €333 (7.17b)
Ex31 T 83 = 28603 (7.17¢)
€y T = €3 €3 (7.17d)
EpnizTE3m =Eppn tTéLn (7.17¢)
Ex310 T €133 = 13 T €303 (7.17%)

ou em notag¢do indicial,

Eijxm T Emij ~ Cikjm ~ Ejmik = 0 (7.18)

Estas seis equacdes sdo dependentes e podem ser ainda transformadas em 3 equagdes
diferenciais de quarta ordem independentes. E de interesse se eliminar as deformagdes. Como
¢ muito dificil se realizar a operagdo de forma indicial diretamente, trabalha-se inicialmente
na equagao (7.17b) substituindo-se a Lei de Hooke na forma de (7.3) como:

1 1% 1 1% 1 1

E O3~ E 0433 + E 03390 — E Oum = E 0303 + E O3 (7- 1 9)
Usando a relagcdo 2G =E/(1+v), tem-se
(A1+V)0p 33 =V, 35 + (14 V)T 5, =V, 5, = (14V)0 3, +(14+V)03, 5, (7.20)
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Colocando-se (1+v) em evidéncia do lado direito da equacdo e agrupando-se o lado

esquerdo, escreve-se:

(1 + V)(O-zz,33 + 0-33,22) - V(O-zz,33 + O-zz,22) = (1 + V)(O-23,32 + 0-32,23) (7'21)
Para ajeitar o lado direito, utiliza-se das equacdes de equilibrio (7.1),

O3 = (0-32,3 ),2 = _(612,1 +0,,+ b, ),2 € 0= ((723,2),3 = _(0-13,1 +03;;+ b3),3 (7.22)

S€ €SCIeve,

((723,32 + 0-32,23) = _(0-12,12 + 0-13,13) - (0-22,22 t 0555+ bz,z + b3,3) (7.23)

ou ainda, permutando a derivada e usando a simetria da tensdo do primeiro termo do lado

direto da equacdo e usando novamente a equagdo de equilibrio, se escreve

(0,1, +033), =—(0y, +b), =—(0y,,, + b)) (7.24)
que substituido em (7.23) e (7.21) resultam:

(Oy330 +0303) =011 — Oy gy — O35 b, — by, =y (7.25)
(I4+V) Oy 33+ O30 + 0 + 03333 +0111) = V(033 + 0, 5,) =(1+v)(b, =b,, —b, ;) (7.26)
Expandindo-se e contraindo-se os termos o,, pode-se reescrever (7.26) como:

(1+v)(o

zz,ii

—Oi — Gzz,ll) - V(O-zz,ii + O-zz,ll) =(1+ V)(b1,1 - bz,z - b3,3) (7.27)

De forma totalmente anédloga se transformam (7.17a) e (7.17c) em:

A+ V)i =Onji = Oy 2) = V(0 i + 0, ) = (14 V)b, , =0y, =Dy ) (7.28)
A+ V)i = Os3ji =0 33) = V(05 + 0, 5) =(1+v)(By; =, , =D, ) (7.29)
Somando-se (7.27), (7.28) e (7.29) encontra-se uma expressao para g,, ;; , Ou seja:
—(+v
2,i = Q (b1,1 + bz,z + b3,3) (7.30)
(1-v)

Substituindo-se (7.30) em (7.27), (7.28) e (7.29), essas se simplificam para:

Oyi + Ty Opun = 1—v bk,k _2b1,1 (7.31)
1 -V
Opji T Opm = bk,k _2b2,2 (7.32)
1+v 1-v
1 —v
Oy + 1+ Opum = 1—v bk,k _2b3,3 (7.33)

ou, em notagao indicial,

bl 74
Oy i T Opkky = :bu _2bk,(k) (7.34)

1+v

Para a equagdo de compatibilidade (7.17d), aplica-se a Lei de Hooke como:
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1 1% 1 1 1

%011,23 _Eo-kk,B +EO'23,11 = %013,12 +%O'12,13 (7.35)
ou,
(1+ V)(O-u,zs —O1310 1051 — 0-12,13) ~VOy3 =0 (7.36)

Tomando-se a terceira e segunda equacdes de equilibrio e derivando-se, respectivamente em

relagdo A X, € X, escreve-se:
TO0311, =03 T 0333, + b3,2 =053 =033 T O35+ b2,3 (7.37)

Substituindo-se (7.37) em (7.36) resulta:

A+ V)03 + Oy 0 + 03350+, 403 + 0 33+ 0y 53 0, 3) =V 53 =0 (7.38)

ou, indicialmente:

o
Opit a :'j‘zj) = _(b3,2 + bz,s) (7.39)

Analogamente para as equagoes (7.17¢) e (7.17f) resultam:

O,

O T a I_(:‘lj) =—(b;+b;)) (7.40)
O,

ity = Bl (7.41)

Unem-se as seis equacoes (7.31), (7.32), (7.33), (7.39), (7.40) e (7.41) em uma tnica equagao
indicial, como:

1 -V
T 0,k = :5jkbé,é _(bj,k + bk,j) (7.42)

T l+v

Como a tensdo ¢ simétrica a equacao (7.42) representa seis equagdes € nao nove. Estas
equacdes sdo chamadas de equagdes de Beltrami-Michell e representam a compatibilidade
em deformacdes escrita em tensdes. Essas equagdes podem ser transformadas em trés
equacdes independentes que, juntamente com as equagdes de equilibrio permitem a solugdo
do problema tridimensional pela técnica das tensdes. Como sera visto mais adiante, para
problemas bidimensionais as seis equagdes de Beltrami-Michell se resumem em apenas uma

que acrescidas de duas equagdes de equilibrio resultam em trés equagdes para as trés

incognitas do problema bidimensional.

7.6 - Superposicao de efeitos e unicidade de soluciao
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Antes de iniciar este item, deve-se lembrar que este texto possui carater operacional,
tentando colocar de maneira simples alguns entendimentos abordados com maior rigor
matematico em textos mais avancados.

A superposicao de efeitos ¢ facilmente verificavel aplicando-se a seguinte propriedade

da operacao derivada parcial,

(f+g),j:f,j+g,j (7.43)

onde f e g sdo fungdes diferencidveis. Portanto, sejam duas solugdes (oy,&;,u) e
1 1 1 : .

(0> &,U; ) , assim, por (7.43) valem:

oy +0i; = (05 + ), (7.44 a)

U+l = +U), (7.44 b)

Cijkegl?@ +Cijké‘gll€ =Cis (80 + &) (7.44 ¢)

Ou seja, a soma de solugdes de problemas distintos € igual a solugdo da soma de problemas
distintos.

A unicidade de solucdes pode ser mostrada usando-se a superposi¢do de efeitos e

absurdo. Sejam duas distribuigdes de tensdo gerais distintas ndo nulas o} ¢ oy solugdo do
mesmo problema estatico com for¢a de volume ndo nula. Sendo solucdes diferentes, tem-se:
ai(j) —O'i]j =a; # 0ij (7.45)

néo constante. Aplicando-se o divergente sobre o transposto do tensor ndo nulo g;,

a,, =, (7.46)

1.1 J

ndo constante. Como ai? e Ji; sdo solu¢do do mesmo problema

o). =—h e o, =—b (7.47)

ij,i i ip.i ]
Utilizando-se a propriedade da derivada parcial (7.43) escreve-se também

a,; = ai(j)’i —O'ilj,i =-b; +b; =0, (7.48)
a equacao (7.48) esta em desacordo com a equagdo (7.46) admitida pela hipotese de que as
solugdes sao distintas. Portanto, por absurdo, a solugao ¢ tnica.

E importante mencionar uma dificuldade adicional encontrada na solu¢do de
problemas em corpos multiconexos, veja figura 7.2a. A estratégia de solugdo ¢, em geral,
transforma-lo em um corpo simplesmente conexo, figura 7.2b, e verificar se o deslocamento

no contorno artificialmente gerado ¢ Unico, caso ndo seja, ¢ necessaria a aplicagdo de

condi¢do de contorno adicional que o torne unico.
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(a) Multiconexo (b) Simplesmente conexo
Figura 7.2 - Defini¢ao de corpo multiconexo

Finalmente, é importante se mencionar o Principio de Saint-Venant, que estende
consideravelmente o uso das solucdes da elasticidade linear. Este Principio estabelece que a
diferenca das distribuicdes de tensdes, deformacdes e deslocamentos devidos a
carregamentos estaticamente equivalentes so ¢ significativa na vizinhanca da carga, ou seja,

estas distribuigdes se confundem a medida que se distanciam da regido de aplicagdo da carga.

8 - Problemas bidimensionais em coordenadas cartesianas.

Foge aos objetivos desse curso resolver problemas tridimensionais gerais, assim neste
capitulo serdo abordados problemas bidimensionais da elasticidade linear, apresentando
técnicas de solucao e solugdes para problemas particulares. Para ndo dispersar as discussoes,
este capitulo estara limitado a técnica das tensdes. A técnica dos deslocamentos serd abordada
no capitulo 10.

O livro "Teoria da Elasticidade" de Timoshenko - Goodyer é uma excelente referéncia
para consulta de problemas resolvidos. Entretanto, alguns exemplos de solu¢des conhecidas
sdo apresentados aqui, de forma a incentivar os alunos na criagao de solugdes para casos mais
complexos de seu interesse. Além disso, aplica-se uma linguagem mais adequada aos alunos
de nosso curso, de forma que facilite o acompanhamento das aulas e a preparagdo para

avaliagdes.

8.1 - Estado Plano de Deformacoes - EPD
O estado plano de deformacdes foi definido no item 6.6 e pode ser encontrado

simplesmente introduzindo a restrigdo U, =0, além disso, os deslocamentos U, e U, sdo
fungdes apenas de (X;,X,). Desta forma o problema da elasticidade linear pode ser resumido

cm:

Lei constitutiva isotropica (Hooke) (3) (0,,,0,,,0,,) com (&,,,&,,E5,)
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o; =2Gg; + 10;&,, para I, j,k=12

ainda, o,; = 0,, =0 e, por recurréncia, ap0s a solu¢do do problema, clacula-se

053 = A&, +6y,) =V(0), +0y)

Inversamente, a Lei de Hooke pode ser escrita como:

& =%(Gij —V6;0y) para 1, J,k=12

Relacao deslocamento-deformacdo - cinematica (3)

g;=(U;+U;;)/2 para 1,j=12

Equacdes de equilibrio (2)

0+, =0, parai,j=12

(8.1)

(8.2)

(8.3)

(8.4)

(8.5)

Pela organizag¢do do problema observa-se que o,, nao ¢ varidvel do problema e, portanto,

existem trés componentes de tensdes, dois deslocamentos e trés componentes de deformacdes

incognitas, num total de 8 incdgnitas. Existem também 8 equagdes, trés cinematicas, duas de

equilibrio e trés que relacionam tensao e deformagao.

8.2 - Técnica das tensoes para o EPD

No estado plano de deformacdes nenhuma grandeza varia com a dire¢do X,, assim,

seguindo a técnica descrita no item 7.5 eliminam-se os deslocamentos da andlise pelas

equacdes de compatibilidade em deformagdes, equagdes (7.17). Destas equagdes a unica nao

nula para o EPD ¢ (7.17a), ou seja:
Enpntény = 2812,12

Aplicando-se a lei de Hooke (8.3) na equagao (8.6), resulta:
1

_(011,22 - V(611,22 + 622,22) +O0pn— V(Ju,u + 0_22,11) =~-=<%nn

2G 2G

Somando-se 0,,,, € 0,,,, dos dois lados da equagdo, resulta:
(1- V)(Gn,zz +0,, 0+ 022,22) =011 701, 10,5105

O lado direito da equacdo pode ser trabalhado como:

O + Oz + 05121 +0,,n= (0-11,1 + 012 ),1 + (022,2 + 012,1),2 = _bl,l - bz,z

(8.6)

(8.7)

(8.8)

(8.9)
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que substituida em (8.8) resulta:

1
(O + 01+ 00 T 00 0) = _m(bu + bz,z) (8.10)
ou

1
O011ii YO = _mb/,(z (8.11)
ou ainda, usando-se notacao diadica
1 —

V2(0'11+0'22):—(1_V)V-b (8.12)

A equagdo (8.11) ou (8.12) é a equacdo de compatibilidade escrita em tensdes, que

juntamente com as duas equagdes de equilibrio (8.5) resultam nas trés equacdes necessarias

para resolver as trés componentes de tensdao incognitas, pois deslocamentos e deformagdes

foram eliminados. Por recorréncia determinam-se as deformagdes, (Lei de Hooke) e os

deslocamentos (integrando-se a cinematica).

8.3 - Estado plano de tensoes EPT

Diferentemente do estado plano de deformacgdes, ndo se pode afirmar que nenhuma

grandeza varia com a direcdo X, no estado plano de tensdes. O estado plano de tensdes ¢

definido considerando-se:

Oy =03 =0, =0 (8.13)

Lei constitutiva isotrépica (Hooke) (3)

oy =2Gg; + A0, (6.101) (8.14)
para i, J,k=1,2
A =vE/[1+v)(1-v)] (6.102)

Inversamente a Lei de Hooke para o EPT pode ser escrita como:

O'ij Vv
E =———

== 004 para i, j,k=12 (6.98) (8.15)

ainda, o,; = 0,, =0 e, por recorréncia, apds a solu¢do do problema, calcula-se

£y =—V(0,+0,) com g,=¢&,=0 (8.16)

Relacao deslocamento-deformacdo - cinematica (3)
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g;=(U;+U;;)/2 para i,j=12 (8.17)

Na dire¢do X, existe a deformacgdo ¢;;, veja equagao (8.16)

assim,

&3 = Uy (8.18)

Pela equacdo (8.16) ¢,, deve depender de X, e X,. Como o,, ¢ o, sdo consideradas
constantes em X, , pela (8.18) u, deve depender de X, X, e depender linearmente de X, .
Assim, o fato de

&3=(U;+U;;)/2=0 e &y =(U,3+U;,)/2=0 (8.19)
implica que os deslocamentos U, e U, dependem de X, , ou seja, a redugdo do problema pelas

equacdes de compatibilidade ndo sera tdo simples quanto foi para o EPD.

Equacdes de equilibrio (2)
0+, =0, parai,j=12 (8.20)
O fato de se impor que o0,, =0 e b, =0 indica que a terceira equagdo de equilibrio estd

naturalmente satisfeita.

8.4 - Técnica das tensoes para o EPT
Seguindo-se a técnica descrita no item 7.5 e o que foi discutido no item 8.3 (equagdo (8.19))
as equagdes de compatibilidade em deformacdes (7.17) sdo reescritas para materiais

isotropicos no EPT como:

Enp TEn =280 (8.21a)
€33 T 833 =0 (8.21b)
3311 &5 =0 (8.21c)
€103 = €131 (8.21d)
Enis = € (8.21¢)
Ex1p T3 =0 (8.219)

Frente a dificuldade imposta pelas equagdes (8.21b) até (8.21f), ¢ consenso na
literatura especializada aceitar uma solucdo onde ndo se obriga a satisfacdo dessas equagdes
de compatibilidade, entendendo-se que a solugdo sera mais proxima da realidade quanto mais

fina for a chapa analisada.
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Aceitando esse carater aproximado do EPT, a tinica equacdo de compatibilidade que
sera respeitada é:

Eipntépn = 2812,12 (8.22)

Aplicando-se a lei de Hooke (8.15) na equagao (8.22), resulta:

211é22 _E(O-ll,22 + 0-22,22) + ;zG,ll _E(O-ll’ll + 0-22,11) = 2 21’22 (823)
ou

(0-11,22 + 0-22,22) TO0nn— (0-11,11 + 0-22,11) = 20-12,12 (8.24)

v
(1+v)

Somando-se 0,,,, € 0,,,, dos dois lados da equagdo, resulta:

o 14
11,22 (1 +V)

(14 V)05 +(14+ V)0 — V(010 + 0y p) + (8.29)
+(1+v)0y,  + (14 V)0, 5 —V(0), +0y,) ==(1+ V)b, +Db,,)

ou

O+ 01 + 0y + 0y, =—(1+v)(0, +b,,) (8.26)
que pode ser escrita como:

Oyi T Oy =—(1+V)b,, (8.27)

ou ainda, lembrando que V’(e) é o divergente do gradiente de uma fungdo qualquer, se
escreve (8.27) como:
Vo, +0,)=—(1+Vv)V-b (8.28)

A equagdo (8.27) ou (8.28) ¢ a equacdo de compatibilidade escrita em tensdes, que
juntamente com as duas equagodes de equilibrio (8.20) resultam nas trés equagdes necessarias
para resolver as trés componentes de tensdo incognitas. Por recorréncia determinam-se as
deformacdes, (Lei de Hooke) e os deslocamentos (integrando-se a cinematica), lembrando-se

que, do carater aproximado do EPT, ndo se encontra U, unico.

Caso as forcas de volume sejam nulas ou constantes, as equacdes (8.12) e (8.28) sdo
idénticas, o que indica que a distribuicdo de tensdes para problemas com forgas de superficie
auto equilibradas s3o idénticas para o EPD ¢ o EPT.

Para forcas de volume variaveis pode-se escrever (8.28) de forma idéntica a (8.12)

criando-se uma constante v =v/(1+v) com a qual se escreve v como v=v/(1-v) que

substituida em (8.28) resulta:
1_ V-b
1-v)

vz(o-ll +O_22) =-

EPT (8.29)
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Contrariamente pode se criar uma constante v =v/(l-v) com a qual se escreve

v=v/(1+V)que substituida em (8.12) resulta em forma idéntica a (8.28) para o EPD, ou
seja:
V3 (0, +0,)=—(1+V)V-b EPD (8.30)

Desta forma, solugdes criadas para o EPT podem ser usadas para o EPD e vice-versa.

Observe que essas constantes auxiliares ndo sdo utilizadas na lei constitutiva de onde

resultam as deformagdes para os problemas bidimensionais.

8.5 - Solucio via Funcio de Tensao de Airy - conceituacio geral:

Uma das formas de se resolver o problema da elasticidade bidimensional segundo a
técnica das tensdes ¢ a aplicacdo da chamada Fungdo de Tensdo de Airy. Para problemas
tridimensionais uma estratégia semelhante, mas bem mais complexa, ¢ baseada nas funcdes
de tensdo de Beltrami.

E interessante comentar que, para se criar uma fungdo de tensio desse tipo, é
necessario se antever o resultado de futuros passos de derivacdo e se organizar a fungdo a ser
criada de forma a satisfazer um conjunto de equagdes que se pretende resolver. Depois de
antever os passos de derivagdo, se necessario, corrigir alguns pardmetros, como no caso da
técnica da tentativa criteriosa de solu¢do de equagdes diferenciais ordinarias. A proposta
muito bem sucedida de Airy € a seguinte:

Sejam os potenciais ¢ e V , tal que:

o, = ¢,22 +V (8.31)
0, = ¢,11 +V (8.32)
O, = _¢,12 (8.33)

Substituindo-se as formas (8.31) até (8.33) nas equagdes de equilibrio dos problemas

bidimensionais (8.5) e (8.20) resulta:

(¢,22 +V),1 + (_¢,21),2 + bl =0 ¢ (_¢,12),1 + (¢,11 +V),2 + bz =0 (3.34)
Desenvolvendo-se as derivadas se encontram:
¢,221 +V,1 _¢,212 + bl =0 ¢ _¢,121 + ¢,112 +V,2 + bz =0 (8-35)

Da permutacdo da ordem de derivagdo resulta que as equagdes de equilibrio sdo plenamente

satisfeitas adotando as funcdes ¢ e V estabelecidas conforme (8.31) até (8.33) desde que

V,=-b e V, =-b, (8.36)
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, ou seja, que as forcas de dominio sejam conservativas (definidas por um potencial Uinico).
Como ¢ satisfaz o equilibrio, para se concluir a solugdo do problema, falta apenas

resolver a equacdo de compatibilidade escrita em tensdes (8.28) para o EPT ou (8.12) para o

EPD. Inicia-se o processo de solu¢do substituindo-se (8.31) até (8.33) na equacdo (8.12), em

sua forma indicial (8.10), ou seja:

(Pyy Vo + Py +V + 1 V) P, +V ) = _ﬁ(b” +b,,) (8.37)
Utilizando-se (8.36) e organizando-se resulta,

Py T Py T Briy TPy = —ﬁ (-V,,=Vy,)-2V, -2V, (8.38)
ou ainda,

Py + 201120 + 111y :%(V,11 +V,,) EPD (8.39a)
ou

V2(V?9) :v4¢:—%v-6 (8.39b)

Repetindo-se 0os mesmos passos para o estado plano de tensdes, ou seja, substituindo-se

(8.31) até (8.33) na equagdo (8.28), se escreve:
Py + 20,150 + P = (v =DV, +V,,) EPT (8.40a)
Vi=—(v-1)V-b (8.40b)

Das equacodes (8.31), (8.32) e (8.33) observa-se que a unidade da funcao de tensao ¢ ¢

forca e do potencial V ¢ tensdo.
Assim, a solugdo do problema da elasticidade linear pela técnica de tensdes usando

funcdes de tensdo de Airy se resume em resolver a equacado diferencial (8.39) ou (8.40).

8.6 - Solucdes polinomiais usando funcdes de tensdo - Método inverso

Os chamados métodos inversos sdo baseados na escolha de funcdes de tensdo que
satisfagam de forma direta a equagdo de compatibilidade (8.39) ou (8.40). No que segue
alguns exemplos de fungdes polinomiais sdo apresentados no intuito de se mostrar solugdes

simples para problemas da resisténcia dos materiais.

8.6.1 - Tracao simples:
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Escolhendo-se a fungdo de tensdo ¢=ax’ /2 e escolhendo-se também V =0 uma
primeira conclusdo ¢ que b, =b, =0, veja equagdes (8.36). Pode-se observar que a unidade

da constante a ¢ de tensdo. A substituicdo da fungdo de tensdo na equacgdo de
compatibilidade resulta em:

Vig=0 (a)

ou seja, um problema da elasticidade foi resolvido, pois a funcdo de tensdo satisfaz as
equacdes de equilibrio e, de forma compacta na equagcdo de compatibilidade escrita em
funcdo de tensdo, satisfaz as relagdes deslocamento-deformacao e tensdo-deformagdo. Para
checar qual problema ¢ resolvido (método inverso), verificam-se as condi¢des de contorno

em forca de superficie calculadas a partir do campo de tensdes como:

2

0, = a¢ =0 Op =~ e =0 (b)
ox2 OX,0X,
¢

On = ox =a V(%) eR’® (©)

O que quer dizer que a funcdo proposta representa tragdo simples na dire¢do X,

independentemente da forma do corpo analisado. Para um dominio retangular do tipo da

figura 8.1 utiliza-se a férmula de Cauchy para relacionar tensao e forca de superficie.

ARRASEERRRRRUARRRRRNNNIRE

7 m

illlillllilllilllllilllpz

| /2 | /2 |

Figura 8.1 - Geometria retangular.
Assim, para m' ={1,0}, A' ={0,1}, "= {~1,0} e V' ={0,~1} tem-se:

O

0 (d)

Naface 1, X, =/ tem-se: p=o- {} {

0

Na face 2, X, =C tem-se: p=o-N= {} { } (e)
0-22

—Oy

0

Na face 3, x, =0 tem-se: p=o-/
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0 0
Na face 4, X, =—C tem-se: p=g.\7={ }z{ } ()

—a —0,,
Ou seja, o problema resolvido ¢ a tragdo simples da figura 8.1 com a=p,. Essa

conclusdo, em problemas com faces horizontais e verticais, ¢ trivial e pode ser feita

diretamente.

8.6.2 - Flexao pura:

Escolhendo-se a fungio de tensio ¢=ax,/6 e escolhendo-se também V =0 uma
primeira conclusdo ¢ que b =b,=0. Além disso, a substitui¢do da funcdo de tensdo na

equagdo de compatibilidade resulta em:

Vig=0 (a)
ou seja, um problema da elasticidade foi resolvido, pois a funcdo de tensdo satisfaz as
equacdes de equilibrio e, embutido na compatibilidade, satisfaz as relacdes deslocamento-
deformacdo e tensdo-deformac¢do. Para checar qual problema ¢ resolvido, (método inverso)
verificam-se as condi¢des de contorno em forca de superficie a partir do campo de tensdes

calculado como:

52¢

Gll = a_)(22 = aX2 (b)
82¢ 82¢

Iz ox? %z X, 0, ©

Sem definir o corpo estudado a distribui¢ao definida por (b) e (c) indica que apenas a
tensdo o,, ¢ ndo nula e proporcional a coordenada X,. Definindo-se o corpo com uma
geometria retangular e aplicando-se a formula de Cauchy nas superficies esboga-se o
problema resolvido na figura 8.2.

Este problema ¢ obviamente a flexdo pura de uma barra (ou viga) com espessura
constante. A distribui¢do de tensdo obtida independe de se tratar de estado plano de tensdo ou
de deformagdo. A integral das forcas de superficie em cada face resulta nula, ou seja, forca

normal nula. Por outro lado, integrando-se 0 momento em torno do eixo X, em cada face, por

exemplo, na face X, = 2/ resulta:
M3 :IAtIXZdA:IAallxsz:ejj aXZZdX2 —ea?2c/3 d)

sendo e a espessura. Como C=h/2 sendo h a altura, tem-se:
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M M
(eh*/12) 1,
onde |, ¢ o momento de inércia a flexdo. Substituindo-se a na equacdo (b) tem-se:
M
o, =—=X, ()
|3
que ¢ a formula da flexdo pura da resisténcia dos materiais. A solugdo encontrada ¢ solugao
unica da elasticidade linear, porém restringe a aplicacdo do momento externo seguindo a
distribuicao linear de forcas de superficie da figura 8.2. Entretanto, o Principio de Saint-
Venant indica que, para uma viga longa, a distribui¢do de tensdo (f) vale para qualquer se¢ao
transversal a uma distdncia maior do que a altura da barra, independentemente da distribui¢ao

de forgas de superficie aplicadas nas extremidades da viga, desde que sua resultante seja o

momento fletor que se pretende aplicar.

ac ac

v

| L | 4 |
i i i

Figura 8.2 - Geometria retangular - flexao pura.

Calculo do campo de deslocamento - EPD

Para se calcular o campo de deslocamento comega-se aplicando a relagdo tensao-
deformacdo sobre o campo de tensdes. Aqui aparece a diferenca entre os problemas EPD e
EPT, sugere-se que o leitor repita o procedimento para o EPT.

Para o EPD tem-se:

&y = I:Jll _V(O-ll +0y, )]/26 - a(l_v) X, /(2G) = Ax, )
£, = —avx, / (2G) = -Bx, (hy
5, =0 (i)

onde A e B sdo constantes auxiliares usadas para reduzir o tamanho das expressoes.
Usando as relagdes deslocamentos-deformagoes:

u, = AX, = u, = Axx, + f,(x,)+c ()

u,, =—Bx, =  u,=-Bx}/2+f,(x)+cC, (k)
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Utilizando-se (j) e (k) em (i) escreve-se,
u,+U,; =0 = Ax + (X)), + f,(x), =0 D
Na equacgdo (1) existindo termos dependentes apenas de X, e apenas de X,, a Unica
forma da soma ser nula ¢ que cada termo seja constante, como:
c, = Ax + f,(x), e ¢, =—f(x), (m)
ou, rearranjando-se
f,(x), =¢, - Ax, ou f,(x)=cx —AX /2 (n)
f(x,),=-¢, ou f,(x,)=—-C)X, (0)
onde ndo se acrescentou constantes devido a existéncia prévia de C, e C, nas equagdes (j) €
(k). Substituindo-se (n) e (o) em (j) e (k) tem-se:
U, (X, X,) = AX X, —C;X, +C, (p)
(@

Determinam-se as constantes de integragdo C,, C, € C, através de condi¢des de

U, (X, %) ==Bx; /2+C,x, — AX, /2 +¢,

contorno em deslocamentos e giro, eliminando-se os 3 graus de liberdade do problema.
Escolhe-se, por exemplo, que a barra esta engastada na origem de coordenadas, portanto, no

onto X, = X, =0 impoe-se translacdo e giro nulos, ou seja:
p 1 2

u,(0,0)=0 = c,=0 (1)
u,(0,0)=0 = c,=0 (s)
au,

— =0 = c,=0 t
o 3 ®

11¢0,0)

Recuperando-se o valor das constantes a (equagado (e¢)), A ¢ B (equagdes (g) e (h)),
resulta:
(1-n) M,

UI(XI,Xz) = G

X, X, (w)

|3

M
Uy (%, %) =2 = (VG +(1=0)x;)
3

(V)

Para X, =0 ¢ v=0 a solucdo representada nas equagdes (u) e (v) coincidem com a

solucao da linha elastica dada pela resisténcia dos materiais. Para o EPT a solugao fica:
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M
ul(xl,xz):E—|3x1x2
3

-M
U, (X, %,) = 2E|3 (VX22 + Xlz)
3

(u)

(v)

e quando X, =0 recupera-se a solu¢do da linha elastica da Resisténcia dos Materiais que,

nesse caso, nao depende de v.

8.6.3 - Flexao simples:

Neste exemplo checa-se se a fungdo de tensao

Pp=- 4(?h3 [5(%2 — xf)xj —2h*x +15h*x’x, + xj]

(2)

com V =0, resolve o problema ilustrado na figura 8.3, ou seja, uma flexdo simples com

carregamento aplicado nas duas faces (superior ¢ inferior) da viga.

A
X2

JinaNnnannnnnnnnnnnnance:

v

LTERR LTl T Jar2

4 |

Figura 8.3 - Flexao simples.

Nas referéncias bibliograficas ¢ usual que a carga esteja aplicada apenas na face

superior da viga.

Diferencia-se a fungdo de tensdo, passo a passo, como segue:

6 =— 4(?h3 [300°x, X, —10x, X; |
_ __i 3h2_ 2
Op =0, = ah° Xz[ Xz]
3
Ty ==, :4_;13)(1 [hz - Xzz:'

§, = [15(¢7 -3¢ ) —6hxC +15hx¢ +5¢ |

o\ = = —%[30(62 ~x?)x, ~12h°X, +20X; |

(e)

(b)

(©)

(d)

09
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3q 39
¢,1111 =0, ¢,2222 = _sz ) ¢,1212 h3 X, (g)

3 3
V4¢z¢,1111+2¢1212+¢2222 =_h_?X2+h_(3X2 =0 (h)

donde ja se conclui que a fun¢do de tensdo satisfaz a equagdo de compatibilidade escrita em
tensoes e, portanto, ¢ solucdo de um problema da elasticidade linear.

Inspeciona-se a forca de superficie em X, =h/2 e X, =—h/2, resultando:
o-zz(xl,h):—%[3h3—h3]:—q/2: p, ¢  o0,=0=p (i)

oy (X,—h)=q/2=-p, ¢ 0,=0=-p, (),
por enquanto se confirma a solugdo do problema sugerido. Checam-se agora as forgas de

superficie na face X, =/, onde o,, = p, € 0, = p,, assim:

4,X 3h*X, —5x k

=01, (1.) = ;] (k)
=, (hx) =% o[ht -] (1)

12 4h3 2
F = _[a”dA _[ o, edx, _eloqh3 h[3h2x2—5x§]dx2:0 (m)
h q ¢ q|3h 5k

M3=J‘A(;“x,sz:J:ha“xzedx2 o) [3h2 5x2]dx2_ W{T—T =0 (n)
3 _oqh 39 .39 ,2n’

F,=[ o,dA= J:halzedxz—emfjih[h X; Jdx, =2e=~ el ma@e ©

ou seja, forca horizontal e momentos nulos e forga vertical igual a metade da forga aplicada
nas faces horizontais.

As integrais na face X, =—/ resultam nos mesmos valores de forgas e momentos,
assim, a funcdo de tensdo proposta ¢ solucdo unica do problema da figura 8.3, respeitando
que a distribuicdo de forcas de superficie nas faces verticais sigam as expressdes (k) e (1). E

de interesse observar que, apesar de M, =0 e F =0 existe valores ndo nulos de p, e seu

maximo ocorre em:

dp, 5 1
—L = 3h™ —15x 0 X, =—=h
dx, 10h3 [ ] = NG ()
e, pontanto
cnt q q (q)

pl 5\/—
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ou seja, o nivel de forgas de superficie na dire¢do horizontal nas faces verticais sdo bem
inferiores a carga distribuida aplicada. Na sequéncia compara-se esta forca de superficie com

a maxima tensdo o,, que ocorre no centro da viga, ou seja

&, (0, x2)=—4(?h3 [30(£%) %, ~12h°, +20x} | (r)
do g cri
dx; = (7.5 =30 +15% |=0 = x"g(-h.h) (s)

assim, a maxima tensao de tragdo ocorre no extremo, em X, =—h,

2
o —1[3(” +8} (t)

40| R
para, / =4h tem-se o, =12,2q bem acima da carga aplicada e cerca de 100 vezes maior

que a maxima for¢a de superficie nas faces verticais. Ou seja, a solucdo ¢ bastante
satisfatoria. Nota-se ainda que, pelo Principio de Saint-Venant, quanto mais longa a viga
maior a extensdo da validade da distribui¢do de tensdo encontrada com a fungdo de tensdo
proposta.

Deve-se comentar que a funcao de tensdo (a) foi encontrada a partir da proposta:
$=ax’x; +bx; +cx/x, +dx] +e (w)
encontrando-se todas as constantes pelas equagdes (h), (i), (j), (m), (n) e (o), ou seja,
impondo-se que a equacao de compatibilidade, as condigdes de contorno nas faces superior e
inferior e o equilibrio global fossem satisfeitos a0 mesmo tempo.

Sabe-se que as fungdes polinomiais parciais de (u) possuem essa forma
inspecionando-se polindmios isolados e as forgas de superficie que estes geram, veja a tabela

8.1 onde algumas fung¢des de tensao polinomial sdo avaliadas.

Tabela 8.1 - Algumas fun¢des polinomiais, distribui¢do de tensdo e forcas de superficie.

Dominio considerado e eixos Caso 1l - o,
X, T I a
c X, ¢:axf op=¢,=2a
5 . 2
C
‘ 7 ‘ HTTTTTTITTITTITI T ]2
Caso2 - o, Caso 3 - o,
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a a dc dc
¢:a2)(22 o =¢,=2 g N ¢:d6X; o =, =dX,
Caso 4 - o, Caso4- o,
ec’ ec’/2 ec’/2
¢:eXI6X§ Oy =02 = EXX, Z l ¢:eXI6Xé 2 i
_ _oexy |t
" I 0, =-0, __T l n
Caso 5 - o, Caso 6 - o,
... b flc
I |
Ife=bx,x, op,=-¢,=-b | p="f XX oy =dn=TXX%
I |
ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ fi’c
Caso 6 - 0, Caso 6 - o,
fc'/3 e e
iiAIRENARERERRNARRRARD (;:Xlzg ****** [
- : 6 [
¢=fXI6X-2 0y =9, f% o, =—¢,=-T XX |
e (e
ey e
fc'/3
Caso 7 - o, Caso 8 - 0,
ge: 9c O he
ng — — 3 2
p= 20 0, =¢,=0X% ¢:hXI X, 622_¢]]_hx2
(I TITTIIITTT [T ]he
|
Caso 8 - o, p=DX% o, =g, =—hx |
|
e L e

8.6.4 - Viga biapoiada sob acio do peso proprio:
Neste caso, ao invés de apenas verificar a solug¢do, determinam-se as constantes a, b
e € da fungdo de tensdo polinomial, adotada juntamente com V = pgX,, para o problema

indicado na figura 8.4 (peso proprio) assumindo EPT.
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11
1

AN T

" ”ﬁHH

Figura 8.4 - Viga biapoiada sob forca de dominio.

V = pgx, (a)
a (., X)) bx'x, cx
=—| XX, ——= | ————2+—2= b
¢ 6h2 ( 172 5 ] 2 6 ( )
Verificando-se a equacao de compatibilidade:
4a 2a
¢,1111 =0, ¢,2222 :_Fs ¢,1212 zwxz (c)
4a 4a
V4¢:¢,1111"'2¢,1212+¢,2222 :F_F: (d)
ou seja, a fun¢do de tensdo proposta € solugcdo do problema,
Célculo das tensdes:
a 2x;
o, =@, +V =F[xfx2—sz+cxz+pgx2 (e)
aX3
622:(15,11+V:ﬁ_bxz+pgxz (H)
ax X,
Op=—0,=- h2 +bx, (g

Analisando-se a forca de superficie p, na face superior (0 mesmo ocorre na face inferior)

tem-se:
p=0,(h)=(b-a)x,=0 ou a=b (h)
arx;
Na face X, =/¢ tem-se P,=0,({)=- . +bl. Na face x =-¢ tem-se
arx;
P, =—0,(-0)=— h22 +b?, assim do equilibrio na dire¢do X, resulta:
hoang :
2f - - +bidx, = [ bV =] V,dv =[ pgdVv =4pgth (i)
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ou
3
[ ighh +b£hj £9/h ou (—%erj:pg ()

Analisando-se a forca de superficie p, nas faces superior ou inferior, resulta:

3

P =0 () =2 ~bh pgh =0 ou (—%b):pg )

que, neste exemplo, coincide com a equacgdo (j). Usando-se a equagdo (h), encontra-se:
3

a=b== 1
5 P9 0

Conhecido o valor de a pode-se simplificar o,, como:

3 (., 2%
11:ng XX, _T +CX, + p0gX, (m)

Observando-se que a resultante da forga horizontal nas faces verticais deve ser nula e

que na face X, =/ tem-se p, =o,,({) escreve-se:

h 2%
J._h p,dx, = I {og W[ﬁzx —TZJ+CX2 + pgX, }dx2 =0 (n)

que ¢ identicamente nula pelo fato das fun¢des no integrando serem impares com extremo de
integragdo simétrico. Desta forma ainda ndo foi possivel se determinar a constante C.

Para se determinar o valor de C ¢é necessario se analisar a integral de momentos nas

faces, ou:
h B 3 (,h 207} K h |
J-—h pl deX2—2|:pgw(€ ?—F +C?+pg? =0 (O)
ou
307 2
C=-—
/og[m2 5} (P)

Enfim, conhecidas as constantes a, b e ¢ a solu¢do em tensédo estd completa. Caso se

deseje calcular os deslocamentos, repete-se o procedimento descrito no exemplo 8.6.2.

9 - Solucoes usando séries de Fourrier - Método semi-inverso - técnica das tensoes:
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Nio custa lembrar que, para cargas de dominio constantes (V-b =0) a solugio do
problema da elasticidade bidimensional se resume a resolver a equagdo diferencial de

compatibilidade escrita em fungdes de tensdo como:
¢,1111 +2¢,1212 +¢,2222 =0 9.1)
incluindo condi¢des de contorno em forgas de superficie (ou tensdes).

Limitando-se em retangular a geometria dos problemas analisados, veja figura 9.1,

esta equacdo pode ser satisfeita por:

¢:sen(m7;x‘]f(x2)+cos(m7éxljh(x2) (9.2)

onde m=1,2,3... ¢ uma constante inteira. Cada parcela da expressao (9.2) ¢ solu¢dao do

problema com carregamento nas faces superior e inferior. A primeira parcela (em seno)

resolve problemas antissimétricos (em relag@o ao eixo X, ), enquanto a segunda parcela é para

problemas simétricos.

Carregamento antissimétrico
Antes de se superpor um numero infinito de solugdes caracterizando a série de Fourier,

mostra-se a solu¢ao para um termo senoidal. Utilizando-se a parcela senoidal,

¢:sen(m7lej f(x,) (9.3)
e chamando-se @ =(Mx /() para simplificar, substitui-se (9.3) em (9.1) resultando:
a'sen(ax)f —2a’sen(ax) f,, +sen(ax)f,,, =0 (9.4)
c
X
c
| 4 4 |
I I
VXZ

Figura 9.1 - Corpo retangular analisado.

Como sen(ax,) # 0 resulta:

a*f —207f,, + f,, =0 (9.5)
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A chamada técnica semi-inversa de solugdo ¢ caracterizada pelo fato de se arbitrar
apenas parte da solugdo (9.3) e sobrar uma equagao diferencial, no caso a equagao (9.5), para
ser resolvida. A solucdo da equagdo (9.5) ¢ conhecida e vale:

f(x,)=c" cosh(ax,)+cysenh(ax,)+c; X, cosh(aX, )+ C; X,senh(aX,) (9.6)

m m

com ¢, €y, ¢ e ¢, a se determinar por imposi¢do das condigdes de contorno, onde o

sobrescrito foi utilizado para se relacionar a parte da solugdo ao carregamento m adotado.

Lembra-se do célculo a notagdo das funcgdes hiperbolicas:
e —e” e*+e”
, cosh(x) =

senh(x) = (9.7)

Substituindo-se (9.6) em (9.3) escreve-se ¢ como:

mzX,

¢:sen(

]{clm cosh(ax,) +¢y'senh(arx, ) +CJ'x, cosh(ax,) + ¢ x,senh(ax,)} (9.8)
Aplicando-se (8.31), (8.32) e (8.33) sobre (9.8) encontram-se as expressdes para
tensoes:

o = sen(axl){c{”az cosh(ax,) +cl'a’senh(ax,) +"

+cy'a[2senh(ax,) + ax, cosh(ax, )]+ c}'a[2 cosh(ax,) + axzsenh(axz)]} (9.9)
Oy = —ozzsen(ole){clm cosh(ax,)+cy'senh(aX, ) +C;'X, cosh(ax,) + c;“xzsenh(axz)} (9.10)
o, =—acos(ax) {c{”asenh(axz) + )z cosh(ax,)+
c;' [cosh(arx,) + aXx,senh(ax,)]+c;' [senh(ax, ) + aX, cosh(axz)]} 9.11)

No tipo de solugdo procurada, as quatro constantes de integragdo sdo determinadas
pela andlise das for¢as de superficie nas faces superior e inferior do dominio retangular:

Aplicando-se a formula de Cauchy para o bordo superior:
p, =—0,(X,—C) e P, =—0,,(X,—C) (9.12)
Aplicando-se a formula de Cauchy para o bordo inferior:
p, =0,(X,C)e p, =0,,(X,C) (9.13)
E possivel se calcular as constantes de integragdo pelas condigdes de contorno (9.12) e

(9.13) para varios problemas a serem superpostos. As condi¢des de contorno serdo impostas

diretamente em forma de tensdes, ja traduzidas nas equacdes (9.12) e (9.13) como:
0y (X,C) =—B sen(mzx, / () € Oy (X, —C) =—A, sen(mzx, / 1) (9.14)

€

127



o5 (X,0)=0 e o5 (X,—€)=0 (9.15)

Na figura 9.2 vé-se o carregamento que se pretende aplicar pelas fungdes impostas
para m=1 e m=2, sendo, em principio, A, # B . Em particular, as forcas verticais
indicadas por F foram desenhadas para A <B_. E interessante observar a mudanga de

sentido para dois termos consecutivos. Quando A, =B, essas forcas sdo nulas.

s TA il Al A
- 11 X 11
- . F X : i F %
F l 1 > F — ’ >
reattiihinse A AN, A
~ B Nl g T e
Figura 9.2 - Exemplo de cargas senoidais
Substituindo-se X, ==xC em (9.9), (9.10) e (9.11) e usando-se (9.14) e (9.15) resultam:
B
e = A +2 ., senh(ac)+ accosh(ac) 9.16)
a senh(2ac) +2ac
e A, —ZBm cosh(ac) + ac senh(ac) ©9.17)
a senh(2acC)—2ac
er = A, —2Bm a cosh(ac) 9.18)
a”  senh(Qac)-2ac
B
A A, +2 n  asenh(ac) 9.19)

a”  senh(2ac)+2ac
Substituindo-se as constantes encontradas acima nas expressoes (9.9), (9.10) e (9.11)

e arranjando, resulta:

accosh(ac)— senh(ac)) cosh(ax,)—aX, senh(ax, ) senh(ac) sen(ax )+
senh(2ac) +2ac (9.20)
acsenh(ac)— cosh(ac)) senh(aX,) — aXx, cosh(aX, ) cosh(ac)
senh(2ac)—2ac

on =(A, +8,)

sen(ax,)

_(An_Bm)(

n_ (accosh(ac) + senh(ac)) cosh(arx,) — aX, senh(ax, ) senh(ac)
o5 =~(Av+By) senh(2ac) +2ac sen(ex)+ (9.21)

acsenh(ac) + cosh(ac)) senh(ax,)— ax, cosh(ax,)cosh(ac)
senh(2ac) - 2ac

sen(ax,)

+(An_Bm)(
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accosh(ac)ac senh(ax,) —ax, cosh(ax,) ax, senh(ac) .
senh(2ac) +2ac
acsenh(ac) accosh(ax,)—ax, senh(ax,) aX, cosh(ac)
senh(2ac)-2ac

a]n; :_(An+Bm)

os(aX,)+

(9.22)

+(A,-B,)

cos(aX,)

Para as faces X=—/ e X=/ a tensdo o,, =0, por outro lado como cos(af)==1 a
tensdo o, precisa de uma analise mais detalhada. O termo de o,, proporcional a (A+B) se
auto anula em uma integral de —C a c. Ja o termo proporcional a (A—B) se anula se A=B,
mas equilibra o desbalanceamento das forgas aplicadas nas faces horizontais (binario) caso
A=B veja a figura 9.2. Essa conclusao ¢ indireta, ja que a soluc¢do foi construida usando a
funcdo de tensdo de Airy e, portanto, o equilibrio ¢ naturalmente satisfeito.

Observa-se que a integral das forgas verticais nas faces +C sdo nulas e sera necessaria

a inclusdo de termo de carregamento constante na expressdo final da série de Fourier, pois

essa sozinha ndo constroi o termo constante, veja equagoes (9.32) e (9.33).

Carregamento simétrico
Antes de se superpor um numero infinito de solugdes caracterizando a série de Fourier,
semelhantemente ao que foi realizado para o termo antissimétrico, mostra-se a

resumidamente a solu¢do para um termo cossenoidal. Adotando-se,

¢:C08(mlejh (%) (9.23)

Substitui-se (9.23) em (9.1) resultando:

a’ cos(ax )h—2a’ cos(aX )h,, +cos(ax )h,,,, =0 (9.24)
Como cos(aX,;) # 0 resulta:

a‘h-2a’h,, +h,,, =0 (9.25)
que ¢ idéntica a equagdo (9.5), portanto:

h(x,) =c" cosh(aX,) +c;'senh(aXx, ) + €3 X, cosh(aX,) + ¢} X,senh(aX, ) (9.26)

m m m

com ¢, C, C; e C; a se determinar por imposicdo das condigdes de contorno.

Substituindo-se (9.26) em (9.23) escreve-se ¢ como:

¢" = cos( mle ]{Clm cosh(aX, ) +C;'senh(aXx, ) + ;' X, cosh(aX, ) + C;“xzsenh(axz)} (9.27)
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As condigdes de contorno sdo aplicadas diretamente em forma de tensdes, como no caso
antissimétrico, ou seja:
03 (X,€) =—B’, cos(mzX, / £) e oy (X,—C)=—A" cos(mzx, /)  (9.28)

onde apostrofo significa parte simétrica.
Repetindo-se todos os passos se escreve:

(accosh(ac) —senh(ac))cosh(ax,) — aX, senh(ax, ) senh(ac)
cos(ax,)+
senh(2ac) +2ac (9.29)
acsenh(ac) - cosh(ac)) senh(ax,) —ax, cosh(ax,) cosh(ac)
senh(2ac) - 2ac

o =(A,+B",)

—(A'm—B'm)( cos(aX,)

ac cosh(ac) + senh(ac)) cosh(ax, ) — ax, senh(ax, ) senh(ac)
cos(arX,)+
senh(2ac) +2ac (9.30)
acsenh(ac) + cosh(ac)) senh(ax,)—ax, cosh(aX, ) cosh(ac)
senh(2ac) - 2ac

on =—(A'm+B’m)(

+(A’m_B’m)(

cos(aX,)

accosh(ac)acsenh(ax,) —ax, cosh(ax,) aXx, senh(ac) sen(ax)+
senh(2ac) +2ac (9.31)
acsenh(ac)accosh(ax,)—ax, senh(aX,) ax, cosh(ac)
senh(2ac)—2ac

oh=(A,+B",)

_(A’m_B’m)

sen(ax,)

Onde A" e B’ sdo as semi-amplitudes dos carregamentos cossenoidais das superficies

inferior e superior, respectivamente, veja a figura 9.3.

il A M Al Al T A

X

c . m :

Figura 9.3 - Exemplo de cargas cossenoidais
Como se pode observar os carregamentos cossenoidais ndo geram tensdes de
cisalhamento nas faces verticais, pois ndo possuem resultante em forga vertical nem em
momento. Para completar a auséncia de resultante de forca vertical nas faces horizontais, nas
expressoes em série de Fourier serdo acrescentados termos constantes que, juntamente com a
série infinita de carregamentos senoidal e cossenoidal, serdo capazes de reproduzir qualquer
carregamento auto-equilibrado (condi¢do natural da técnica das tensdes). Por outro lado, na
expressdo (9.29) observa-se a presenca de tensdes normais o,, nas faces verticais. No
exemplo a ser apresentado fica claro que essas tensdes ndo geram for¢a normal, mas

momento fletor, resolvendo de forma natural uma viga bi-engastada.
A aparente limitacao das solugdes (9.8) e (9.27) se deve ao fato destas comporem em

(9.2) a solucdo geral da equacgdo diferencial, sendo necessdria a soma de um polindmio para

130



contemplar solucdes particulares vistas anteriormente no método inverso. Como ja
comentado, as séries de Fourier (cossenos e senos) sdo capazes de reproduzir as fungdes de
associadas aos carregamentos aplicados, exceto a fungdo constante ndo nula, assim, a Uinica
parcela faltante para compor a solugdo completa € o termos correspondente ao carregamento

constante.

Superposicdo dos carregamentos e soluces - série de Fourier:

Utilizando-se séries de Fourier, os carregamentos compostos pelas tensdes o,,
compressivas das figuras 9.2 € 9.3, veja figura 9.4, podem ser escritos como:

I il T GZZ(XI’_C):_pZ(Xl)

LI | oneoe = o)

Figura 9.4 - Carregamento qualquer

mzX, mzX,

—P5(X) =0y (X,—C)= A + D A sen +Y A, cos (9.32)
m=1 m=l1
PL(X) = 03y (X,€) = By + > B sen L+ 5" B, cos ot (9.33)
m=1 m=1

onde A, A, B, e B’ jasdo carregamentos vélidos na solu¢do dos problemas simétricos e
antissimétricos. As constantes A, e B, completam a solugdo no que diz respeito a

carregamento vertical com resultante ndo nula nas faces superior e inferior (termo constante).
Entretanto, a resultante vertical da totalidade das cargas aplicadas nas faces superior e
inferior (juntas) deve ser nula, tendo em vista a inexisténcia de tensdes cisalhantes nas faces
verticais capazes de equilibrar esse desbalanceamento, ou seja, apenas desbalanceamento de
momento ¢ coberto pelas tensdes cisalhantes nas faces verticais, veja comentdrio apos
equagdo (9.22).
O calculo das constantes A,, A,, A, B,, B, € B",, a partir do carregamento que se

pretende aplicar, ¢:

1 v 1 ¢

A zﬁ 74_p2(X1)dX1 :ﬂjlggzz(xla_c) dx, (9.34)
1 e s mz X | ms X

A, =zL—pz(Xl)sen ; Ldx, =zf7[azz(xl,—c)sen ; Ldx, (9.35)
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mzX,

, 1 ¢ s 1 ¢ ms X
Am: ZJ.,('_pZ(Xl) cos Xm :Zjl(fo-zz(xla_c) cos / 1 Xm

| YA |
B, =2_€J‘—€ P, (%) dx, =2—£J._[(722(X],C)dxl

_ L mzx, 1 mzx,
B., —zL P, (X)) sen ’ dx, —zj‘,ﬂzz(ch) sen ; dx,
mrXx,

i e 1 ¢¢ mzz X
B mzzLj P, (X,) cos dx, :ZLJO-”(X“C) cos J Ldx,

do comentado acima, ¢ 6bvio que A, =B, .

O célculo das tensdes fica finalmente dado por:

o0 o0
Oy (X1 > Xz) = Z O-1n11 (antisim +Z O-1n11 s
m=1 m=1
022()(1’ Xz) - Ao + Z szz(annsum) +202m2(5'm)
m=1 m=1

o0 o0
_ m (antisim) m (sim)
UIZ(Xl’ Xz) - Zo_lz +Z Oy
m=1 m=1

(9.36)

(9.37)

(9.38)

(9.39)

(9.40)

(9.41)

(9.42)

Na pratica, calcula-se um nimero suficiente de termos até que a solugdo nao mude

significativamente, sendo possivel saber qual o erro de truncamento assumido para a solucao

adotada. Na sequéncia, apresenta-se um exemplo para esclarecer o procedimento operacional.

Exemplo 9.1 - Viga bi-engastada - série de Fourier

Neste exemplo sera mostrado que a viga bi-engastada da figura 9.5 ¢ naturalmente

resolvida pela solucdo por série de Fourier representada pelas equacdes (9.40), (9.41) e

(9.42), calculando-se as constantes necessarias a partir de (9.34) até (9.39).

a_ | {-a La
I I I

ql/a RS ql/a
| a | Z_
1 1

Figura 9.5 - Viga bi-engastada

Primeiramente observa-se que o carregamento ¢ simétrico, assim, (9.32) e (9.33) se

simplificam para:
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0 (X,—C) = Aj+ Y A, cos mz% @
m=1
0, (%,C)=By + Z B’,,cos M7z, b)
m=1
1 ¢¢
A():ﬂ 7”qu1:q (C)
A = L dx = q / ¢ ;
m_ZI_quOS(mﬂ'XI /6) X1 —zm—ﬂ_sen(mﬂ'xl /€)|_/ =0 ( )
I T [A S G ¢ ~
B, = ﬂj‘,;j;dxl = ;D[ dx, +J‘(H) dxl} = ©)

., _leeql _qf v ! -
B= chos(mﬂxl /£)dx, = g[ [, cosmax /0ydx + [ cos(max, /1) dxl] =

_ ﬂi[sen(mnx1 /0 —sen(mx, / €)|f€_a)} _ 2% on ( mz(f = a)j )
amr marx 14
ou
B, = 29¢ sen(mﬁ(z_a)j (2)
mar l

Para realizar o calculo numérico apresentado nas equagdes (9.40), (9.41) e (9.42)

adotaram-se os seguintes valores: ¢=1.0kN/cm?, /=100cm, c=10cm e a=Icm.

Calcularam-se, para 27 termos, as tensdes normais no centro do vdo e no engaste, i.e.,

0,,(0;10)=25,2kN /cm*, &,,(100 ; 10) =—47,14kN /cm* . O erro (valor do 27° termo) ¢ da

ordem de 3x10°kN /cm®. Os valores esperados para a teoria técnica de flexdo (cinematica de

Euler-Bernouli) é &,,(0;10)=25kN /cm® e o,,(100;10)=-50kN /cm* o que comprova

que o problema resolvido foi o proposto na figura 9.5.

Para se resolver, por exemplo, a flexdo simples da mesma viga, basta superpor ao

problema deste exemplo aquele resolvido no item 8.6.2, ou seja, a flexao pura.
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10 - Coordenadas polares aplicadas aos problemas bidimensionais:

Viérios problemas de grande interesse pratico sao resolvidos mais facilmente quando
se escrevem as equacdes da elasticidade em coordenadas polares. Diversos caminhos podem
ser seguidos para se obter tais equacdes. Aqui serd seguido um procedimento misto, usando-se
algumas vezes simples transformacdes de coordenadas e em outras vezes a andlise direta do
problema fisico em coordenadas polares. A técnica de solu¢do mais explorada serd o uso de
funcdes de tensdo de Airy. A forma de apresentagdo procura ser mais simples que aquela
seguida pelos livros classicos, sendo importante para o estudante que, apés o entendimento

dos problemas aqui apresentados, busque maior aprofundamento no assunto.

10.1 - Definicao de algumas relacées matematicas:

Nesta secdo, sem maiores detalhes do problema fisico, algumas relagdes entre
coordenadas polares e cartesianas sdo apresentadas e usadas no sentido de preparar de forma
concisa algumas equagdes que serdo aplicadas.

Seja um ponto P qualquer no espago bidimensional, sua localizagdo no espaco pode

ser feita em fungdo das coordenadas cartesianas P =(X;,X,) ou das coordenadas polares
P =(r,0) sendo r adistancia de P até a origem e & o angulo formado pelo vetor I e o eixo

horizontal X, .

!

b X,

Figura 10.1 - Descri¢dao de um ponto genérico

E muito simples se perceber que esses dois tipos de coordenadas de um ponto qualquer
P se relacionam como:

X, =rcosé (10.1)
X, =rsend (10.2)
VariacOes de X, e X, sdo escritas em relagdo as variagdes de r e &, pela regra da

cadeia como:
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dx, = Xodr+ Xige (10.3)

boor o0
dx, =2 dr+ o g0 (10.4)
or 00

Esta expressdo também pode ser entendida como a relag@o entre os infinitésimos dos

espagos via gradiente da transformagado descrita nas equagoes (10.1) e (10.2), ou seja:

oX,  OX
d EY) dx 6 —rsend | (dr
Y (_{or o0 dr ou 1 _|©oS (10.5)
dx, X, OX, ||dE dx, send rcosé ||dO
or 06

A relagdo inversa também pode ser escrita, ou seja,

dr =y, + -, (10.6)
0X, 0X,

d6>:%dxl+%dx2 (10.7)
OX, oX,

Matricialmente tem-se

or or
{dr}: x o {dxl} (10.8)
do] |06 o6 ||dx,

o o,

Uma forma bastante simples de se obter os elementos da matriz de (10.8) e, portanto,

as derivadas parciais da fun¢do inversa, ¢ proceder a inversao da matriz da transformacdo em

(10.5), como:
aoo cosd send

1= % | oo cost (10.9)
8—)(1 6_x2 r r

Desta forma, para se aproveitar resultados anteriores, pode-se escrever as derivadas

parciais em relagdo a X, e X, de campos de interesse escritos em coordenadas polares usando-
se a regra da cadeia, como:
fi=1fr+f,0 (10.10)

de forma aberta,

or 00
f(r,0)="F (r,0)—+f (r,0)— 10.11
A(r0)=1.( )8x of )8x ( )

1 1
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or 00
f.(r,0)="F (r,0)—+f (r,0)— 10.12
2(r0)=1.( )ax +1,( )ax ( )

2 2

ou, matricialmente:

o 9
L0 |ox, ox |[f,0.0)] _ [f.(r.6)
vh= {f (r, 9)} o o0 {fﬂ(r,e)}_T '{fﬂ(r,e)} (10.13)
OX, OX,

ou, substituindo os valores:
0 —send
Lo [ T |[fro
’ = ’ (10.14)
f,(r.0) q cos@ || f,(r,0)

end
r

Para se realizar uma segunda derivada, usada para encontrar o operador bi-harménico
da equagdo de compatibilidade em func¢do de tensdo de Airy, escreve-se

sené@

g(r.0)=T,(r,0) =cos 0 T, (r,0) === 1,(r.0) (10.15)
h(r,6) = f,(r,0)=send f (r,0)+ cosd f,(r,0) (10.16)
Assim,
cos @ in@
{f,u(r,e)}: {gJ(r,m}: : {g,xr,e)} (10.17
fa(hO))  (9.000)] | ) cosf |[g,(r.0)
r
g,(r.0)=cosé f,(r, 9)+Se”9f (r 9)—ﬁf6r(r 0) (10.18)
cos @ senéd
g,(r,0)=-send f (r,0)+cosf ,(r,0)- fo(r 0)——f96(r 0)(10.19)

Substituindo-se (10.18) e (10.19) em (10.17) e operando, resulta:

2 2
f, — cos? 02 f +sen’d li+ia f —2sencos 02 (1 oA j (10.20)
’ or’ ror r’oe’ or\r o6

2 2
f,=-senfcosd li+ia—f2—q +(00529—sen29)£(1ﬂj (10.21)
ror r-o06° or or\r ol

fazendo-se omesmo para a fun¢do h tem-se:

2
f22=Sen26’iz+Coszc9 li—l—%a f2
’ or ror r°oé

+2senéd cos @ — 0 (1 o j (10.22)
or\roé
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Somando-se (10.20) e (10.22) algumas simplificagdes ocorrem e resulta o operador

Laplaciano,
o’f 1of 1 o*f
Vif=f +f =—+-"4— 10.23
1 22 arz r ar r2 892 ( )
ou
v ()=( ) =] St 2 L2y (10.24)
11 2 lorr ror r*of? '

A determinagdo do operador bi-harmoénico se faz aplicando (10.24) sobre ela mesma,

ou seja:

2 (2 o ol & ?
v (V ( )):( ),1111+2( ),1122 +( ),2222 :{¥+%§+r_lzﬁJ&¥+%§+r_l2§7]( )] (10.25)

10.2 - Grandezas de interesse e outras equacoes:

No item anterior, algumas equag¢des foram deduzidas sem relagdo direta com o
problema da elasticidade linear, a equag¢do (10.25) pode ser usada diretamente para se
escrever a equagdo de compatibilidade em coordenadas polares, poupando-se diversas
passagens matematicas trabalhosas. Neste item, outras equacdes da elasticidade serdo

apresentadas, fazendo-se conexdao com as grandezas de interesse.

10.2.1 - Tenséo e deformacao
O infinitésimo que representa o ponto P em coordenadas polares fica orientado, em

uma forma geral, conforme indica a figura 10.2.

X,.0 / :

Figura 10.2 - Orientacao geral das tensdes em um ponto
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Como se observa, para cada ponto a orientagdo do infinitésimo sempre possui um

plano com dire¢ao normal radial i e um plano com direcdo normal ¢ seguindo a direcao
circunferencial (acompanhando #). A convengdo de sinal é a mesma, basta se pensar que a

dire¢do r pode ser entendida como uma dire¢do X, e a direcdo € como uma dire¢do X, .
Assim, conhecido um tensor de tensdes na coordenada cartesiana (prz) se escreve
um tensor de tensdes em coordenada polar por simples rotagdo & =R'-o-R, como:
|:O-I’ Ur9j|=|:nl n2:||:o-11 0-12:||:nl (1:| (1026)
O Oy b by lo, on ]l 4

ou, inversamente,

{0-11 0-12}:_”1 £1j||:o-r Gr9:|{n1 nz} (10.27)

Op Onl [N G0y o, |6 L

com,

[non, ] [ cos® send

R = = (10.28)
l, L, —send cosd

Como sabido, a tensdio o, ¢ invariante nesta transformagdo, pois o versor

m={0, 0,1}t fica inalterado, portanto:
0, +0, =0, +0, =Cte (10.29)

As mesmas relacoes valem para deformagdes:

e, grg}:_n1 n, |[ &, %Mnl l, (10.30)

_grﬁ 80 _fl £2_ _812 822 n2 62_
—gll gl2:|:_nl El__gr gr€:||:nl n2_ (10 31)
_812 822 _n2 62_ _gI’E‘ 86’ gl €2_
&, +&,=6 +¢,=Cte (10.31)

10.2.2 - Relacdo Deformacéo - Deslocamento
Aproveitando-se a definicdo de gradiente de funcdo vetorial, equacao (2.22), onde o
gradiente de cada componente compoe cada linha do gradiente da funcao vetorial, transpde se

a equacao (10.14) como:

cosd send
{£,(r,0) T,(r.0)} ={f.(r.0) ,(r.0)}| —send cosd (10.32)
r r
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assim, para o vetor deslocamento se escreve:

cosd send
u u u u
{ M 1’2}2{ o 1’9} —send cosé (10.33)

u2,1 u2,2 u2,r 2,0 r r

Observando ainda, de (1.40), que G =R-U, ou seja,

u| |n £ |jU | |cos@ —send||U | |cosd —send||u, (10.34)
u,[ |n, ¢, ||0] |send cosd ||| |send cosé ||u, '

e dividindo-se o primeiro tensor do lado direito da expressao (10.33) em duas colunas tem-se:

U, U,| [([cos® —send][u,|) if[cosé -send]|u, cos¢  send (1035)
Uy, U,| |{[send cosé |lu, i([send  cosd ||u,] ), —send  cosd .

r r

O gradiente de U escrito na equagdo (10.35) ¢ um tensor e, portanto, pode ser rotacionado

para as coordenadas locais (Z,Yz) como feito para tensdes em (10.26), ou seja,

VU =R'-V{-R, assim,

¢ U Ui . u, : u, cosd send
R ‘R=R .| R- 1R- _send cosd | 'R (10.36)
Uz,l Uz,z U, Y : u, p

r r
ou seja:
) cosd send
- u | i, u, u,
VU = (I{ H IR -Rﬁ-{ }+I-{ } —send cosé |'R (10.37)
Uy ) ) u, Uy |
’ r r
ou
— u, 0 —1| [u, u, o
ViU = : + 1 (10.38)
Uy J o1 0] U, U ), )10 =
’ r
que resulta:
1 0 u (ur,e _UH)
= U, (ur,e _ue) o r
ViU = 1= (10.39)
Up, (Upy+U )10 — (Uyp +U,)
r uH,r r
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Como ¢ = (Vﬁ+ (VO)' ) /2, aproveita-se a defini¢ao (10.30) para se escrver:

1{1 ug}
urr ~ _ur6+u€r__
= =t & &y ’ 2lr - ' r
(Vu+(Vu))/2: =
fo Eo) (1|1 0 Y L
2 r r,0 o,r r r 6,0 r
Escrevendo-se cada termo resulta:
ou
e =2 10.41
= (10.41)
u 1oau,
“ r roo ( )
0 _Llo o, Y, (10.43)
2lr o068 or r

10.2.3 - Relagao tensdo-deformacgao

Conforme a defini¢ao de tensdo e deformacdo estabelecida no item 10.2.1, as tensdes e
deformagdes em coordenadas polares sdo simplesmente rotagdes das tensdes em coordenadas
cartesianas. Como esse texto ¢ dedicado apenas a materiais isotropicos, ou seja, com lei

constitutiva independente da orientagdo do material, a Lei de Hooke anteriormente

apresentada ¢ valida em qualquer ponto do continuo.

Estado Plano de tensdes (EPT):

Uma discussdo mais completa sobre o EPT pode ser vista no item 6.5, aqui repetem-se

as expressdes do modelo constitutivo de forma aberta. O EPT ¢ definido como o estado onde

o0y, =0,, =0, =0 e, portanto,

o, =2Ge, + (g, +&,) (10.44)
c,=2Ge, + (g, +¢,) (10.45)
c,, =2Ge,, (10.46)

sendo,

(10.40)



vE G E
(1+v)(1-v) S 2(1+v)

7= (10.47)

sendo E e v o mddulo de elasticidade e coeficiente de Poisson, respectivamente.

Inversamente se escreve:

1 v
& =—o0 ——(o. +0o 10.48
r 2G r E( r 6) ( )
1
&y %‘79_ (o, +0,) (10.49)
€ —La (10.50)
ré 2G ré :
&, =——(o0,+0y,) (10.51)

Pode-se utilizar notacdo indicial ou de Voigt, conforme descrito no item 6.5.

Estado Plano de deformac6es (EPD):

Uma discussao mais completa sobre o EPD pode ser vista no item 6.6, aqui se repetem

as expressdes do modelo constitutivo de forma aberta. O EPD ¢ definido como o estado de

tensdo onde ¢, = ¢,; = &,, =0 e, portanto,

o, =2G¢, + A(e, +¢&,) (10.52)
o,=2G¢g,+ (s, +¢,) (10.53)
o,, =2G¢,, (10.54)
sendo,

) (1+V)V(f-zv) > =% © 0T 2(1E+v) (109

com E e v os ja conhecidos modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson.

Inversamente se escreve:

& =

T o, —v(o, +(76)] (10.56)
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& :%[ag —v(o, +0,)] (10.57)

£ —La (10.58)
rg 2G re :

oy =0,=A¢ +¢,) ou Oy = G; =v(o, +0,) (10.59)

Pode-se utilizar notagdo indicial ou de Voigt, conforme descrito no item 6.6.

10.2.4 - Divergente da forca de dominio - Equacdo de compatibilidade em tensdes

Conforme comentado apos a equacao (10.25) a equacdo bi-harmonica em coordenadas
polares pode ser usada juntamente com as fucdes de tensdo de Airy para a solu¢do do
problema da elasticidade. Para a consideracao das for¢as de dominio sera necessario o calculo
do divergente das mesmas em coordenadas polares. Seguindo procedimento semelhante ao
descrito no item 10.2.2, escrevem-se as derivadas parciais das for¢as de volume a partir das

equagdes (10.11) e (10,12) como:

or 00
bl,](rag):bl,r(rae)aT"'bl,e(rae)a_x (10.60)

1 1

or 00
bz,z(rae):bz,r(rae)aT"'bz,e(rag)aT (10.61)

2 2

Sabendo-se de (1.40), que b=R-b , semelhantemente a (10.34) tem-se,

b, n 4 |[b cosd —send ||b,
= = (10.62)
b, n, 4,||b, send cosé ||b,

Que, substituido em (10.60) e (10.61), resulta:

b,,(r,8)=(b, cos&—b,send) (;3_r+ (b, cos & —b,send) , 2—9 (10.63)
’ , Xl ﬂ 1
or 00
b,,(r,0)=(b,senf +b, cosd) , —+(b,senf +b, cos ) , — (10.64)
’ " 0X, " OX,
Desenvolvendo-se as derivadas e somando, resulta:
ob, 10db ~
b . +b , =—L+——2=V-b 10.65
1,1 2,2 ar r 66 ( )
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As equacdes de compatibilidade em tensdes podem ser resgatadas diretamente de

(8.12) e (8.28). Usando-se (10.29), (10.65) e (10.24) tem-se:

Vi(o, +0,)=— L vp-—_! (abf +16—b€) EPD (10.66a)
(1-v) (1-v)\ or r o0
- ob. 10b
Vi(o, +0,)=—(1+v)V-b=—(1+ Ly——0 EPT
(0, +0,)=-(1+Vv) ( V)(ar raej

(10.66b)

10.2.5 - Equacdes de Equilibrio

As equacdes de equilibrio em coordenadas polares podem ser encontradas a partir das
equacdes de equilibrio em coordenadas cartesianas apenas aplicando passagens puramente
matematicas semelhantes as discutidas os itens anteriores. Porém o estudo do equilibrio de um
infinitésimo do dominio traz maiores informacoes para o leitor, ajudando na interpretagcdo das

grandezas envolvidas.

Para o infinitésimo descrito na figura 10.3, deve-se observar que as areas (espessura

unitaria) das faces interna ¢ externa do infinitésimo sdo, respectivamente (r—dr/2)dé e
(r+dr/2)d@. O infinitésimo de volume continua valendo dV =rdrdé, pois os infinitésimos

de ordem superior podem ser desprezados.
AX,

o,+0,,d0/2
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Figura 10.3 - Infinitésimo ¢ componentes de tensdo com respectivas variagdes

Outro detalhe da figura 10.3 ¢ o fato das tensdes o, +0,,,d0/2 ¢ o,,-0,,,d0/2

nao serem paralelas ao raio central, surgindo as componentes de tensao radial:

(09 + 0,40 /2)cos(dO/2) e (09— 09,40 /2)cos(dO/2) (10.68)
e circunferencial

(0 +0,,,d0/2)sen(dd/2) e (09— 0,9,d0/2)sen(dO /2) (10.69)

Além disso as componentes de tensdo o, +0,,d0/2 ¢ 0,-0,,d0/2 também ndo

sdo paralelas a direcdo circunferencial em r central, assim surgem as componentes de tensao

radial

(6,+0,,d0/2)sen(dd/2) e (6,-0,,d0/2)sen(dd/2) (10.70)
e circunferencial:

(0,+0,,d0/2)cos(d6/2) e (6,—0,,d0/2)cos(d6/2) (10.71)
como d@ — 0 conclui-se que cos(d@/2)=1 e sen(d@d/2)=da/2.

Lembrando-se que as equagdes de equilibrio devem ser analisadas em forga
multiplicam-se as tensdes por suas respectivas areas, assim o desenvolvimento do equilibrio

na direcdo circunferencial fica:

(o,+0,,d0/2)cos(dd/2)dr — (o, -0, ,d0/2)cos(dd/2)dr +b,rdodr +
+(0,y + 0, dr /2)(r+dr/2)d0 - (o, -0, dr/2)(r—dr/2)do +
(0,9 +0,,d0/2)sen(dd/2)dr +(o,, - 0o,,,d0/2)sen(dd/2)dr =0 (10.72)

que desenvolvendo resulta:

Oy t20,,+10,, +10b,=0 (10.73)

Dividindo-se a equacdo (10.73) por r encontra-se:

100, N oo,,
r oo or

+2210 1 b, = pii, (10.74)
r

Analogamente, na dire¢do radial tem-se:
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do, 100, Lo =0,
or r 06 r

+b, = pii, (10.75)

Que sdo as equagdes de equilibrio dindmico (ou de movimento) em coordenadas polares, onde

as forcas inerciais foram devidamente acrescentadas.
10.2.6 - O problema da elasticidade em coordenadas polares

Este item foi inserido para se organizar as equagdes da elasticidade em coordenadas
polares mostrando que o problema da elasticidade ja esta colocado. As equagdes (10.74) e
(10.75) sao as duas equacgdes de equilibrio. As equagdes (10.44), (10.45) e (10.46) ou (10.52),
(10.53) e (10.54) relacionam tensdes e deformacdes. Finalmente, as equagdes (10.41), (10.42)
e (10.43) relacionam os deslocamentos e as deformacdes. Tem-se um total de 8 equagdes para

8 incognitas, a saber: trés tensdes (o,,0,,0,,), trés deformacgdes (s,,s,,¢€,) € dois
deslocamentos (ur,ug) . As condigdes de contorno do problema sdo semelhantes as descritas
para coordenadas cartesianas e ficam claras nas analises dos problemas propostos.

Assim, o problema estd bem definido e pode ser resolvido pelas técnicas em tensdes

ou em deslocamentos, como serd mostrado na sequéncia.

10.2.7 - Fungdes de tensédo de Airy em coordenadas polares

Aproveitando-se todos os desenvolvimentos realizados para a funcdo de tensdo em

coordenadas cartesianas e observando-se a figura 10.2, pode-se chegar a figura 10.4 onde se

indica que:
2
o, =0, :a—(f+V (10.76)
28
_ 09
O,y =0,, 28_712+V (1077)
2
O,y =0, =— ¢ (10.78)
X, 0%,
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X 0
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Ll

r

Figura 10.4 - Tens3o a partir da fungdo de tensao de Airy

Pela figura 10.4 observa-se que as coordenadas locais (X,X,) acompanham as
coordenadas polares (r,d). Tomando-se como origem da coordenada polar a propria
coordenada local (X,X,) o 4ngulo @ serd sempre nulo e as derivadas em relagdo a (X,X,)

podem ser calculadas como em relacdo a (r,d) pela regra da cadeia dada pelas equagdes
(10.20), (10.21) e (10.22) adotando-se & =0, ou seja:
0’¢

O, :W-FV ,

ré 8r

2
ar:l%+iza¢z+v, o, = Q(l%
ror r°o6 r oo

j (10.79)

Além disso, usando-se as equagdes (10.15) e (10.16) com 8 =0 tem-se:

oV 16V
- e b =——"— 10.80
" roo ( )

b =——
Cooor
Finalmente, aproveitando a notacdo dyadica, escreve-se a equagdo de compatibilidade
escrita com a fungdo de tensdo de Airy em sua forma geral, equacdes (8.39b) e (8.40b),

aproveitando-se as passagens de (10.66a) e (10.66b) como:

vig=& Doy Dy vl (a—bwla—b@] EPD (10.81)
(1-v) (1-v) (I-v)\or r o6
Vig=(-1)VV =—(v-1)V-b = —(v—l)[a—br+l%j EPT (10.82)
or r oo

Lembrando-se de como se calculam V*( ) e V*( ), equacdes (10.24) e (10.25),

V2¢:62_¢+l%+i 62¢

10.83
or* ror r?oe* ( )
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(v & 10 18 ‘ﬁl@lw
V=V (v¢)_(6r2+r6r+ 2 sz(arz ror r 892] (10.84)

10.3 - Problemas axissimétricos - técnica das tensoes

Quando o problema a ser analisado ¢ axissimétrico, ou seja, simétrico em relagdo ao

eixo X;, nenhuma varidvel depende de 4. Dito isso, equagdes (10.79) resultam:

2
d ¢+V,
dr’ '

o, = =

—12—¢+v, o, =0 (10.85)
:

Com relacdo a equacdo de compatibilidade escrita em fungdo de tensdes, esta se

simplifica para:

(d_erlij[dgﬁ 1d¢j dig 2d’p 1d°% ld¢=2v—1[ v ld¢j (10.86)

dr’ rdrjldr? rdr dr? ?dT_Fdrz r*dr 1-v {dr® rdr

onde as derivadas parciais passam a ser derivadas ordindrias pois o problema depende apenas

der.

Na auséncia de forcas de volume, tem-se:

df 2d°%_1d% 1%:0 (10.87)
dr rdr® r?dr? rdr

Esta ¢ uma equacao diferencial ordinaria e possui solugdo geral conhecida, como:
p=Ar’Inr+Br’+Clnr+D (10.88)

onde A, B, C e D sdo constantes a se determinar pelas condi¢des de contorno em forgas de
superficie. Comenta-se que, no caso de problemas axissimétricos, a for¢a de superficie na

superficie externa (circular) coincide com a tensdo o, ja na superficie interna (circular) a
for¢a de superficie ¢ dada por —o,. Como em problemas axissimétricos tem-se o,, =0, a

forca de superficie tangencial (superficie circular) ¢ sempre nula.

Aplicando-se as equagoes (10.85) sobre (10.88) tem-se:

o, :2A1nr+£2+ A+2B (10.89)
r

09:2A1nr—%+3A+2B (10.90)
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c.,=0 (10.91)

10.3.1. Cilindro macico

Tendo em vista que se esta solucionando um problema axissimétrico apenas dois tipos
de problemas maci¢os podem ser resolvidos observando-se a figura 10.4, ou seja, um cilindro

ou disco livre nas faces X, submetido a uma tensdo radial constante na superficie cilindrica e
uma tensdo qualquer (também constante) na superficie X,, ou um cilindro impedido de se
deslocar na direcdo X, (EPD) submetido a uma tensdo radial constante na superficie
cilindrica. O primeiro caso pode ser resolvido como a superposi¢cdo do caso com o, =0

(EPT) com o estado uniaxial de tensdo em uma barra cilindrica sujeita a uma for¢a normal

advinda de uma distribui¢do de tensdo constante, o,, = Cte.

pr (b) = Gr (b) = O-b

Figura 10.5 - Cilindro macigo - em solicitagdo axissimétrica

Sendo a solugdo geral em tensdes dada pelas expressdes (10.89), (10.90) e (10.91)

deve-se observar que o problema a ser resolvido possui tensao limitada e, portanto:

limo, # oo o A=0 C=0 (10.92)

r—0

I
S

limo, # o0 = A

r—0

C=0 (10.93)
Assim, para o problema macigo tem-se:
o, =2B o,=2B e c,=0 (10.94)

r I

Caso obvio de cilindro submetido a tensdo uniforme. No caso de EPD tem-se ainda que

oy, =v(o,+0,).
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10.3.2. Tubo (ou anel) de parede espessa

Como o,, =0 para qualquer problema axissimétrico, o caso que se pretende resolver

¢ o descrito pela figura 10.6. Para simplificar, consideram-se diretamente as condigdes de

contorno como sendo as tensdes normais as superficies interna o,(a)=o0, € externa

o (b) =0y

Figura 10.6 - Tubo (ou anel) de parede espessa.

A solugdo geral do problema em tensdes estd representada nas equagdes (10.89),
(10.90) e (10.91). Neste caso nao ha singularidade a ser verificada e, portanto, existem 3
constantes a se determinar e apenas duas condi¢des de contorno. Isto confirma a afirmagdo
feita no item 7.6 sobre unicidade de solugdes de corpos multiconexos. Para resolver este
problema ¢ necessario se escrever o deslocamento radial do corpo (que é o mesmo segundo
qualquer raio) vindo das relagdes deslocamento/deformagdes e tensdes/deformagdes, como

segue:
Das equagdes (10.41), (10.42) e (10.43), para problemas axissimétricos, tem-se:

ou u

o=t ew=l e £,=0 (10.95)

Ja a Lei de Hooke, equacdes (10.44) e (10.45) ou (10.52) e (10.53) podem ser escritas

de forma unificada, ja usando-se (10.95) como:

du
=K (0, -K,o,) (10.96)
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—L =K, (o,-K,0,) (10.97)
r
com
1-v? 1%
K, = e K,=——  parao EPD (10.98)
E 1-v
K, =é e K,=v para o EPT (10.99)

Substituindo-se (10.89) e (10.90) em (10.96) e (10.97) e integrando-se (10.96) resultam duas

expressoes para U, , ou seja:

U, =K [2ArInr—Ar+2Br—C/r—K,(2ArInr+Ar+2Br+C/r)+F | (10.100)

u, =K, [2ArInr+3Ar+2Br—C/r—K,(2Arinr+Ar+2Br+C/r)| (10.101)

Imaginando-se que a linha radial analisada dividisse o corpo em duas partes, veja a
figura 7.2, caso (10.100) fosse diferente de (10.101) ndo se estaria analisando o anel proposto.
Assim, igualando-se (10.100) e (10.101) cria-se a condi¢do de unicidade da solucdo para o

anel estudado que resulta:
4Ar-F =0 (10.102)
que deve valer qualquer que seja r, conduzindoa A=F =0.

Voltando-se as equagdes (10.89) e (10.90) determinam-se as constantes B ¢ C como:

O'a:%+2B (10.103)
a
C
ab:b—2+28 (10.104)
donde:
a’b’(o,-oy) o,b’-c,a’
Organiza-se o calculo do deslocamento radial como:
C
ur:Kl{ZB(l—Kz)r—?(l+ Kz)} (10.105)
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E interessante se comentar que esta solugdo ¢ facilmente estendida para a analise de

um orificio em um meio infinito fazendo-se nas expressdes (10.104) b —>x e o, =0,

resultando:
lI)imC =a20'a e ll)imZB:O (10.106)

Com esses resultados varios problemas como anéis reforcados, tuneis reforgados ou

nao, tubos protendidos etc., podem ser resolvidos.

10.3.4. Flex&o pura de barra curva

Em analises na teoria técnica de flexdo da resisténcia dos materiais, € usual se
considerar a flexdo de barras circulares com a mesma hipotese da flexdo de barras retas. Esta
hipdtese ¢ aceitavel se a secdo transversal da barra for muito menor que o comprimento da
mesma. No caso de barras mais robustas a técnica das tensoes da teoria da elasticidade deve

ser empregada. O problema a ser resolvido estd apresentado na figura 10.7.

Figura 10.7 - Flexao pura de barra curva

Para se identificar que ¢ um problema axissimétrico basta observar que este nao
depende da orientacdo angular escolhida para analisa-lo. Assim, equacdo de compatibilidade
em tensdes ¢ a equagdo (10.87) com solugdo (10.88). Consequentemente a distribui¢do de

tensdes deve ter a forma de (10.89), (10.90) e (10.91), ou seja:

o-r:2A1nr+£2+A+ZB (a)
r
S b
0-9:2A1nr—r—2+3A+2B (b)
o, =0 (c)
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onde, ao invés de se utilizar nimero de equacdes, se utiliza letras para simplificar a

organizac¢do dos casos estudados.

As condigdes de contorno (escritas diretamente em tensdes) nas faces interna e externa

Sao:
o@=0,0)=0  o,@=0,0)=0 (d)

Ja, pelo fato de o,,(r,0) =0, equagdo (c), inerente ao problema axissimétrico, essa

condicdo ja fica satisfeita nas faces radiais. Lembra-se que a extensdo angular do problema ¢

qualquer, apenas se considera o anel aberto.

Assim, nas faces radiais o, # 0 e a equagdo de equilibrio em momento deve ser satisfeita, ou

seja:
[[o,(r.o)rdr-m =0 ©)

Onde, por conveniéncia, o centro da circunferéncia foi escolhido como referéncia.

Substituindo-se (a) nas primeiras equagdes de (d), tem-se:

2Alna+%+A+ZB=O )}

2Alnb+§—2+ A+2B=0 (2)
Para realizar a integragdo (e) ¢ interessante lembrar a equacao (10.85) com V =0

Oy = d_2¢ (h)

[ o34 (1%
adr dr a dr

ainda de (10.85) a tensdo radial fica dada por o, =r"'9¢/or . Pela condigdo de contorno (d)

o, (a)=0 e 0,(0)=0_Conclui-se qu o primeiro termo de (i) ¢ nulo, e o segundo termo esté

resolvido. Assim, voltando-se a equagao (e), tem-se:

g +M =0 ()
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ou, usando-se a equacao (10.88) tem-se:
A(*Inb-a’lna)+B(b*-a’*)+C(nb/a)=-M )

Resolvendo-se o sistema (f), (g) e (k) para as constantes A, B e C, resulta:

co—M oy h{gj A:—m(bz—az) e
N a N
B=M[b2—a2+2(b2 lnb—azlna)] (1)
N

com
b 2

N = (b’ -a%*)’ —-4a’b’ (m—j (m)
a

Substituindo-se as constantes nas expressoes das tensoes (a) e (b)

22
Gr=—ﬂ a? ln9+b21n£+a21ni (n)
N {r a b r
212
ag:—ﬂ —a? ln9+b21n£+azlng+b2—a2 (0)
N r a b r

com o, =0.

Uma solugdo obtida da resisténcia dos materiais 'avancada' (Shiel 1884) baseada em

secdo plana permanece plana, pode ser escrita para se¢do transversal retangular como:

_M(ro_r)_M 1 (ro_r)

T A (o)t (b-ae 1) ®
onde € ¢ a espessura e
(b-a)
r.=(a-b)/2 r=——>-
.= ( ) € 0 In(b/ a) (@

sendo I, ¢ a posicdo da linha neutra. A comparacdo entre as equacdes (q) e (0) deve ser feita
numericamente, mas o erro € pequeno, por exemplo, para uma relagdo b/a=1,3 a diferenca
relativa maxima entre (0) e (p) € de aproximadamente 0,1% . Além disso, as méximas tensdes

normais ¢, ocorrem sempre nos raios internos e externos da barra.
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10.4 - Problemas diversos - técnica das tensoes, método semi-inverso

Conforme comentado anteriormente, no método semi-inverso uma parcela da solucao
¢ arbitrada enquanto a outra parcela ¢ encontrada por solucdo direta de equagdes diferenciais.
Uma forma muito utilizada para se criar propostas de solugdo ¢ a separac¢do de variaveis que,
em geral, ¢ feita propondo-se um produto de fun¢des dependentes de apenas uma varidvel. No

caso das coordenadas polares, a separagdo de varidveis fica:
o(r,0)=h(r).f(0) (10.107)

Em geral arbitra-se h(r) e determina-se f(6), como em alguns casos analisados a

seguir.

10.4.1 - Carregamento concentrado longitudinal em uma cunha simétrica:

Seja a cunha ilustrada na figura 10.8a, submetida ao carregamento de uma forga

concentrada P, na diregdo X,.

AX

-~
el
o dF =0, (RdO)
— T 7
%y dF send
—v
o Rdo dF cos @
R - X
> — x
— »
\’
~
~
N
(a) Cunha e carregamento (b) Infinitésimo de forca na superficie
Figura 10.8 - Cunha simétrica
Ao se adotar a funcdo de tensdo
d=rf(0) (10.108)

observa-se que

o,=—>=0 (a)
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- :_i(l%j:_i[a“ @j:o (b)
or\r oo or\ 00
motivo pelo qual na figura 10.8b ndo ha forgas de superficie indicadas nas faces +« e ndo ha

forca tangencial (ou tensdo de cisalhamento) na superficie r =R.
Substituindo-se (10.108) na equacao de compatibilidade encontra-se:

4 2
‘;9‘; +239'; +(0)=0 (10.109)

cuja solucao ¢ conhecida:
f(0)= Asend+Bcos@+C Hsend+DEGcosd (10.110)

Calcula-se também,

2
o =10¢ 109 _1

1 d*f 2
i a T 892_rf(9)+_2r ==(Ccosf—Dsend) (10.79) (c)

do* r
Na figura 10.8b indica-se um infinitésimo de for¢a na superficie r =R decomposto

nas diregdes X, € X,. A seguir escrevem-se as equacdes globais de equilibrio nas diregdes X

e X,
[* (cos®)o, RAO+P =0 (d)
[* (sent)o, RdO=0 (e)

Substituindo-se a equagdo (c) em (d) e (e), calculada em r = R, encontram-se:

Ii(cos@)(%(C cos@—Dsen@)) RdO+P =0 ®

j (senH)[%(C cos@—D senH)} RdO =0 (2)

Desenvolvendo-se (f) e (g) encontram-se:

2C%(6’+ send cos 6?)|: —2Di(—cos26’)|aa +PB =2C(a+senacosa)+P, =0 (h)

ou seja,

v g
200+ sen2a
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(&

ZD%(H—SenHCOSH)‘aa+OC:2D(a—senacosa):0 ou D=0 G)

Finalmente, substituindo-se (j) e (i) na equacdo (c) a distribuicdo de tensdes do

problema resolvido fica:

o = 2P, cosé , =0 o

_ =0 k
" Qa+sen2a r ¢ ®

Deve-se comentar que ao se utilizar a carga concentrada a tensdo calculada em r — 0
tende ao infinito, o que € coerente revelando que solugdes de problemas em elasticidade linear
podem ter singularidades. Do ponto de vista pratico, aplica-se o Principio de Saint-Venant e

considera-se a solu¢do valida a certa distancia do ponto de aplicacdo da carga.

Substituindo-se (i) nas equagdes (10.110) e (10.108) escreve-se a funcao de tensao

COmo:

¢=—Lr95en0 (0)
2a+sen2a

Observa-se ainda que como todas as forcas infinitesimais o,(Rd&) sempre passam

pelo ponto de aplicacdo da carga (vértice da cunha), a verificacdo do equilibrio de momentos

¢, portanto, trivial. Esta j& estava contemplada pela simetria do tensor de tensdes de Cauchy.

10.4.2 - Carregamento transversal em uma cunha simétrica:

O problema a ser resolvido ¢ o apresentado na figura 10.9.

A% o
v
A -
—
> Xl
— >
-
~
~
~

Figura 10.9 - Cunha simétrica submetida a carregamento transversal concentrado
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A fungdo de tensdo (10.108) também ¢ sugerida como solucdo para o problema, assim

valem também a figura 10.8b e as equagdes (10.109) e (10.110), ou seja, podem-se encontrar:

o’¢
09=87=0 (a)
o, = _i(la_j =_£(Mj 0 (b)
or\roe or\ 06
106 1 &% 1 1 d*f 2
i AT =—f(@)+—r—==(Ccosd—-Dsend
Yo o0 r ©) r’ de’ r( €08 ) ©

Usando-se a figura (10.8b), as equagdes de equilibrio sdo escritas como:

j (cos 6) [é(c cos@—D sen@)j RdO =0 %)

j (sen@)(%(c cos@—D sen@)j RdO+P, =0 (2)

Assim, neste caso resulta:

C=0 € D= L (h)
200 —Sen2a

Finalmente, substituindo-se (h) em (c), resulta:

2P, send .
o =— o,=0 o,=0 1
" 2a-sen2a r ¢ 0 0

Os mesmos comentdrios feitos no final da solucdo anterior sdo validos para esse caso.

Substituindo-se (i) nas equagdes (10.110) e (10.108) escreve-se a fun¢do de tensdo

como:
¢—Lr00050 (0)
2 —5sena

10.4.3 - Cunha assimétrica sob carregamento concentrado no veértice:

Este problema pode ser resolvido pensando-se em se aplicar giro nos exemplos

anteriores e depois somar as solugdes de forma adequada. Serd feita, entretanto, a integragao
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assimétrica das forgas de superficie buscando o equilibrio global nas diregdes X, € X, para

duas fungdes de tensdo ¢" e ¢° com a superposi¢do dos resultados de forma conveniente.

Na figura 10.10 apresentam-se os dois casos e suas respectivas fungdes de tensdo a

serem usados na solugdo. Observa-se que as fungdes de tensdo sdo correspondentes as duas

ultima parcelas da solug¢do (10.110) com as duas primeiras sabidamente nulas das solugdes

anteriores..Deve-se observar que a unica diferenca entre eles ¢ a fungdo de tensdo aplicada

implicando no célculo das respectivas for¢as concentradas.

Ainda sobre as figuras, as duas componentes de forca ilustradas em cada problema decorrem

da assimetria estabelecida em relagdo ao eixo X, para os problemas apesar das fungdes de

tensdo adotadas.

A

) X» $®=Brécosd
¢" = Ar@send

Figura 10.10 - Fung¢des de tensdo e respectivos problemas

Aproveitando-se os resultados dos itens anteriores sabe-se que o, =0 €

os dois problemas. Entretanto,

ot = 2Acosé . o® :_ZBsenH (a)
r r
As equagdes de equilibrio de for¢a neste caso ficam:

R*+2A[" cos’ 000 =0 P +2A[" cosbsengdo =0 (b)

R°-2B]” cosfsenddo =0 P -2B” sen’9d0 =0 ©)
Integrando-se resulta:

PA= —%[Z(a + )+ (sen2a + sen23)] P} = ?(COS 2B—-cos2a) (d)

o,, =0 para
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P? = —%(cos 2B—-cos2a) P°= %[2(0{ + ) —(sen2a +sen2 )] (e

Considerando-se agora que a carga total aplicada na cunha assimétrica ¢ a soma das

cargas dos problemas A e B, ou seja:

P1:P1A+ PlB P2:P2A+PzB ()
resulta:

A B
—5[2(05 + 3)+(sen2a +sen2 )| _E(COS 2 —cos2a)=P (2)
A B
E(COS 2B —cos2a) +E[2(a + ) —(sen2a + SenZﬁ)] =P, (h)

Que ¢ um sistema de equacdes para se determinar A e B. Simplifica-se o sistema (g) e (h)

chamando-se:

0=2(a+p) s=sen2a+sen2p ¢ c=cos2f—cos2a (i)

Resolvendo-se o sistema para valores conhecidos de P, P,, & e f, encontra-se:

A 2(cP,~(s—0PR) g 2(CR+(s+0)P) i
(c+s>+0%) (¢’ +57+07)

Assim,

L 4[ P, (ccosO+(0+s)send) + P, (csend +(0—s)cos b)) ] ©

r

r(c’+s’-0?)

Esta solugdo pode ser usada para qualquer valor conhecido de @ ou f. Por exemplo,
se P=0, =0 e a=7/6 o problema da figura 10.11 esta resolvido. Mais adiante este

problema serd composto com outro para se dar uma solugdo para um consolo curto.

X, X,

P, P,

/6 /6

O,

—
~~
~
~
N
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(a) Solugao proposta (b) Problema resolvido

Figura 10.11 - Problema resolvido pela solugdo proposta

Deve-se observar na figura 10.11b que as tensdes na linha vertical que constitui o
engaste podem ser calculadas por simples rotagdo, constituindo as reacdes de apoio. Nota-se
ainda que a solug¢do tem cardter aproximado para o problema da figura 10.11b, pois as

deformacdes &,, no engaste ndo sdo nulas, como supde a figura.

10.4.4 - Momento concentrado aplicado no vértice de uma cunha:

Primeiramente resolve-se o caso da cunha simétrica esquematizado na figura 10.12.
Neste caso mostra-se que a fungdo de tensao,
sen26 —26cos2a

=M 10.111
¢ 2(sen2a —2a cos2a) ( )

com

—2M cos 26 M (cos 260 —cos2a)
r’*(sen2a —2acos2a)’

%r = r’(sen2a —2acos2a)’

O, = eo,=0 (a)

¢ solugdo para o problema, pois satisfaz a equag@o de compatibilidade. Além disso, verificam-
se as equacdes de equilibrio globais que confirmam que as constantes de integracao foram
calculadas corretamente, como:

[* (0, cos0-0,,sen0)rd0 =0 (b)
[* (o,5en0+5,,cos0)rd0 =0 (c)
J-i o, r’do =M (d)

A o,,RdOsend
<—
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(a) Problema proposto (b) Infinitésimo de forca tangencial

Figura 10.12 - Cunha submetida a momento aplicado no vértice
Nas expressoes (b), (¢) e (d), existe o,,, completando-se a figura 10.8b com as
componentes das forgas de superficie tangenciais indicadas na figura 10.12.b.
Como se pode observar, para o caso de momento aplicado, a solugdo da cunha nao

simétrica pode ser encontrada diretamente da solu¢do da cunha simétrica, pois a resultante de

forgas ¢ sempre nula qualquer que seja a orientagdo de X, X,. Observando-se a figura 10.13

onde as linhas tracejadas correspondem ao problema da figura 10.12 e chamando-se o novo

angulo de y tem-se:

O=y+n, 2a=p+y n=u-p"2 (e)
Assim,
o = —2M cos2(y +17) o = M (cos2(y +17)—cos(B+7)) L€ o =0 )
T (sen(B+y)—(B+y)cos(B+y)) M ri(sen(B+y)=(B+y)cos(B+7))
A4
X (m:

Figura 10.13 - Ilustracdo da cunha nao simétrica a partir da simétrica

Para efeito de entendimento de solugdes compostas por superposicdo, ilustra-se, na
figura 10.14, a solucdo (aproximada) de um consolo pela superposicdo das cunhas nado

simétricas das figuras 10.11b e 10.13, considerando-se nesta ultima f=0¢ y=7/6.
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(a) Superposi¢ao dos casos (b) Problema resolvido
Figura 10.14 - Consolo resolvido por superposi¢do de casos

Deve-se observar que a forca aplicada no consolo estard respeitando a distribuicao de
tensdo calculada a partir da superposicdo de efeitos dos casos considerados na linha de
aplica¢do. Aplicando-se o principio de Saint-Venant, a aproximadamente uma distancia igual
a menor altura do consolo a distribui¢cdo ¢ a esperada, independentemente da forma da carga
aplicada. As tensdes na linha vertical que constitui o engaste podem ser calculadas por
simples rotacdo das solugdes sobrepostas, constituindo as reagdes de apoio. Nota-se ainda que
a solucdo possui carater aproximado para o problema da figura 10.14, pois as deformagdes

&,, N0 engaste ndo sao nulas, como supde a figura.

10.4.5 - Meio semi-infinito com carregamento concentrado - Detalhe para soma de tensoes:

A solucdo da cunha simétrica dos itens 10.4.1 e 10.4.2 podem ser superpostas para
representar o problema do meio semi-infinito submetido a uma carga transversal e a uma
carga tangencial em um ponto de sua superficie, veja a figura 10.15. Para tanto basta fazer

a = 7/ 2 nas solugdes da cunha simétrica.

v

@/ o-o

4/\ Org

y o /\: o,

Figura 10.15 - Carregamentos concentrados em um tnico ponto da superficie
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As fun¢des de tensdo sao:

¢1 :_iresené’ e ¢:&r90056’ (a)
Vs T

Com as tensdes dadas por:

ol = 2Rcosd . 2Rsend g Gy =0 (b)

S I o oz or

Como a origem das tensdes encontradas pelas fungdes de tensdo ¢ a mesma, a

superposi¢ao das tensodes se faz por simples soma, assim:

o, = —i(P2 send + P, cos 0) com o0,=0 e T, =0 (c)
zr

Em certas ocasides a superposi¢do ndo ¢ direta. Nesses casos, € necessario se girar as

tensdes para uma referéncia unica e depois somar, veja figura 10.16.

i i
v v
o 0" Xy .
0/—\
eB

Figura 10.16 - Tensdes em um ponto para duas referéncias.
Seja o caso da figura 10.16 onde duas cargas verticais estdo aplicadas em pontos diferentes da
superficie do semi-infinito. Para a origem 0", onde se aplicou a carga P*, esbocaram-se as

componentes de tensdo e sua orientagdo em vermelho, enquanto as componentes de tensao

B oy . B
para a carga P~ foram esbogadas em preto, utilizando-se a origem 0" . Com essas duas

origens podem-se utilizar a primeira das equacdes (b), ou para um caso mais geral, as

equacdes (c) para calcular 6* ¢ o® orientadas segundo as dire¢des definidas por 6" e 6°,

respectivamente, como:

A0 0
O_A o, B Gr (d)
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Usando as equagdes (10.27) e (10.28), escrevem-se as tensdes o" e o° nas

coordenadas cartesianas (X, X,) como:

oh| |cos@* —send” || o

A A
O send

oy | |cos@®

B B
gt send

—send® || o

cos0" || ol

B
cos@® || o,

ol || cos@?
o, || —seno?
oy, || cos@®
o, || —sen®®

Substituindo-se valores e operando resulta:

ATl Al
Oy :_2P1

A
0-22_ VA

B ] B[
O, =_2Pl

B
0-22_ T

cos’ 6*

| (send” cos 0™)

cos’ 6°

| (send® cos 6°)

(send” cos ") |
sen’o”*

(send® cos 6°) |

sen’@®

send”

cosO*

sen®

cos 6®

cos 0"
r.A

cos 9°
rB

(e)

(H

(g

(h)

Estando as duas tensdes escritas na mesma referéncia, a superposi¢do se da por

simples soma, ou seja:

O-ll

O

10.4.6 - Carregamento uniformemente distribuido em parte do semi-infinito:

A
O, | _|On

A A
Oy O, Op

A B B
On 011 On

B B
O, Op

O primeiro caso a ser analisado neste item ¢ o descrito pela figura 10.17 que ¢ um

semi-infinito sob a a¢do de um carregamento uniformemente distribuido vindo do infinito até

a origem proposta para a solugdo. Comparando as figuras 10.15 e 10.17, deve-se atentar para

a troca dos eixos cartesianos e, portanto, a inversao do sentido de 4, que continua saindo de

X, no sentido de X,. Com essa inversdo, o sentido da componente de tensdo cisalhante em

coordenadas polares também foi invertido, mantendo-se a convengao estabelecida.
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O—l'
\ Oro
—
o =
y ¢ \ o

Figura 10.17 — Semi-infinito com carregamento distribuido estendido ao infinito

X, \

A funcao de tensdo que resolve este problema pode ser obtida por integracdo da

solugdo da carga concentrada e, segundo a orientacao dos eixos adotados, fica:

—q , —q sen26 ) ,
=—(6-senfcosf)r =—| 68— r
¢ 27r( o8 ) 272'( 2 j @)

Para verificar sua validade se calculam o,,(r,0), o, (r,7), oc,(r,0) e o,(r,7)

comparando seus valores com a forca de superficie (condi¢des de contorno) suposta, assim,

¢ _—q
0-6’ ZWZE(ZH—SHQQ) (b)
o,(r,00=0 e o, (1, 1) =—2(27) = —q (©)
27
q 0(10¢ q o1 2 q
=2 2| 227 = A 2 (1-cos260 =—(1-cos268 d
Oro 27Z'al’(l’89j 27zar(r( o8 )rj 27r( cos26) @
q
,0 :0 r . = 1_1 :0
779(r,0) ¢ 0(r,m) = -(1-1) (o)

Das equagoes (c) e (e) verifica-se a solugao.

Por superposicdo de efeitos pode-se utilizar duas fungdes de tensdo do tipo da equacao

(a) para resolver o problema da figura 10.18.
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_ q
e =_q(9A —send® cos0* ) (r* f) T X
r o
A_ QoA A2 LA ApA A
=—(0°(r")" —r"sen@"r 0
¢ 27[( (r’) cos0*) (2 R
¢ =0 -t (h) 5
d /TS q
v
B
#° = (6° —sen6® cos 0° ) (r®)? (i) °
Y
v X
B_ 4 (p8, B2 B .
¢ = (070" = xx7) () ;
|||||||||q XlAXlB
YVVVVVVVY >
— B A
§=9"+4° = O -0 0°Y 6 -x) () V¢
)
¢::%(0A(rA)2 _eB(rB)z +X2a) (f) v)(2 szﬁ
a
(a) Equacionamento sucinto (b) Problema proposto

Figura 10.18 - Carregamento distribuido limitado sobre semi-infinito

Apos todas as passagens descritas na figura 10.18, falta mencionar que o ultimo termo
da equagdo (/) ndo gera tensdo (veja equagdes (8.31), (8.32) e(8.33)) e pode ser descartado.
Assim, a fun¢do de tensdo que resolve o problema proposto fica escrita de forma compacta

CcOomo.:
0/, a,,.A\2 B, ,B\2
#= (0" -0°(°)) (m)

Mas, na realidade, lembrando-se do caso da figura 10.16, ¢ melhor dividir a expressao

(m) em duas:
A_ "9 pa Ay B__ 9 g8 By
¢ —Zﬂa(r) e ¢ Zﬂa(r) (n)

A B ~ ~ . . , .
calculando-se 0" e o . Essas tensdes sdo depois transformadas para um sistema Unico de

coordenadas (pode ser o cartesiano) e finalmente somadas.
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10.4.7 - Carregamento tangencial uniformemente distribuido em parte do semi-infinito:
Seguindo-se os desenvolvimentos dos itens anteriores sugere-se ao leitor que verifique

que a fung¢do de tensdo:

$=—(0%(r*)sen20* — 0° (r®)*sen26° ) (a)
2z

resolve o problema da figura 10.19.

—->—>—>—> X: X'
>
o° or
Y
X, X ﬁ
v v
a

Figura 10.19 - Carregamento tangencial em parte do continuo

Outros casos desse tipo podem ser construidos pela integragao das solugdes das cargas
aplicadas na cunha simétrica quando o angulo o = /2, conforme mostrado no préximo

exemplo.

10.4.8 - Carregamento transversal qualquer sobre semi-infinito:

Neste item serd mostrada uma forma de se construir solu¢des de carregamentos
distribuidos de forma qualquer a partir da integragdo da funcao de tensdo da figura 10.15. Para
tanto, usando a orientacao de eixos da figura 10.17 que muda o sinal da funcao de tensdo (a)
do problema 10.4.5, a carga transversal da figura 10.15 ¢ transformada em um infinitésimo de

carga conforme mostrado na figura 10.20.
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v

Figura 10.20 - Carga distribuida sobre semi-infinito

O infinitésimo de carga gera o infinitésimo de fungdo de tensdo cuja origem € “movel”

e depende da variavel &, como:

d¢=d—Pr000s0 (a)
z

mas como dP =q(£)d<& tem-se

d¢:@r0cosé’d§ (b)

T

Para se determinar uma fungao de tensdo qualquer se faz:
1 ra
p=—[ a(&)rbcosodé ©)
V4
Assim, ¢ necessaria uma transformagdo de varidveis para possibilitar a integragdo.
Aqui se escolhe fazer a integracdo em € e as relagdes necessarias sdo mostradas a seguir:
rcos@=x —& ou E=x2+rcosd (d)
mas rsenéd = X, = cte, portanto, r =X, /send e

cosd
=XB+X c
SZ 1 2 senéd ( )
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B 1 .
Como X; ¢ constante enquanto apenas & varia, tem-se:

dé d (cosé X
—Z=X,— dé=—2=-do
do de(sene) o d sen’d ®

Substituindo-se (f) em (c) e lembrando-se que r =X, / sené escreve-se:

2

X; cosd

sen’d

¢

[ q(£0)02L o ®

T
onde &(0) é dado em (e).

Por exemplo, seja o caso da for¢a de superficie constante, assim:

2
X2

0" cos6 x| 0% cos®® 6°  cos6®
¢:—qj80—3d0:— == T A eanlgB B (h)
T Y sen’d 27| sen"@” send” sen"d” send
Esta expressao pode ser simplificada usando-se as relacdes:
X _(r'y X, (r°) cos@*  x} cos@® X’ 0
sen’” sen’g® send®  x, send®  x,
ou seja:

§== e[+ X% =00 P, == L[ -0 - (¢ X ] O)

Que pode ser ainda simplificada para:

p=—-L[0M") 0" (r®) —ax, ] (k)
2

como o termo ax, ndo gera tensdo, veja equagdes (8.31), (8.32) e (8.33), resulta:

e AR (0)

idéntia a funcdo de tensdo (m) do caso 10.4.6 obtida por superposicao de efeitos.

Além disso, para se escrever a fungdo de tensdo (a) do caso 10.4.6, toma-se a equacao

(j) na forma:

¢ — _2i|:eA(rA)2 +(rA)2 coS eAseneA _eB(rB)Z _(rB)Z CoseBsenHB:I (m)
T
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. B . . \ B
Fazendo-se a origem 0~ se deslocar infinitamente a esquerda tem-se 6~ =0 e X,

finito, assim,

—q , = senzej s
=—(6—-senfcosO)r =—| 60— r
¢ 27r( eo8 ) 272'( 2 @)

onde, por haver apenas uma origem, omite-se o sobrescrito A.

10.4.9 - Ensaio diametral de um corpo de prova cilindrico:

Na figura 10.21 apresenta-se o problema a ser resolvido, ou seja, um ensaio diametral

de um corpo de prova cilindrico.

(a) Representagdo de um ponto no contorno (b) Representacao de um ponto interior
Figura 10.21 - Ensaio diametral

Na figura 10.21a mostra-se a representagdo de um volume elementar sobre o contorno

do corpo mapeado ao mesmo tempo pelas coordenadas (r,H) e (I],@l ) Devido ao fato de, no

contorno, I L I, as componentes de tensdo obtidas pelos dois sistemas de coordenadas podem

ser somadas facilmente. J&4 no interior do cilindro, veja a figura 10.21b, como ndo ha
ortogonalidade dos raios vetores, deve-se transformar (girar) as tensdes de cada sistema para

um sistema unico e depois efetuar a soma.

Inicia-se a solucdo investigando-se o comportamento das seguintes funcdes de tensio

no contorno do corpo.

__Ecos@

¢= —;resenze R (a)

T =0,=0
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_ 2P cos¥,
T o (b)

O-rlal :O_Hl =0

o =

n

h=-—r0en20

Além da composicao de tensdes ser mais simples, da figura 10.22 encontram-se:

dcosé=r ou dcosé =r, (c)
de onde:
L1 g (d)

cos@ cos6,

Para r =0 e 1, # 0 substitui-se (d) em (a) e (b) comcluindo-se que

2P
O =0, =—— €
T T (e)

ou seja, no contorno a tensao € hidrostatica (no sentido bidimensional) com valor constante.

Figura 10.22 - Visualizagdo da analise da geometria para ponto no contorno

Para que a for¢a de superficie seja nula e, portanto, satisfazer as condi¢des de

contorno, basta somar ao problema todo a tensao hidrostatica 2D.

. 2pP[1 0
G_nd{o 1} ®

lembrando-se que o, depende do caso escolhido (EPT ou EPD).

Na figura 10.23 mostra-se o esquema de rota¢do para as tensdes que possibilita sua

superposi¢ao em um ponto qualquer do dominio.
Rot
Rot

0
o o 1
ﬁ‘ - é . i 4/—\
O,
re > h ‘O*O-rl
(o2

4
/{ <0~ 6
¥

Figura 10.23 - Posicionamento das tensdes em um Unico sistema de referéncia
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Da figura 10.23 tem-se:

0] n, ¢ 0 —send

o' =R.| " R com R=| " '|=|® (2)
0 O] n, send  cosd

o —Rr. % 0 R com R [cosy —seny _[—cosg  —seng, o
0 0 | seny  cosy send,  —cos6,

Assim,

o0 = 2P cos@| cos’@  cosfsend | -2P| cos’d  cos’ fsend 0

7 r |cos@send  sen’d zr | cos® @send cos@sen’d

cos’ 6,
—cos’ f,send,

o1 - 2P cosf [ cos’ 6,

—cos@send, | 2P
—cos 6,seno,

—cos” @send ,
; — 1 1:| (J)
sen’6)

T oo zn cos &,sen’6),

h o, - . . .
Lembrando-se que o ¢ invariante, pode-se somar (f), (i) e (j) para se encontrar a

tenséo total o .

Em particular, no eixo X tem-se §=0° e 6§, =0°, ou seja:

= | (k)
0 —
d
informando que a tensdo o,, € constante no didmetro carregado e vale
2P
a, == (1)
7d

Assim, esse ensaio ¢ muitas vezes utilizado para se determinar a resisténcia a tracdo de
materiais frageis. Observa-se que a tensdo o,, ¢ sempre de compressdo e, na condi¢do de
carregamento concentrado ideal, tende para infinito na posi¢do da carga, confirmando que o
problema foi corretamente resolvido. Obviamente que para um ensaio real a carga aplicada
ndo ¢ idealmente concentrada, mas gracas ao Principio de Saint-Venant a solugdo vale para

quase toda a extensao do problema.
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10.4.10 - Orificio em uma chapa:

O problema a ser resolvido ¢ o de uma chapa submetida a tragdo (ou compressao)
uniaxial conforme indica a figura 10.24. A solugdo obtida serd para uma chapa com largura
b — oo, porém, devido ao Principio de Saint-Venant, a solucdo pode ser aplicada para uma
largura b >4a. A solucdo em tensdes vale tanto para o EPT quanto para o EPD tendo em
vista a auséncia de forcas de volume.

X

A B B B B 1

B
FEEEEEERIIEEE RN
v

Figura 10.24 - Orificio em uma chapa

Considerando a circunferéncia tracejada com b — o tem-se que a distribuicdo de
tensdo sobre a mesma é o, =S, o,, =0,, =0, que rotacionadas para as coordenadas (r,6’)

ficam:
2 1 1
o, =Scos 0=E(1+COS29) e Oy :—ESsen2¢9 (a)

onde se aplicaram propriedades trigonométricas. Imaginando-se que o problema se resume as
duas circunferéncias, as tensoes (a) sdo as condi¢gdes de contorno sobre a superficie externa de
um tubo de parede espessa. O problema a ser resolvido pode ser dividido em dois, o primeiro

¢ o tubo de parede espessa submetido as condigdes de contorno:
1 1 1
ol(0) = ¢ a1, (b) =0 (b)
ja resolvido no item 10.3.2. O segundo ¢ o tubo de parede espessa submetido a:
2 1 > 1
o, (b)= 5 S cos 26 com o,,(b)= - S sen2d (c)
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resolvido pela funcdo de tensdo:
¢=T(r)cos26 (d)

Substituindo-se ¢ na equagio de compatibilidade V*¢ =0, resulta:
f(r):Ar2+Br4+Ci2+D (e)
r

Calculando-se as tensdes o e o,,, impondo-se as condigdes de contorno (c),

encontram-se as constantes de integracdo. Somando-se o resultado com o estado de tensdo do
problema (b) resulta a solucao do problema, ou seja:

S a’) S 3a* 4a’
O'r :E[I—Fj+z(l+r—4— r2 jcosZ@ (f)
2 4
o, =%(1+%j—%(1+%jcos29 (g)
S 3a* 2a’
O =—5(1—r—4+7]sen29 (h)

Para r =a tem-se:

o,=0,,=0 e o, =S5-2Scos20 (1)

r

Procurando-se o méximo valor de o, faz-se:

%:45&@9:0 =  0=0 ou O=r/2 G)
Assim:
o,(a,0)=-S o (a,7/2)=3S (k)

Portanto ocorre uma concentragdo de tensdo na dire¢do X, em um corte passando pelo

orificio, conforme a figura 10.25.
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3S

NN ENE R

S

Figura 10.25 - Concentracdo de tensdo en torno de um furo circular (0 =7/2).

Para um estado duplo de tensao, pode-se superpor a solucao (f), (g) e (h) com a mesma

solucdo escrita em o para S, veja figura 10.26. Porém como a =60—7/2, esta solu¢io

pode ser escrita diretamente em €, coincidindo a origem com a da figura 10.24.

A

(2

A A

N

R R

Figura 10.26 - Chapa tracionada na vertical

A solucgdo para o problema da figura 10.26 fica:

c 2 c 4 2
Er=%(1—?—2j+%[1+3ri4—%]c0s(29—72) (0)
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c 2 c 4
5, =%(1+?—2]—%(1+%J005(29—ﬂ) (m)

_ S(. 3a* 2a’
Oy, =—E(1—r—4+r—2jsen(2e—ﬂ') (Il)

Somando-se ( /), (m) e (n) com (f), (g) e (h) encontra-se a solu¢do para um problema

de estado duplo de tensdo com cisalhamento nulo.

Além disso, para um furo pequeno, em um corpo qualquer, sob estado de tensao
qualquer (avaliado no ponto do orificio), uma boa avaliagdo das tensdes o, na superficio do
orificio pode ser encontrada utilizando-se as tensdes principais no ponto (sem o furo) no lugar

de S e S da solucdo deste item.

10.4.11 - Flex&o simples de uma barra circular:

Na figura 10.27 apresenta-se uma barra circular submetida a uma carga radial em uma
extremidade e engastada na outra. Apesar da extensdo angular apresentada na figura ser de

7 /2 asolugdo apresentada serve para qualquer extensao.

v

ANSNNANAN\N

X

Figura 10.27 - Barra circular sob carregamento transversal (radial)
A funcdo de tensdo utilizada para resolver este problema ¢
¢=T(r)send (a)

que substituida na equagdo de compatibilidade resulta:

d> 1d 1 \(d*f 1df f
S t————|=0 b
(dr2 r dr rzj( dr? rdr rzj ()
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com solugdo conhecida, como:
f(r):Ar3+Bl+Cr+Drlnr (c)
r

Aplicando-se as equagdes (10.79) sobre ¢ resulta:

o, :(ZAr—£+Ejsen6’ (d)
r r
o, :(6Ar +2r—3B+$jsen9 (e)
O,y =—(2Ar—£+gjcose ()
r r

A condi¢des de contorno para se determinar as 3 incognitas (A, B e D) sdo:
0.(a,0)=0.(0,0)=0,(0,0)=0,(a,0)=0 (2)

Como o termo entre paréntesis nas equagdes (d) e (f) sdo os mesmo, as condigdes de

contorno (g) resultam em apenas duas equagdes, ou seja:

2Aa—£+2:0 (h)
a a
2B D

2Ab-224+==0 i
b b ®)

Para ¢ =0 tem-se naturalmente o, =0, mas o,, #0 e deve-se impor a equagdo de
equivalente mecanico, ou seja, a integral das tensdes o,, na superficie 6 =0 deve resultar na

carga aplicada, tal como:

b b .
P={ 0, (r.0)dr = b—ﬁ(l%)dr?l% :—(Ar2+EZ+C+D1nrj 0)
a a or\roé roo|, r a
ou
2 2 (bz_az) b
A(b*-a )+BW—DIn5:P (k)

Resolvendo-se o sistema (h), (i) e (k) tem-se:

22
a_ P g__Pab
2N 2N

e D:—%(a2+b2) (1)
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com
2 2 2 2 b
N=a"-b +(a +b )lng (m)

Assim, chega-se a:

212 2 2
Ur=E r+a? _@+b )]sene (n)
N r r
P a’b> (a*+b%)
agzﬁ 3r— R send (0)
P a’b®> (a’+b?)
am:—ﬁ[w 5 . cos @ (p)

deve-se observar que a distribuicdo de tensdes apresentada ndo usou o limite superior de &

para ser calculada, assim a solugdo vale para qualquer extensdo angular da barra.

Aplicando-se as relacdes tensao/deformagdo do EPT dadas pelas equacdes (10.48) até
(10.50) e as relagdes deslocamento/deformagdo (10.41) até (10.43) pode-se escrever os

deslocamentos para o problema como:

u, :é{—ZDQSCOSH—[D(V—l)ln r+ Al=3v)r +w} sen6}+ Ksené — L cos 6+ Hr (q)
r

B(1+v)
r2

v, =é{2D95en9—[D(v—l)lnr+A(5+v)r2+ —D(l+v)}cost9}+KcosH—Lsen9+ Hr (r)

onde K, L e H sdo novas constantes a se determinar.

Essas constantes sdo determinadas impedindo-se os deslocamentos radial e
circunferencial e o giro em um ponto no engaste. O ponto escolhido na secdo do engaste ¢

dado por (r,@) :((a+b)/ 2,a) onde a ¢ a extensdo angular da barra. No caso da figura

10.27 tem-se a =z /2 e, portanto,

v((@a+h)/2,a)=0 (circunferencial) (s)
u((@a+b)/2,a)=0 (radial) (t)
L (giro) (W)
dr | (aspy2.0)
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Para o =7/2 usando (s) e (u) tem-se H =0, L=Dx/E, substituindo-se esses

valores em (t) determina-se K como,

K :{D(v—l)ln(a+b)/2+ A(-3v)@+by? /4+—4B(l+‘?} )
(a+b)

10.4.12 - Anel ou tubo sob cisalhamento puro
O anel da figura 10.28 esta submetido a um cisalhameto puro e a funcgdo de tensdo que
resolve este problema ¢:

_Mo
27

¢ com M, =2zb’r(b)=27a’zc(a) (a)

Figura 10.28 - Anel sob tor¢ao

Aplicando-se as equagdes 10.79 sobre ¢ resulta:

M, (b)

27r?-e

=0,=0 € Oy

Em geral e=1. Varias outras solugdes e diversas analises sobre as solugdes

apresentadas podem ser vistas no livro classico de Timoshenko & Goodier.
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11 - Solugio de problemas da elasticidade linear pela técnica dos deslocamentos:

Conforme comentado no item 7.4, a técnica dos deslocamentos ¢ geralmente
aplicada na solucdo do segundo Problema de Valor de Contorno (PVC) da elasticidade linear,
ou seja, quando se conhecem os deslocamentos na superficie do corpo analisado. Em geral
esta técnica ¢ escolhida para corpos que possuem dimensdes infinitas.

Para deixar o texto mais claro repete-se a obtengao da equagdo de equilibrio escrita em
deslocamentos. Substitui-se na Lei de Hooke, equacdo (7.4), a relacdo deslocamento-

deformacao (7.5) como:

oy =G (U +U; )+ AUy, 5, (11.1)

1
A equagdo (11.1) relaciona diretamente os deslocamentos as tensdes. Substituindo-se

(11.1) no divergente da tenséo o;;; = o;;; resulta:

+U.

jii

Ojii = G(u. +U.

i ,,n)+/1uk,ki5ij=G(Ui,ji+U )+/1uk,kj:G(u )+;tui,ij (11.2)

i i ji
ou, substituindo-se (11.2) na equacao de equilibrio (7.1) e agrupando-se, resulta:

G +u, +b = pti, (11.3)

iij J,ii

)+ Au,; +b; = pti, ou ainda Gu ; +(1+G)u,

Observando-se que U, ; pode ser escrito como o Div(U), a equag@o (11.3) pode ser escrita em
notagdo dyadica como:
G V2l +(G + A)Grad (Div(ti))+b = pli ou GV +(G+A)V(V-U)+b = pli (11.4)

Ainda com relagio a notagdo, o Laplaciano V’(e) pode ser entendido como o

divergente do gradiente de uma funcio, no caso V(i) = Div(Grad(0i)) .

As equagoes de equilibrio escritas em deslocamentos s3o conhecidas como equagdes
de Navier-Cauchy e sdo dadas por (11.3) ou (11.4). Estas equacdes sdao em numero de trés
para trés deslocamentos incognitos. A forma mais comum para se solucionar as equagdes de
Navier-Cauchy ¢ a aplicagdo das chamadas fung¢des de deslocamento. Existem diversas
funcdes de deslocamento que podem ser consultadas em um excelente resumo apresentado
por Chou & Pagano. Neste texto apresenta-se apenas o chamado Vetor de Galerkin com o
maximo de detalhes possivel culminando na solu¢do do chamado problema fundamental de

Kelvin.

11.1 - Vetor de Galerkin:
Inicia-se a sequéncia de solucdo escrevendo-se a equagdo de Navier-Cauchy na

seguinte forma:
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G (A+6) Lo
S+ e = (1L5)

que, levando-se em consideracao a equacao (6.83) fica:

U, “.+Lujji+lbi=lpui ou sz+V(V‘u)+R:p_u (11.6)
Toa-2v) 77 G G 1-2v) G G
Seja a funcao G (Vetor de Galerkin) tal que:
U =G, — ! Gy oOu  U=VG- 1 v(Vv-G) (11.7)
’ 20-v) & 2(1-v)

A sugestdo da forma do Vetor de Galerkin se assemelha a sugestdo da funcdo de
tensao de Airy, porém parece menos Obvia, pois sua aplicacdo ¢ mais ardua. Nas passagens
subseqiientes sera aplicada notacdo indicial, retorna-se a notacdo dyadica em momento
oportuno.

Sera de interesse ter a equagdo (11.7) escrita na forma

u; :Gi mm 1 Gmim (118)
' 2(1-v)
Calcula-se o divergente da equagdo (11.7) como:
1
Uj i = Gjm _mem,jmj (11.9)

Calcula-se agora o gradiente de (11.9), como:

1
Uj i :Gj,mmji _mem,jmji (11.10)

que, multiplicado por 1/(1—-2v) fica
u. .. G . 1

Bl — j.mmji Gm i (1111)
1-2v) (1-2v) 2(1-v)1-2v)
Calcula-se o gradiente de (11.8) como:
1
Ui j =G mmj_—Gmimj (11.12)
’ ’ 21-v)
e seu laplaciano como:
1
Ui j = Gi,mmjj - 20-v) Gm,imjj (11.13)
Somando-se (11.13) com (11.11) resulta:
! _ S 1 ! (11.14)

U; ii + uj ji — Gm jmii +Gi mmjj _—Gm imij
To(1=-2v) 7 (1-2v) 2(1-v)1-2v) T ’ 20-v) &
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observando a existéncia de indices repetidos (mudos) e livre permutacdo da ordem de
derivagdo sabe-se que:

Gj,mmji = Gm,jjmi = Gm,jmji = Gm,imjj (11.15)

Assim, executando operagdes algébricas sobre a equagdo (11.14), resulta:

1 _ V(V-Uu =
bt =G ou v VD _gig (11.16)
To(1-2v) © ’ (1-2v)
Comparando-se (11.16) com (11.6) resulta:
Gy 2= oy piga oA (11.17)
’ G G G G

Ou seja, caso o problema seja estatico e esteja livre de forcas de volume a solugdo do
problema da elasticidade em deslocamentos se resume a resolver:

VG =V*'G =0 (11.18)

Uma observacdo importante que pode ser feita na equagdo (11.17) é que as
componentes do Vetor de Galerkin sdo independentes, i.e., as 3 equagdes diferenciais em
(11.17) sao desacopladas. Este fato ¢ muito 1til para a solugdo dos problemas gerais. Pois, ao
se resolver G pode-se construir U aplicando-se a equagdo (11.8). Como comentado no item
7.4 a aplicacdo de condi¢des de contorno em deslocamentos e forcas de superficie ¢ a parte
complicada no método dos deslocamentos, porém quando o dominio ¢ infinito todas as

condicdes de contorno sao nulas.

11.2 - Solucéao fundamental de Kelvin:
Neste item, a titulo de exemplo, resolve-se o problema fundamental de Kelvin no

espago bidimensional, figura 11.1. Primeiramente simplifica-se a notacdo da equacao (11.17)

criando-se uma funcdo F que ¢é o Laplaciano de G, ou seja:

F =G m (11.19)
Substituindo-se (11.19) em (11.17) para problema estatico resulta:
F bi —
” +E_0i (11.20)

Na figura 11.1 observa-se que o problema a ser resolvido ¢ o de uma carga unitaria
aplicada no dominio do corpo. Escolhe-se dividir o problema em dois problemas que podem
ser superpostos. Um com carregamento horizontal (1) e outro com carregamento vertical (2).

A carga unitaria ¢ descrita pela distribui¢do Delta de Dirac (0(S, f)) que vale zero se

f#s ewose f=s.Sendo f um ponto chamado de campo (field) e s um ponto chamado
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de fonte (source). A propriedade da distribui¢ao Delta de Dirac que a habilita a representar a

carga unitaria ¢:

ja(s,f)dgzl

0

(11.21)

onde Q_ representa o dominio infinito e ', o contorno no infinito com condigdes de

contorno nulas. Adotando-se s como a origem do sistema, tem-se I, =X, =r.r, =r.(r,/|F|).
A A
X, X,
.T,
WL, *
7777777777777 f . n=x| f
L=%| [ A T
> : X|= §(f,5) X;
s p(fs) K=x, s =%
Q, Q

(a) Forca Horizontal - problema (1)

(b) Forga Vertical - problema (2)

Figura 11.1 - Problema de Kelvin dividido em dois casos

O problema (1) pode ser explicitado de (11.20) como:

5, f) _
G
F,.+0=0

2,0

F

Ljj

0

cuja solucdo, aproveitando coordenadas polares, ¢ conhecida,

1 1
< (n(r)-1) G e

L,mm —

=0

(In(r)-1)

1=

27

F,=0 G

2,mm
Seja proposto o seguinte Vetor de Galerkin:
G, = ~ L
87G
G,=0
este satisfaz (11.23).
Aplicando-se (11.8) sobre (11.24) resulta para o EPD (pois a lei

diretamente para esse caso):

(11.22)

(11.23)

(11.24)

constitutiva aplicada vale
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u1.=_—1{(3—4v)1nr—r.rl+ﬂ} (11.25)
' 8xG(1-v) e 2

onde o indice 1 representa o problema 1. A solucdo para o problema (2) fica
uzj=_—1{(3—4v)1nr—rjrz+ﬂ} (11.26)

8rG(1—-v) o 2
onde o indice 2 representa o problema 2.

A consideracdo simultidnea (soma) dos dois problemas resulta na chamada solucdo
fundamental do problema de Kelvin, ou seja:
-1

Uy =———

87G(1-v)

{(3—4v)1nr—(j(i+7_28V} (11.27)

onde o ultimo termo dentro da chave ¢ uma constante e representa um movimento de corpo
livre que ¢ desprezado, ou seja:
Uj =_—1{(3—4v)lnr—r.r.} (11.28)
87G(1—-v) !
Esta solugcdo ¢ muito usada no desenvolvimento de um método numérico chamado

Método dos Elementos de Contorno.

11.3 - Disco giratorio:

O problema do disco giratdrio pode ser resolvido pela técnica das tensdes, porém, ¢
um bom exemplo de solu¢do de problema axissimétrico pelo método dos deslocamentos,
mesmo nao sendo um problema de dimensdes infinitas. As equagdes de equilibrio em tensdes

para o problema da elasticidade linear foram dadas nas equacdes (10.74) e (10.75), transcritas

aqui:
%aac;g +agrf€ +20rr9+bg=pl'j€ (11.29)

r

or r 00 r

0o, 1004 0070\ _ i (11.30)

Se a acelera¢do angular ¢ nula, velocidade angular constante, o problema passa a ser
axissimétrico e nenhuma variavel depende de @, assim, com a ajuda da equacdo (10.79) sabe-
se que o,, =0 e as equagdes acima se simplificam para apenas,

d .
E(ro-r)—o-gzprur (11.31)

pois a equagdo (11.29) ¢ naturalmente satisfeita.
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Para o problema em questio U, =-rw’ onde w ¢ a velocidade angular constante.

Assim, (11.31) se simplifica ainda mais para:

%(rar)—0'9+pr2W2:O (11.32)

Com se aplicard a técnica em deslocamentos, eliminam-se as tensdes aplicando-se as
relagdes tensdo-deformacdo e deformacao-deslocamento. Adotando-se o Estado Plano de

Tensodes, se escreve:

o, (&, +ve,) e o, =—(¢&,+ve,) (11.33)

I-v l-v
Lembrando-se que o problema ¢ axissimétrico, as relagdes deslocamento-deformacao sdo:

_ du, u

g = e g, =—"F 11.34
boodr o ( :
que substituidas em (11.33) resulta:
E (du u E (u du
o, = L+y—L e o, = —L+v—— 11.35
' l—vz(dr r) ¢ l—vz(r drj ( )
Para simplificar a obtencao do primeiro termo da equagao (11.32) faz-se:
E du
ro, = r—+wvu 11.36
Col=y? ( dr r] ( )
e, portanto,
d E (du _du du
—(ro, )= L —C+v— 11.37
dr( 2 l—vz( drdr®  dr j (1137

Substituindo-se as equagdes (11.37) e a segunda de (11.35) em (11.32) encontra-se:

E (du d’u. u
Ltr LT |+por'w =0 11.38
l—vz(dr dr? rj P ( )

ou, ajeitando-se para uma forma padrao,

d?u du 1-v?
2 ryr—_y =-— r*w? 11.39
dr? dar ' E r ( )

com solugdo conhecida dada por:

r

1 1 viooL
u =z C(l—v)r—Cl(l+v)F— : PWr (11.40)

r

Para se determinar as constantes de integracdo, usam-se as condi¢des de contorno em
tensdes, para tanto, € necessario substituir (11.40) em (11.35), resultando:
I 3+v
0,=C+C, 55— wr? (11.41)
r
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o, :C—CIL—H?’V wer?

r2

(11.42)

Disco macigo:

Para o disco maci¢o o deslocamento em seu centrou, (0) =0 deve ser nulo e a tensdo

0,(0) deve ser finita. Isto ¢ verdade se C, =0. Considerando-se raio externo do disco r=b

anda tem-se
o(b)=0 - C-= 3;V PWh? (11.43)
Assim:
34V L0
o, = w(b" —r 11.44
=g P () (11.44)
09:(3+przb2—l+3vr2jpwz (11.45)
8 8
_I—V 2 2 2
u,—E[(3+v)b —(1+v)r* | pw'r (11.46)

Disco com orificio circular:

Neste caso as condi¢des de contorno em tensao sao:

o,(a)=0 e o,(b)=0 (11.47)
De onde se encontram as constantes de integragao:
C:3+pr2(a2+b2) e c;@,owz(az—bz) (11.48)
que, substituidas nas expressoes das tensoes resultam:
212
0'r=3+v[a2+b2—a? —rszwz (11.49)
8 r
22
SN L4 PSR LM L LR P (11.50)
8 r 3+v

Neste caso a tensdo radial maxima ndo ocorre nas extremidades. Derivando-se o, e

igualando-se a zero encontra-se:

o™ = o (vab) =2 Y (b—a) pw’ (11.51)
r r( ) 8 p

jé a tensdo circunferencial maxima ocorre no contorno interno:
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(11.52)
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