Nucleo e Imagem de uma
Transformacao linear

Sejam U e W dols espacos vetorialis.
Seja uma transformacao linear L: U — W.
Nucleo de uma transformacéo linear

Define-se o nlcleo da transformacao linear L, como o
conjunto
Ker(L) ={u €U /L(u) =0}
Imagem de uma transformacao linear

Define-se a imagem de L, como 0 conjunto
Imag(L) ={w € W / Existeu € U com L(u) = w}

O Ker(L) e aImag (L) sao espacos vetoriais.



Nucleo e Imagem de uma
Transformacao linear

Seja a transformacéo linear L: R®> — R?, com
L(x,y,z) = (x+vy,2x + 32)
Qual o nlcleo e aimagem de L ?
Determine uma base para cada conjunto.
Ndcleo (Kernel): Ker(L) c R?
Quaisosu € R3 com L(u) =0 ?
(x +y,2x + 3z) = (0,0)

x+y=0
2x +3z =0

Daqui vemos gue existem infinitas solucoes.



Nucleo e Imagem de uma
Transformacao linear

Seja a transformacéo linear L: R®> — R?, com
L(x,y,z) = (x+vy,2x + 32)
Nucleo (Kernel):
Temos duas equac0es e trés incognitas.
Temos um grau de liberdade, que pode ser o x.
— — 2

Nesse casoy = —x ez = —2x.
Entao:

Ker(L) = {(x, —X, —%x) = x(l, -1, —%) /x € IR}
Todos os vetores maltiplos do vetor fixo (1, —1, —2).



Nucleo e Imagem de uma
Transformacao linear

Seja a transformacéo linear L: R®> — R?, com
L(x,y,z) = (x+vy,2x + 32)

O ndcleo é um espaco vetorial: (€ uma reta?)
Ker(L) = {(x, —X, —%x) = x(l, -1, —%) /x € IR}

Uma base do nucleo da transformacao linear € o

conjunto
p={(1-1-3);

Outra base €



Nucleo e Imagem de uma

Transformacao linear

Seja a transformacéo linear L: R®> — R?, com
L(x,y,z) = (x+vy,2x + 32)
Imagem: Imag(L) c R?
Pergunto, pode existir alguma dupla que ndo possa ser
representada com as componentes de uma tripla ?

Vamos trabalhar de forma mais simples, fazendo:
(u,v) = (O +u,0 + 3%) = L(O,u,%)
Daqui vemos que qualquer dupla (u, v) pode ser vista
como imagem da tripla (0, u,2).
Imag(L) = R?, logo uma base é a base canonica.



Nucleo e Imagem de uma

Transformacao linear

Sejam U e W dols espacos vetorialis.
Seja uma transformacao linear L: U — W.

Uma transformacao linear, por ser funcao, pode ser
Injetiva, pode ser sobrejetiva e se ambas € bijetiva.

Resultado:
Seonucleode L é Ker(L) = {0}, entdo

a transformacao linear L é injetiva (um a um).

Se Ker(L) = {0} entdo a base € o conjunto vazio, ¢.



Nucleo e Imagem de uma
Transformacao linear

Exemplos:

1. A transformacdo linear L: R® — R?, com
L(x,y,z) = (x +vy,2x + 3z) ndo ¢ injetiva.
Lembrar que o nucleo tinha uma base nao vazia.
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Nucleo e Imagem de uma
Transformacao linear

Exemplos:

1. A transformacdo linear L: R® — R?, com
L(x,y,z) = (x +vy,2x + 3z) ndo ¢ injetiva.
Observar gue toda a reta (vermelha) tem imagem o
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Nucleo e Imagem de uma

Transformacao linear

Exemplos:

1. A transformacdo linear L: R® — R?, com
L(x,y,z) = (x +vy,2x + 3z) ndo ¢ injetiva.
Lembrar que o nucleo tinha uma base nao vazia.

2. A transformacdo linear L: R3 — P,, com
L(x,y,z) =xt* +yt+z
A Uunica forma de formar o polinOmio zero € com
Ker(L) = {(0,0,0)}
E para qualquer polindmio p = at? + bt + c existe a
tripla (a, b, ¢) que L(a, b,c) = p. L é sobrejetiva.



Vetores como matrizes coluna

Seja U um espaco vetorial de dimenséo n, isto €

B = B1, B2, -, Pn}

é uma base de U.

Lembrar que todo vetor de U é combinacao linear
dos elementos da base, entédo, se x € U temos

X = Clﬁl T CZ,BZ + et Cn,Bn

Considerando a base fixa, podemos associar todo
vetor com a matriz dos coeficientes Unicos que
precisa o0 vetor para ser representado como
combinacao linear dos elementos da base.



Vetores como matrizes coluna

Seja U um espaco vetorial de dimenséo n, isto €

B = B1, B2, -, Pn}

e uma base de U.

Considerando a combinacao linear de x € U, temos
o

~ | €2

X =cC1fp1+Cfp+ ot epfn =

Cn

Cuidado, tem que preservar a ordem em .



Vetores como matrizes coluna

Seja U um espaco vetorial e 8 = {4, B, ..., By} base
Considerando a combinacao linear de x € U, temos
o
~ | €2
X =0C1f1 +Cfpp +F+nfin =

Cn

Observar:
A base sera considerada como conjunto ordenado.

Se a base tem n elementos, a matriz associada sera
de ordem n x 1.



Vetores como matrizes coluna

Exemplo: Seja R? e a base
B =1{(1,0),(0,1)} = {B;, B}
Sabemos que: x = (x4, x, ) € R?
(x1,%2 ) = x1(1,0) + x,(0,1) = x1 61 + %28,

X1
x = (X1,%3) = [leﬁ = X151 + %25
Assim: (2,1) = ﬂﬁ =[] = 20,00 + 1 (0,1

(4; —%) = [_4%] = 46, — %,82

Por ser a base canonica nao precisa ser referenciada.



Vetores como matrizes coluna

Exemplo: Seja R? e a base
B =1(0,1),(1,0)} = {B;, B2}
Sabemos que: x = (x4, x, ) € R?
(x1,%2 ) = x1(1,0) + x,(0,1) = x5, + x,61

X
X = (xq1,Xp) = [xi]ﬁ
1 _1
Assim: (2,1) = [2 , e (4, _g) ~ LLBL

Por nao ser a base canonica, esta deve ser
referenciada informando a base utilizada.



Vetores como matrizes coluna

Exemplo: Seja R? e a base
B =1(11), (=11} = {B1, B}
Sabemos que: x = (x4, x, ) € R?
x=c(1,1)+c,(—1,1) = (c; —cp,¢1 +C3)
Resolvendo: ¢; = 2(x; +x3) e ¢ = 2(x; — x1)
_%(x1 +x3)

X = (xl’x2) = 1
_z(xz — X1).

B
-
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Assim: (2,1) = | 2| e (2,1) = 3(1,1) —g (—1,1).
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Vetores como matrizes coluna

Exemplo: Seja R* e a base canonica
B = {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}

Sabemos que: x = (x4, x5, X3,%,) € R*

X1 (X1

~ | X2 _ |*2

X = X101+ X202 + X3P3 + X404 = xs| = |xs
E2Y PR £

Podemos dizer: O espaco R* com a base S é equivalente ao
espaco de matrizes M,.; com a base
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Vetores como matrizes coluna

Exemplo: Seja o espaco de polindbmios P; e a base
B ={t3t%t,1} = {B1, B2, B3, Bu}

Sabemos que: p = pst> + p,yt? + pit + py € Py
p = P31+ 262 + P1B3 + Poba

Assim
-
p =p3t> + pat? + pit +po = I;i
Do | B

P, com a base £ é equivalente a M, coma 3.



Utilizando vetores como matriz coluna

Para exemplificar, utilizaremos

A transformacdo linear L: R® — R?, com
L(x,y,z) =(x+vy,2x+ 32)

e 0S espacos vetoriais com as bases canonicas.

Representando como matrizes coluna, temos

X
(x,y,z) = H
Z

X
[x+y1_11 1 0
Grya+sn=], =] 3][32']



Utilizando vetores como matriz coluna
A transformacdo linear L: R® — R?, com
L(x,y,z) = (x+vy,2x+ 32)

X
(x,y,z) = H
yA

X
_[x+y 71 11 1 0
Grya+3n=|, 13 l=], 3][32']

Assim, podemos representar como

(-t o Sk



Transformacao linear reflexao no eixo X;

Vejamos uma transformacéo linear L: R* — R?,
chamada de reflexdo com o eixo X; (X):

L(xq,x3) = (x1,—x3) © L(x,y) = (x,—y)
Graficamente:
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Transformacao linear reflexao no eixo X,

Vejamos uma transformacéo linear L: R* — R?,
chamada de reflexdo com o eixo X; :

L(xq,x5) = (%1, —%3)

Graficamente:




Transformacao linear reflexao no eixo X,

Vejamos uma transformacéo linear L: R* — R?,
chamada de reflexdo com o eixo X; :
L(x1,x3) = (x1, —x3)
Graficamente:
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O eixo X; funciona como um "espelho" em L.



Transformacao linear reflexao no eixo X,

Vejamos uma transformacéo linear L: R* — R?,
chamada de reflexdo com o eixo X; :

L(xq,x2) = (x1, —x3)
Representando como matrizes:

(x1,%2) = [;Cﬂ (X1, —x2) = —x;z]

s [el=lo AL

([ D [0 _ ” ] A matriz representa a TL.



Transformacao linear reflexao no eixo X,

Vejamos uma transformacéo linear L: R* — R?,
chamada de reflexdo com o eixo X, :

L(x1,x2) = (=1, x7)
Graficamente: tx,

(—x1,%3) = _x1]
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Transformacao linear reflexao na origem

Vejamos uma transformacéo linear L: R* — R?,
chamada de reflexao na origem:

L(x1,x2) = (—x1, —x3)
Graficamente: *x,
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Transformacao: rotacdo em um angulo «

Vejamos uma transformacéo linear L: R* — R?,
chamada de rotacdo em um angulo a:
L(xl) XZ) = (D/CI, @

(%1 %) “)




Transformacao: rotacdo em um angulo «

Vejamos uma transformacéo linear L: R* — R?,
chamada de rotacdo em um angulo a:

L(x) = L(xy,x) = (X1,%3) = X

Vemos que: ||x|| = ||x]]| =m
cos(y +a) = m (%51 %) K)
sen(y + a) % a (x1 %)
COS(]/) == ) X1
sen(y) =22 v

cos(y + a) = cos(y) cos(a) — sen(y)sen(a)
sen(y + a) = sen(y) cos(a) + cos(y)sen(a)



Transformacao: rotacdo em um angulo «

Vejamos uma transformacéo linear L: R* — R?,
chamada de rotacdo em um angulo a:
L(x) = L(x1,x3) = (X1,%3) =X

cos(y + a) = cos(y) cos(a) — sen(y)sen(a)
% = “Lcos(a) — 2sen(a)
sen(y + a) = sen(y) cos(a) + cos(y)sen(a)
fn—z = “2cos(a) + tsen(a)

_ [E‘ _ lcos(a) —Sen(a)] [xl

sen(a) cos(a)



