Métodos numeéricos para resolucao de EDOs

Exercicio Computacional
MAP3122 - Quadrimestral 2021
Prof. Antoine Laurain

Este exercicio computacional deve ser feito em duplas. Veja as instrugoes detalhadas no final do
texto.

1 Introducao - Método de Euler implicito

Consideramos o sistema de EDOs nao linear seguinte:
a'(t) = fult,z(t), y(t)) (1)
y/(t) = /2 (tv x(t)7 y(t)) (2)

para t € [Ty, Ty], com condigdes iniciais u(0) = (z9,y0). Podemos também escrever o sistema (I])-(2)
usando uma notagao vetorial:

u'(t) = F(t,u(t)) 3)

t) = F(t,u(t)) = .
o= (36)  Fauon = (B 21
Para n € N dado, escolhemos uma discretizagao uniforme ¢, = Ty + kh de [Ty, Ty], onde h = (T —Tp)/n

ek e {1,2,...,n}. Usando a notacao vetorial , o método de Euler implicito é definido de maneira
semelhante ao caso escalar:

com

Ukt1 = Uk + REF (tky1, Upt1), (4)

ou de maneira equivalente, sem usar a notagao vetorial,

Tp1 = Tk + hf1 (k1 Thopts Yrr1), (5)
Y1 = Yk + hfo(tht1, Tht1, Ykt1)- (6)

Para calcular ug1, precisamos resolver a equagao vetorial seguinte:
Glupg1) =0, (7)

com G(upy1) = upp1—hF(tgy1, upr1)—ug. Se afuncio F for ndo-linear, entdo a equacdo (7)) é ndo-linear
na variavel ugyq.

Podemos usar o método de Newton para calcular uma aproximacao de ug1. Escolhendo uma apro-

(0)

ximagao inicial u  , a iteragao de Newton € definida por

+1 l ¢ _ V4
w0 = ul) | — (g, wl) )] G b, uly) 8)

onde u,(ﬁl denota o valor da aproximacao na iteracao £ e
J(t T y) _ 1_h%(t,l‘,y> _h%g<t7xay>
Y _h%(t7x7y) 1_haiyz(t7x7y)

é a matriz Jacobiana da funcao GG. Para escolher uma aproximagao inicial, a op¢ao mas simples é de

escolher u,(gzl = ug. Uma outra possibilidade é de escolher u,@l usando um passo de Euler explicito



a partir de ug, o que é facil de calcular. Escolha um nimero maximo de iteragbes para o método de
Newton. Se a discretizacao do intervalo [Tp,Ty] for suficientemente fina, apenas algumas iteragoes de
Newton devem ser necessirias para alcancar uma precisao alta, tipicamente da ordem 10~'® ou 10716,
Verifique se vocé realmente obtém essa precisao com seu passo de Newton.

Observe que em 7 precisamos calcular o inverso da matriz Jacobiana J(tg41, u,(ﬁl). Na prética, o
custo computacional para calcular a matriz inversa pode ser alto, nesse caso resolvemos o sistema linear
seguinte em vez de calcular a matriz inversa:

YA Y4 YA
T(ther, ui )i =) = Gt ui))). (9)

No caso da equagao de Lotka-Volterra no Exercicio 2, a matriz Jacobiana é apenas de dimensao 2 X 2,
entao a matrix inversa tem uma forma explicita simples e ndo precisamos resolver @ Assim, podemos
usar direitamente.

2 Exercicio 1 - Testes

O objetivo deste exercicio é de verificar se sua implementacao de RK4 e Euler implicito esta funcionando
em caso simples onde uma solugao explicita é conhecida. Nestes testes, para n € N dado, escolhemos
uma discretizagao uniforme t, = Ty + kh de [Ty, T¢], onde h = (Ty — Tp)/n e k € {1,2,...,n}, isto é,
dividimos o intervalo [Ty, Tr] em n subintervalos de mesmo tamanho.

1. Teste Runge-Kutta 4. Considere a equagdo 2/(t) = f(¢,2(t)) no intervalo [0,2] com x(0) =
(1,1,1,-1) e R* e f(t,x(t)) = Az(t), onde A € R*** § uma matriz dada por

-2 -1 -1 =2
1 -2 2 -1
-1 -2 -2 -1
2 -1 1 =2

A=

Esta EDO tem a solugao explicita seguinte:

~tsin(t) + cos(3t)
i cos(t) sm(3t)
v (1) = —e~tsin(t) —|— e cos(St)
—e~tcos(t) + e 3t sin(3t)
Definimos o erro Ei ,(t) = maxi<;<a |z} (t) — x;(¢)|, onde x(t) é a solucdo calculada com RK4

usando a subdivisdo de [0,2] em n subintervalos de mesmo tamanho. Para cada valor n =

20, 40, 80, 160, 320, calcule a solugdo numérica z(t) desta EDO usando RK4, calcule e plote E1 ,(t)

no relatério. Chamando ny = 20,n, = 40, n3 = 80, n4 = 160, n5 = 320, ng = 640, calcule
maxyeo,2) £1,n, (t)

R; = . . para i =1,2,3,4,5,
’ maXie[o,2] El,ni+1 (t)

e interpreta o resultado.

2. Teste Euler implicito. Considere a equagao z’(t) = F (¢, z(t)) no intervalo [1.1,3.0] com z(1.1) =
—8.79 e f(t,x) = 2t + (z — t?)%. A solugdo explicita desta equagdo é z*(t) = t* + 1. Definimos o
erro Es(t) == |z* — z|, onde z(t) é a solugdo calculada com o método numérico. Resolva esta EDO
usando o método de Euler implicito para n = 5000 e plote em trés figuras, lado ao lado, a solugao
explicita z*(¢), a solu¢do numérica z(t) e o erro Es(t) no relatério. O método de Euler implicito
para este problema é semelhante ao padrao descrito na Segao A diferenca principal é que a
matriz Jacobiana J(t,z) = G’(t,z)~! é apenas uma funcao com valores escalares neste teste de
dimensao um. No método de Newton, 7 passos de Newton (isto é, na equagao ) sao suficientes
para atingir uma precisao razoavel para calcular z1.

3 Exercicio 2 - Modelo presa-predador

Vamos considerar um ambiente em que convivam duas espécies, uma que se alimenta dos recursos natu-
rais (digamos, uma populacao de coelhos) e uma segunda espécie que se nutre basicamente da primeira
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Figura 1: Um exemplo de dois retratos de fase. Um retrato de fase é uma curva paramétrica (z(t), y(t))
para t € [Ty, Tr]. Nesta figura sdo plotados dois retratos de fase (uma curva azul e uma curva vermelha)
para a solugao do problema —. Os dois retratos de fase correspondem aos mesmos parametros
A, , B,7, mas as condigbes iniciais x(0), y(0) sdo diferentes para cada curva.

espécie (digamos, uma turma de raposas que se alimenta dos coelhos). O cldssico modelo presa- preda-
dor, conhecido como modelo de Lotka-Volterra, considera recursos ilimitados, ou seja, na auséncia do
predador, a populacao de suas presas apresentaria crescimento exponencial.

As equagbes sdo dadas por:

2/(t) = Aa(t) — ax(t)y(t) (10)
y'(t) = Bx()y(t) — 7y (t) (11)

onde x(t) representa os coelhos e y(t) as raposas, e os parametros aparecendo nas equagoes sdo todos
constantes e positivos. Neste caso, se inicialmente houver membros das duas espécies no ambiente, o
tamanho das respectivas populagoes ird variar periodicamente no tempo. Isto significa que o retrato
de fase serd composto por Orbitas periédicas, como ilustrado na Figura [I} O retrato de fase é a curva
paramétrica (x(t), y(t)) para ¢t € [Tp, Ty]; ver um exemplo na Figura
Neste exercicio usaremos os parametros seguintes:
2 4
A= 3 *=73 B=1 ~=1, =z(0)=1.5, y(0)=15, [To,Ty]=]0,10.0].

Para n € N dado, escolhemos uma discretizagao uniforme ¢, = Tp + kh de [Ty, T¢], onde h = (T —Tp)/n
ek e{l,2,...,n}, isto é, dividimos o intervalo [Ty, Tf| em n subintervalos de mesmo tamanho.

1. Escreva um cédigo para resolver — usando o método de Euler explicito. Vocé deve plotar um
grafico do retrato de fase. Faga também uma outro grafico mostrando simultaneamente o tamanho
de cada populagao ao longo do tempo (plote as raposas em vermelho e os coelhos em azul). Use
um valor n > 5000.

2. Escreva um cédigo para resolver - usando o método de Euler implicito. Vocé deve plotar
um grafico do retrato de fase. Faga também uma outro grafico mostrando simultaneamente o
tamanho de cada popula¢io ao longo do tempo (plote as raposas em vermelho e os coelhos em
azul). Use um valor n > 500.

3. Sejam i (t), Yim (t) € Tex(t), Yez (t) as solugdes usando o método de Euler implicito e explicito,
respectivamente. Vamos definir F (t) = im (£) — Tex(t), Ey(t) = Yim(t) — Yez (t). Para cada valor
n = 250, 500, 1000, 2000, 4000, plote um grafico com a fungao E,(t) em azul e a fungao E,(t) em
vermelho. Comente brevemente o resultado.

4. Escreva um c6digo para resolver (10)-(11)) usando o método de Runge-Kutta 4. Vocé deve plotar
um grafico do retrato de fase. Faca também uma outro grafico mostrando simultaneamente o



tamanho de cada populagdo ao longo do tempo (plote as raposas em vermelho e os coelhos em
azul). Use um valor n > 500.

Observagdo: Para comparar os resultados obtidos com os trés métodos numéricos, pode colocar todos
os graficos e retratos de fase das questoes 1,2 e 4 em uma figura s (do tamanho de uma pagina) com 6
subfiguras. Caso decida proceder desta forma, nao se esquega de indicar nas legendas a qual caso cada
subfigura corresponde.

4 Exercicio 3 - Modelo duas presas-um predador

Vamos considerar agora que mais uma espécie conviva com os coelhos e as raposas, digamos uma po-
pulacao de lebres que também se alimente apenas dos recursos naturais. Ou seja, coelhos e lebres estarao
competindo pelos mesmos recursos. Por outro lado, as raposas poderao se alimentar tanto de coelhos
como de lebres. A equacao do modelo pode ser posta na forma:

I’/(t) = I’(t)(Bl — A171$(t) — Al,gy(t) — Al,gz(t)) (12)
y'(t) = y(t)(B2 — A212(t) — A2 2y(t) — Az 32(1)) (13)
2'(t) = 2(t) (B2 — As2(t) — As2y(t)) (14)

onde x(t) representa os coelhos, y(t) as lebres e z(t) as raposas. Nesta forma os coeficientes B; e A; ; sdo
positivos para i = 1 e ¢ = 2, enquanto para i = 3 sdo negativos (Tente entender o significado dos sinais
destes coeficientes em relagao ao modelo presa-predador tendo em vista as equagoes —). Note que
o modelo acima engloba todos os modelos j& apresentados. Na auséncia de raposas (seria o caso z(t) = 0
para todo t), temos um modelo de competigao entre lebres e coelhos. Na auséncia de lebres ou coelhos,
temos o modelo presa-predador visto no Exercicio 2. Tanto as lebres como as raposas experimentam
crescimento do tipo logistico na auséncia das outras espécies. Procure interpretar o papel de cada termo
nas equagoes. Veremos que a dinamica deste modelo pode ser bastante complexa.

Neste exercicio vamos considerar os seguintes parametros para o modelo com duas presas e um
predador:

1.0 0.001 0.001  0.015
B=110 ], A=10.0015 0.001 0.001
-1.0 —a  —0.0006 0.0

com 0.001 < o < 0.0055.

Com esta escolha de parametros temos que os coelhos irao levar vantagem sobre as lebres quando
hé poucas raposas. No entanto, as raposas se nutrem melhor de coelhos do que de lebres. O objetivo
desse exercicio computacional é estudar esse modelo de competicao fazendo variagoes nos parametros do
modelo. Para tanto vocé ird usar os métodos de Euler explicito e Runge-Kutta 4. Para n € N dado,
escolhemos uma discretizacao uniforme ¢, = To+kh de [Ty, Ty], onde h = (Ty—Tp)/nek € {1,2,...,n},
isto é, dividimos o intervalo [T, Tf] em n subintervalos de mesmo tamanho. Em todos os casos teremos
To = 0 e usaremos n > 5000.

e Analise o comportamento do retrato de fase do modelo com relacdo ao parametro «, escolhendo os
valores 0.001, 0.002, 0.0033, 0.0036, 0.005 e 0.0055. Inicie com 500 coelhos, 500 lebres e 10 raposas.
Nos dois primeiros casos, use Ty = 100, nos dois seguintes T’y = 500 e nos dois ultimos T = 2000.
Determine os casos em que ha érbitas periddicas, equilibrios estéveis ou instaveis.

e Para cada caso vocé deve fazer graficos do retrato de fase (ou seja um gréfico 3D cujos eixos sao o
nimero de coelhos, lebres e raposas e cada ponto do grafico se refere a um instante de tempo da
integragao - existem funcoes simples usando o pacote matplotlib para plotar curvas paramétricas
em 3D; ver a Figura [2| para um exemplo de retrato de fase em 3D - nao esquecer de colocar os
nomes dos eixos). Para melhor visualizacdo, plote também graficos dos retratos de fase em 2D (um
grafico para coelhos x lebres, um gréfico para coelhos x raposas, um grafico para lebres x raposas).
Faca também um grafico mostrando simultaneamente o tamanho das trés populagoes ao longo do
tempo (plote as raposas em vermelho, os coelhos em azul e os lebres em preto, e coloque legendas
para todos os graficos).

e Teste a sensibilidade em relacao aos valores iniciais quando v = 0.005, executando o modelo até
Ty = 400 iniciando com 37 coelhos, 75 lebres e 137 raposas. Imprima o nimero de raposas, lebres e
coelhos no instante final. Repita o mesmo experimento, trocando apenas o nimero inicial de lebres
de 75 para 74. Compare os valores finais e a evolucao das trés populagoes nos dois casos.
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Figura 2: Um exemplo de retrato de fase em 3D para o modelo duas presas-um predador. O retrato de
fase é a curva paramétrica (z(t),y(t), 2(t)) para t € [Ty, Ty] onde (z(t), y(t), 2(t)) é a solugao de (12)-(14).

5 Instrucoes

e O exercicio deve ser feito em duplas. Apenas um aluno da dupla, o primeiro em ordem alfabética,
deve entregar o exercicio, destacando no relatorio e no programa o nome de ambos os alunos.

e O programa devera ser escrito em Python 3.x. e deve ser devidamente comentado e bem estrutu-
rado. A entrada e a saida deverdo ser feitas de forma a ajudar o usudrio a executar o programa e
devem facilitar a andlise dos resultados. Se o seu programa precisa de arquivos de entrada, consi-
dere que os mesmos encontram-se na mesma pasta do executavel, ou faca de forma que solicite o
caminho/nome do arquivo ao usudrio.

e Para facilitar a correcao, escreve um cédigo para cada exercicio e chama os arquivos de exerciciol.py,
exercicio2.py e exercicio3.py. Vocés podem definir também um outro arquivo (pode chamar
de metodos.py) contendo fungdes que sdo chamadas em varias questoes (por exemplo pode conter
uma fun¢ao que implementa o método RK4, uma outra fungao que implementa o método de Euler
explicito, etc ...). Os vérios casos que aparecem nas questoes podem ser separados usando if
elif .. else.

e Serd usada a biblioteca matplotlib para as plotagens.

e As analises e resultados obtidos devem ser organizados em um relatério que deve minimamente
discutir os problemas estudados e os resultados obtidos. A entrega deverd conter um relatério (no
formato .pdf), contendo a andlise do problema estudado e as figuras, e os c6digos usados para as
simulagbes computacionais. A entrega também devera ser feita em um arquivo compactado tinico
(por exemplo um arquivo zip).

e O uso de ITEX para escrever o relatério é fortemente incentivado. Os relatdrios escritos em Latex
receberdo um boénus de 5% da nota final.

Critérios de Corregao
e Exercicio 1 (2 pts)

e Exercicio 2 (3 pts)

Exercicio 3 (3 pts)

Cédigo bem documentado: comentérios, legibilidade. (1 pts)

Qualidade do relatério (relevancia dos comentdrios e apresentagao geral). (1 pts)



e Uso de KTEX(+5% da nota final)

e Serd verificado se o programa entregue roda e produz saidas consistentes com os resultados apre-
sentados no relatério.

e Em caso de atraso de até 48h, -2 pontos. Apds isso, o EP nao serd aceito.
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