MAP 3122 - Métodos Numéricos e Aplicacgoes
(POLI)

Lista de Exercicios sobre EDOs

Exercicio 1. Transforme as equagoes diferenciais de ordem superior sequinte em sistemas de equagoes
diferenciais de ordem 1. Escreve a forma matricial desses sistemas.

1oy®(t) =y@ () +y V() —y(t) +1
y(0) =2, y©(0) = 2, y@(0) = 1.

2. yW (1) =yD (e’ + 5O (1)
y(0) =2,y (0) =1, y®(0) =1, y®(0) = 4.

Exercicio 2. Use o método de Euler com passo h = 0.5 para calcular uma aprozimacgdo de y(1), onde
y(t) € solugdo da EDO

y'(t) Fty' (1) +2y(t) =0,  y(0)=4, ' (0)=2

Depois, use o método de Euler modificado com passo h = 0.5 para calcular uma aprozimagao de y(1).
Observagao: o método de Euler modificado € dado por

h h

Exercicio 3. Considere a equagdo x'(t) = x%(t),z(0) = 1, cuja solugio é dada por x(t) = 1/(1 —t).
Calcule a aprozimacao para x(0.5) pelos métodos de Euler e Euler modificado com h = 0.25 e compare
os erros obtidos em t = 0.5 com os dois métodos.

Exercicio 4. Consideramos o (PVI) sequinte
y'(t) = f(t,y(t)) para t € [a,b], com y(a) = 1.
com f(t,y) = arctan(ty) e [a,b] = [1,3]. Vamos aprozimar y usando o método de Heun:
wit1 = w; + ho(t;, w;, h), wo = 1.
com

(ti,wi, h) = ey f(ti, w;) + caf (ti + 5

h h
P f(tiawi))
2
onde ¢y =1/4 e ¢ = 3/4.
e Mostre que f satisfaz
0
‘f(t,w)’ < L, para todos t € [a,b] e w € R,
ow
e calcule L.
e Mostre que a funcgdo (t,w,h) — ¢(t,w,h) € Lipschitz na variavel w no conjunto
D = {(t,w,h) | t € [a,bl,w € R, h € [0, ho},
para hg > 0 dado.

e Mostre que o método de Heun € convergente neste caso, usando um teorema do curso.



Exercicio 5. Consideramos o (SPVI) sequinte:
2 (t) — 2t/ (t) = 2te” V=)
2 (t) — 2x(t)2(t)2’ (t) = 3x(t)?y ()12,
y'(t) — "Dy (1) = da(t)t*x(1),

com as condigoes iniciais z(1) = 2'(1) = y'(1) =2 e 2/(1) = 2(1) = y(1) = 3. Transforme este (SPVI)
em um sistema de primeira ordem, indicando tambem as condi¢cdes iniciais do novo sistema.

Exercicio 6. Consideramos o (PVI):

y"(t) — (13722)1/(:&) + (1_76{2);;(75) =0, te[-0.5,0.5

com as condi¢ées iniciais y(—0.5) = —0.125 e y'(—0.5) = —1.5.
o Sabemos que a solucdo exata deste problema € da forma y(t) = at® + 3. Calcule o e f3.

o Transforme este (PVI) de sequnda ordem em um (SPVI) de primeira ordem, indicando tambem as
condigoes iniciais do (SPVI).

e Use um passo do método de Euler explicito com h = 0,1 para calcular o valores aproximados y; € y;
de y(—0.4) e y'(—0.4), repectivamente. Calcular os erros nas aprozimagées de y(—0.4) e y'(—0.4).

Exercicio 7. Considere um arco idealizado. Ignorando o efeito da gravidade e sabendo que a altura do
arco € 20y e o deslocamento da seta € inicialmente de ly (em metros) em direcao a esquerda, a equa¢@o
de movimento da seta na direcao x pode ser escrita da sequinte maneira:

ma” (t) = —2k <z0 — B+ (lo— a?(t))2> , (1)

onde k € a constante de retorno das cordas do arco e m € a massa da flecha. Usando a mudanca de
varidvel u = x/ly, podemos reescrever a equagdo (1) na forma

” _%
u'(t) ==

(¢2 —2u(t) + u(t)? — 1) . 2)

e Supondo que a flecha esta inicialmente em repouso no ponto x = 0 (isto € u(0) =0 e v/(0) = 0),

transformar a equagdo diferencial de sequnda ordem (2) em um sistema de equagoes diferenciais
de primeira ordem.

e Usando o método de Euler modificado e um passo de tempo h = 0.01 (em segundos), avaliar a
posicdo e a velocidade da seta no tempo t = 0.01 s, com m = 0.1 kg, k =250 N/m e ly = 0.5 m.

Exercicio 8. Consideramos o (PVI) sequinte:
y'(t) = =Ty(t), t 10,2,
y(0) = 5.
Consideramos uma discretizagao t; = ih de [0,2], i =0,...,n.
e Encontre a solug¢do analitica deste (PVI).
e Mostre que, para este (PVI), o método explicito de Fuler é da forma
Yi+1 = g(h)yi,
e encontre a expressao da funcao g(h).

e Usando h = 0.5, faca 2 iteragcoes do método explicito de Euler e calcule os erros cometidos em iy,
e yo comparando os resultados com a solu¢do analitica.



Exercicio 9. Consideramos o (PVI) sequinte:

y'(t) = ft,y(t)), t€[0,1],
y(0) = 1.

2
com f(t,y) = —teTe¥ e uma discretizagio t; = ih de [0,1], i =0,..., n.
e Usando h = 0.1, faca uma iteragao do método de Fuler explicito.

e O método de Euler implicito é definido pela itera¢do seguinte:

Yir1 = Yi + hf(tivt, yiv1)-

Usando h = 0.1, faca uma iteracdo do método de Fuler implicito, usando o método de Newton para
caleular yi+1 (Faga apenas duas iteragoes do método de Newton).

Exercicio 10. Seja o fluzo ¥(x) solug¢do da equagao diferencial

. [D(:c)jr\l/(x)} b e () = 1.
Definimos a corrente J(x) por J(x) = —D(x)%\ll(x), com D(z) = %

e Supondo que as condi¢des iniciais sejam dadas em x =0 por ¥(0) =1 e J(0) = 0, transforme esta

equacdo da ordem 2 em um sistema de equacgoes da ordem 1, em que as incognitas sao o fluro e a
corrente.

e Calcule uma aprozimagdao de ¥'(0,1) usando o método de Euler modificado com h = 0,1 aplicado
ao sistema obtido no item anterior.



