DICAS E RESPOSTAS DA LISTA DE EXERCICIOS 5 EDO II - MAP 0316

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/EDO2

Os exercicios a seguir foram selecionados dos livros dos autores Claus Doering-Artur Lopes e Jorge Sotomayor.
(S.X.Y) indica exercicio Y do capitulo X do livro do Sotomayor. (D.L.X.Y) indica exercicio Y do capitulo X do
livro dos autores Claus Doering e Artur Lopes.

Para a resolucao de alguns dos exercicios podem ser usados tanto as fungoes de Liapunov como os critérios de
estabilidade usando os autovalores de D f(z).

Exgrcicio 1 (S.5.10)
Considere uma particula movendo-se sob a influéncia de uma funcio potencial P : E — R de classe C?, em que
E C R? é um aberto. Temos entdo a seguinte EDO:

' =wv
{ v =—-VP(z)

Usando fungoes de Liapunov, prove o Teorema de Lagrange, segundo o qual uma singularidade (zg,0) da EDO
acima é estavel se xg for um minimo local estrito de P.

Resolucao:

Seja f(z,v) = (v, =V P(z)).

Suponha que zy € um minimo local estrito de P. Logo existe uma vizinhanga aberta W de x tal que P(x) > P(x0)
se x € W\{zo}. Seja V : W x R" = R dado por V(z,v) = %||v||2 + P(xz) — P(xg). Logo V(x,v) > 0, se
(z,v) # (x0,0) e V(x0,0) = 0. Além disso,

(VV(z,v), f(z,v)) = (VP(z),v), (v,-VP(x))) =v.VP(z) —v.VP(z) = 0.

Concluimos que V' é um funcdo de Liapunov. Logo (xg,0) é um ponto de equilibrio estavel.

ExEercicio 2 (D.L.5.26)

Encontre uma funcdo de Liapunov estrita para o ponto de equilibrio (0,0) do sistema
) = —2x1 — a3
rh=—x9 — 2% °

Resolucao:

Seja V (21, 22) = 1 (2% + 23). Logo V(z) > 0se x # 0 e V(0) = 0. Além disso,

(VV(2), f(z)) = ((z1,22) , (—221 — 23, —20 — 2})) = =227 — z123 — 23 — 2z = —2F (2+ 22) — 23 (1 + 21) <O,

se (z1,22) # 0, x5 > —2 € x1 > —1. Em particular V' : B;(0) — R é uma fungdo de Liapunov estrita, em que
B1(0) = {(z1,22) € R% 2% + 23 < 1}.

ExEercicio 3 (D.L.5.27)
Considere o sistema nao-linear
{ r) = 29 — 219(21, T2)
vy = —x1 — T2g(T1, 2)
em R?, onde (z1,72) — g(x1,72) é analitica na origem e satisfaz g(0,0) = 0 e g(z1,72) > 0 numa vizinhanga de
(0,0). Mostre que a origem é um ponto de equilibrio estével mostrando que V (z1,72) = 2% + 23 é uma fungio de
Liapunov.
Resolucao:
Seja f(x1,22) = (w2 —219(71,22), —21 — 22g(21,72)). Defino W C R? uma vizinhanca da origem tal que
g(x1,22) >0, se (z1,22) # (0,0).
Seja V : W — R dado por V(z1,x2) = 5 (23 + 23). Logo V(z) > 0, se z # 0 e V(0) = 0. Além disso,

<VV($17x2)7 f(x17x2)> = <(x17$2) ) (wZ - xlg(xlva)’ - — 1'29(551; x2))> =

T1T2 — xfg(:cl,:cg) — T2T1 — 9539(%1,%2) == (ﬁ + xg) g(x1,72) <0.
1
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Logo V : W — R é uma fungao de Liapunov e (0,0) é uma singularidade estéavel.

ExEercicio 4 (D.L.5.28)

Dado o sistema nao-linear
xh =2x12 + X2

xh = —x1 + 222
2 = —a? — 21

em R3, mostre que todas as suas solucoes estido definidas em toda reta real e verifique se a solucdo pela origem é
de equilibrio estavel ou assintoticamente estavel.

Resolugdo: Definimos o seguinte produto interno ((x1,x2,23), (¥1,Y2,¥3)) = Z1y1 + T2y2 + 223y5. Logo se
f(x1,20,2) = (23:12 + X9, —x1 + 222, —2% — zxg), entao

((x1,29,2), [ (x1,22,2)) = (2212 + T2) 1 + (—xl + 222) T9 + 2 (—m? — zxz) z=
Q:U%z + rox] — X129 + 2z2x2 — 2x%z — 222x2 = 0.

Assim se x : I — R? é uma solucio de 2’ = f(x), x(t) = (21 (t) , 22 (t), 2 (t)), entdo a funcdo t € I — (x(t), x(t))
é constante, pois % ((x1 (t),22(t),2 (1)), (z1 (), 22 (t),2(t))) = 0. Logo todas as érbitas estdo confinadas num
elipsoide e, portanto, em um compacto. Logo o intervalo méximo de todas elas é R. A estabilidade segue facilmente
dai. Basta achar elipsoides préximos a origem.

Note, no entanto, que 0 é um ponto estavel, mas ndo assintoticamente estavel. De fato, se as solugbes t — x(t)
estdo confinadas num eliséide, entdo nao temos lim;_, o x(t) = 0.

ExERcicio 5 (S.5.1)
Prove que a origem é um ponto singular assintoticamente estavel do sistema

' =—x— %3 - 2;9en(y)
y=-y—%

Faca de duas maneiras: Achando os autovalores de D f(0) e achando uma fungao de Liapunov apropriada.

Resolucao:

Primeiro Método: Autovalores.

Neste caso calculamos D f(x,y), obtendo

—1—z

Df(say)( o ‘2COS<%>).

—1—y

Df(0) = ( _01 :f )

Como os autovalores sao iguais a —1, concluimos que a singularidade é assintoticamente estével.
Segundo Método: Usando fungoes de Liapunov.
Seja V : R? — R dada por V(z,y) = % (22 + y?). Assim

(VV(z,y), fz,y)) = <(wyy), (—:v - %3 — 2sen(y), —y — 3§>> —

Assim

s s Y L4 4 2 2
—x —?—sten(y)—y —gz—g(ﬂc +y*) — (2% + 2zsen(y) + y°) <
1

_g ({E4 + y4) < 0, se (xay) 7& (070)
Acima usamos que z2 + 2zsen(y) + 32 > 22 — 2 |ay| + y2 = (Jz| — [y)* > 0.
Como V é uma funcao de Liapunov estrita para f em 0, concluimos que a origem ¢ um ponto de singularidade
assintoticamente estével.

ExEercicio 6 (D.L.5.30)

Sejam A e B matrizes tais que A é simétrica com todos os autovalores negativos e B é antissimétrica, isto é,
B* = —B. Mostre que a origem é um ponto de equilibrio estével para o sistema linear '’ = (A+ B)x em R"
usando para isto a fungao de Liapunov V(x) = (z,z) = 23 + ... + 22.

(Dica: Use o seguinte fato: Se A é simétrica, existe P € M, (R) tal que P"*AP = D, D diagonal e P* = P~1)

Resolucao:



DICAS E RESPOSTAS DA LISTA DE EXERCICIOS 5 EDO II - MAP 0316 3

Vemos que V(0) = 0e V(x) > 0sexz # 0. Agora vamos mostrar que (VV (), f(x)) <0,em que f(z) = (A+ B)x.
De fato,
(VV(x), f(x)) = 2z, Ax + Bx) = 2 (z, Ax) + 2 (x, Bx) .
Basta agora observar que
(x,Bxy = (B*z,x) = — (Bx,z) = — (v, Bx) = (x,Bz) =0.

Como A é simétrica e todos os autovalores sao negativos, entdo existe P € M, (R") inversivel e ortogonal tal
que P'AP = D e P = P*, em que D é uma matriz diagonal com todos os elementos diagonais menores do que
zero. Assim (Dx,x) < 0. (Basta observar que se D é a matriz diagonal cujas entradas na diagonal sdo Aq,...,A, €
x = (x1, ..., p), entao

)\1 0 T
(Dr,a)y= (21 ... an) = N2+ .+ A222 <0, sex #0.)
0 An Tn

Logo
(z,Az) = (z, PDP'z) = (P*2,DP " 'z) = (P~ ', DP"'z) < 0.

Exgrcicio 7 (D.L.5.31)

Consideremos a equagdo 2’ = f(z), em que f : E — R™ é uma funcio de classe C! no aberto E C R" e 0 € E.
Suponha que a equagdo em coordenadas polares é conjugada & equacao (r/,0") = (g(r),1), em que g :]0,00[— R
é uma funcio de classe C* tal que g(r,) = 0 para todo r,, em que {rn},en € uma sequéncia em ]0, oo tal que
lim,,—, 00 7 = 0. Mostre que a origem é um ponto de equilibrio estavel para a equagdo diferencial ' = f(x).

Resolucao: Observe que para cada 7, temos uma orbita periédica de raio r,,. Assim dado U uma vizinhanga da
origem, escolho r, tal que B, (0) C U. Se z € B, (0), entdo, como a borda da bola B, (0) é uma orbita periddica
e como Orbitas distintas ndo se cruzam (por unicidade), concluimos que a 6rbita passando pelo ponto z esta contida
em B, (0). Como ela ndo sai do compacto B, (0), concluimos que a solugdo que passa por x estd definida para
todo t € R, ou seja, o intervalo maximo é R.

Em particular, concluimos que ¢(t,z) € B, (0) C U para todo ¢t > 0. Logo 0 é ponto de estabilidade estavel.

Exgrcicio 8 (D.L.5.32)

Mostre que se para um campo de vetores f : R — R™ de classe C! existe uma funcdo de Liapunov estrita
V : R™ — R definida em todo o espaco de fase, entdo f ndo possui érbitas periddicas.

Resolucao:

Se z : R — R™ é uma orbita periodica, entdo existe T > 0 tal que x(¢t + T) = x(t) para todos t € R. Logo, se V
é uma funcgao de Liapunov estrita, obtemos

V(z() =V(t+1T)) < V(z(t)).
Absurdo. Logo a érbita periddica ndo existe.
ExEercicio 9 (D.L.5.33)

Usando uma func¢ao de Liapunov, mostre que a origem é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel para o
sistema nao-linear

{ z) = —x1 — 323 — aisen(ws)
xh = —x5 — 373
Resolucao:
Seja V : R? — R dado por V (21, z2) = (2% + 23). Logo V(z) > 0, se z # 0 e V(0) = 0. Além disso,

1 1 1 1
<VV(;U1,x2), (—:cl - gmi’ - 1’%86’”(1’2)7 —2y — 3m§’>> = <(ac1, xa), <—x1 — gmi’ — x%sen(xg), —Ty — 3x%)> =

1 1 1 1
—z3 — gsc‘f — z3sen(xy) — a3 — gxg = —a? (1 + gxf + xlsen(ajg)) — 2 (1 + Bxg) <0

se (x1,x2) # (0,0). Logo V : B1(0) — R é uma funcdo de Liapunov estrita. Portanto a origem ¢ assintoticamente
estavel.

ExEercicio 10 (D.L.5.29)
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Mostre que o sistema nao-linear

2 2
Ty = —2r1 — ;9 + W71 T2
2 2
xh =11 — 2T + T0€T1 T2

em R?, tem um tnico ponto de equilibrio e uma tnica 6rbita periédica. Estude a estabilidade do ponto de equilibrio.
Resolucao:
Vamos colocar a equagdo acima em coordenadas polares. Seja x1 = rcosf e x5 = rsenfl. Assim

' cosf — rsenff’ = —2rcosh — rsend + rcosfe’
' send + rcosff’ = rcos — 2rsend + rsenfe’
Logo
cost) —rsenf r _ —2rcost — rsenf + rcosfe””
sen)  rcost ¢ rcosf — 2rsenf + rsenfe’”
Como

cost) —rsent _1_1 rcost)  rsenf
sen  rcost T\ —senf cosf )’

7’ _ 1 rcosf  rsent —2rcos — rsenf + rcosfe” _
0" ) r\ —senf cosd rcosf — 2rsenf + rsenfe’” N

1 ( —212c05%0 — r2cosfsend + r2cos*0e” + r2senfcost) — 2r2sen®0 + r2sen®0e” ) _
r

concluimos que

2rsenfcosl + rsen®d — rsenfcosfe’ + rcos?6 — 2rsenfcost + rsenfcosfe’”

( r(ei—Z) )

{rf:r(erz_z)

0 =1
Usando coordenadas cartesianas, vemos que (0,0) é um ponto de equilibrio. Usando coordenadas polares, con-
cluimos que (0,0) é o tnico ponto de equilibrio, pois f fora de uma reta {rcos(y),rsen(fp); r > 0} é conjugado a
f:10,00[ x 160,00 + 2n[ = R2, em que f(r,0) = (r (e"2 - 2) ,1). No entanto, f(r,0) nunca é igual a (0,0).

Vemos também que se r = y/In(2), entdo ' = 0. Logo
teR— (\/ln(2)cos ( ln(2)t) ,V/1n(2)sen (\/ln(Q)t))

é uma orbita periodica. Ela é tnica, pois se r > 4/In(2), entdo a fungio ¢t — r(t) é estritamente crescente e se
r < +/In(2), entdo a funcio ¢ — r(t) é estritamente decrescente. Logo orbitas periddicas ndo podem existir nestes
Ccasos.

Assim temos

Exgrcicio 11 (D.L.5.35)

Ache as singularidades e classifique-as em estaveis, assintoticamente estaveis e instaveis. Desenhe o retrato de
fase do campo 2’ = —VV(z), onde V : R™ — R & dada por

(a) V(w1,22) = af + 223,

Resolucao:

Neste caso f(x) = —VV(x) é dado por f(x1,22) = (—2x1,—4x3). A origem é a tUnica singularidade. Ela é

assintoticamente estéavel pois D f(z) = ( _02 _0 4 > Logo todos os autovalores sao negativos.
(b)V(z1,x2) = xosen(x1),
Resolucao:
Neste caso f(x) = —VV(z) é dado por f(z1,22) = (—zacos(x1),—sen(x1)). As singularidades sdo z1 = n,

n € Z,e xy =0. Vamos achar Df = —D?V
Df(z1,22) = < wasen(z,)  —cos(a) ) = Df(nm,0) = ( (0 -0 )

—cos(x1) 0



DICAS E RESPOSTAS DA LISTA DE EXERCICIOS 5 EDO II - MAP 0316 5

Logo os autovalores sdo +1. Assim as singularidades sao instaveis (Por Grobman-Hartman, qualitativamente
temos algo semelhante a uma sela na vizinhanca das singularidades);
(e)V (w1, w2, 23) = 23 + 23 + 23,

Resolucao:

Neste caso f(x) = =VV(z) é dado por f(x1,z2) = (=221, —222, —2x3). A origem ¢ a tnica singularidade. Ela
é assintoticamente estavel pois D f(x) = —2I, em que I é a identidade. Logo todos os autovalores sdo negativos.

()V (21, w9, 23) = 27 — 23 — 221 + 429 + 5,

Resolucao:

Vemos que —VV (x) = (=21 + 2,225 — 4). Logo o tnico ponto de equilibrio é (1,2). Observemos que

%V 9V 2 0
2 o dx? Ox10z .
DV(m)( 02V 62V2><0 —2)'

8118972 8’E§
Logo Df(x) = —D?V (z) tem um autovalor positivo: 2. Assim a singularidade é instavel.
(e) V(z1,79,23) = 22 (1 — 1) + 23 (v2 — 2) + 22
Resolucao:

Vemos que V(z1, T2, 23) = 23 — 23 + 23 — 223 + 23
Neste caso f(z) = —VV(z) é dado por

f(z1,20,23) = (—31‘% + 221, =323 + 41y, —2333) = (21 (=3x1 + 2), 29 (=322 +4), —223).

As singularidades séo (0,0,0), (0,%,0), (2,%,0). Observamos que

—6x; 42 0 0
Df(z1,x2,23) = 0 —6x5,+4 0
0 0 -2
Logo
2 0 2 0 0 9 4 -2 0 0
Df(0,0,0)=1| 0 4 ): 0 —4 0 Df<3 30)— 0 -4 0
0 0 0 0 -2 0 0 -2
Vemos assim que (0,0, 0) % sao instaveis e (% % O) é assintoticamente estéavel.

ExEercicio 12 (D.L.5.38)
Seja f : R — R um campo de classe C*! tal que f(0) =0 com f’(0) = 0. Mostre que
(a) 0 ¢ um ponto de equilibrio assintoticamente estavel de f se f é estritamente decrescente (t > s = f(¢) <

£(5)) em R.

Resolucao:
Seja V : R — R dado por

- " f(s)ds.

Assim (VV (z), f(z)) = —f(x)? <0, se x # 0. Além disso, V(0) =0e V(z) > 0se x # 0.
Como V é funcao de Liapunov estrita, concluimos que 0 é ponto de equilibrio assintoticamente estavel.
(b) 0 é um ponto de equilibrio instavel de f se f é estritamente crescente (t > s = f(t) > f(s)) em R.

Resolucao:
x) :/ f(s)ds
0

Seja V : R — R dado por

Assim (VV (), f(x)) = f(z)?> > 0. Além disso, V(0) =0 e V(z) > 0 se z # 0. Usamos agora o resultado do
exercicio 16 e concluimos que 0 é ponto de equilibrio instével.

(c) 0 é um ponto de equilibrio instavel de f se f é estritamente decrescente em | — oo, 0[ e estritamente crescente
em |0, 00[. Analise o retrato de fase em R nos trés casos acima.

Resolucao:
= / f(s)ds
0

Seja V : R — R dado por
Assim (VV (), f(z)) = f(z)? > 0. Além disso, V(0) = 0 e V(z) > 0 se z > 0. Usamos agora o resultado do
exercicio 16 e concluimos que 0 é ponto de equilibrio instavel.
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ExERcicio 13 (S.5.2)

Seja f : R™ — R" de classe C* tal que f(0) = 0 e (z, f(x)) < 0, Vo € R". Prove que V : R — R dado por
V(x) = ||x||? é uma fungado de Liapunov estrita para o sistema 2’ = f(z) em x = 0.

Resolucao:

Basta observar que V(z) > 0, se z # 0, e V(0) = 0. Por fim, observemos que (VV(x), f(z)) =2 (z, f(x)) < 0 se
x # 0. Concluimos assim que V' é uma fun¢io de Liapunov estrita e 0 é uma singularidade assintoticamente estavel.

EXERcicIO 14 (S.5.14)
Seja f : R — R uma funcio de classe C* tal que f(0) = 0. Considere o sistema

2" +ax’ + f(z) = 0.

Sea>0e f(x)r >0, Vz # 0, entdo 0 € R? é um ponto de equilibrio estével para o sistema de primeira ordem,
construido a partir da equagao acima.

Sugestdo: Tome V(z,y) = y? +2 [ f(s)ds.

Resolucao:

O sistema de primeira ordem é

(.o
Yy =—ay— f(x)

Agora observamos que como f(z)z > 0, entdo f(z) > O0se z > 0e f(z) <0sex < 0. Logo 2 [ f(s)ds > 0 se
x # 0. Logo V(z,y) > 0se (x,y) # 0e V(0,0) =0. Por fim,

(VV(z,y), (y, —ay — f(2))) = 2((f(2),9), (v, —ay — f(2))) = 2 (f(2)y — ay® — yf(x)) = —2ay* < 0.
Vemos, assim, que V' é uma funcao de Liapunov. Logo 0 é ponto de equilibrio estavel.

ExERrcicio 15 (S.5.9)

Sejam V : E — R uma funcdo de classe C? e f : E — R™ dado por f(z) = —VV(z). Seja & € L, (z) para algum
x € E. Mostre que f(x) =0. (Analogamente, se & € L, (z) para algum x € E, entdo f(z) =0).

Sugestao: Mostre que V' é constante em Ly, (z).

Resolucao:

Faremos a hipotese usual de que I(x) = R para todo = € E, para facilitar.

Seja & € L, (z). Logo existe ¢, — oo tal que lim, 00 ¢(tn, ) = . Assim V(Z) = lim, 00 V(¢(tn, z)). Logo,
existe M > 0 tal que para t, > M, V(¢(tn,x)) > V(Z) — 1.

Agora observamos que ¢t € [0,00] = V (¢(¢,x)) é decrescente. Vamos mostrar que é limitado inferiormente. Se
nfo fosse, existiria £ > M tal que V(é(f,x)) < V(&) — 1. Mas isto é um absurdo, pois se t,, > f, entdo

V(g(t,x)) < V(2) — 1 < V($(tn, ),

contrariando o fato de V ser ndo crescente. Assim, ¢ € [0,00[ — V (¢(¢,2)) é decrescente e limitado inferiormente.
Concluimos que existe lim; oo V (¢(t, 2)). Como V(&) = limy, 00 V(¢(tn, 2)), concluimos que lim;_,oo V (6(t, 2)) =
V(2).

Seja ¢ outro elemento de L, (z). Logo

V(i) = Jim V ((t.2)) = V (@),

Logo V é constante sobre L, (z).
Sabemos que L, (z) ¢ um conjunto invariante, ou seja, ¢(¢, &) € L, (z) para todo ¢ € R. Logo

= Ly o) = V@, @) = - IF @2

0=
dt 0

Assim f(%) = 0.

ExERcCICIO 16 (S.5.5)

Seja zo um ponto singular de 2’ = f(z), em que f: E — R" ¢ de classe C', E C R™ é um aberto. Seja V uma
fungio C! definida numa vizinhanga de z tal que (VV (x), f(x)) > 0 para todo = # zg e V(zg) = 0. Se em toda
vizinhanga de zg existe x tal que V(z) > 0, entdo zo é instavel. Sugestdo: Veja a demonstra¢do do Teorema 5.17,
capitulo 5, do livro do Sotomayor.

Resolucao:

Suponha que x( seja estavel. Seja ¢ > 0 tal que B.(zo) C E. Logo existe 0 < § < € tal que se ||z — x| < 4,
entdo ||¢(t, ) — xol| < €, para todo t > 0. Seja y € Bs(xg) tal que V(y) > 0. Como V é uma funcio continua,
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existe § > 0 tal que se ||z — zo| < 4, entdo V(z) < @ Como t — V(¢(t,y)) é uma funcio crescente, pois
%V((;S(t,y)) = (VV(o(t,y)), f(o(t,y))) > 0, concluimos que t — ¢(t,y) estd confinada na regiao Bc(zo)\B;s(xo).

Seja r := min {(VV(.T), fx)); xz € Be(xo)\Bg(xo)}. Logo r > 0 pela continuidade de z — (VV (x), f(x)) e por

esta fungao ser positiva no compacto B.(x)\Bj(zo). Assim

Vol = V) + [ SV = Vi) + [ (TV(6(s.0). f6ls ) ds > Vi) + 1.

Logo lim;—,o V(¢(t,y)) = oo, ou seja, t — V(¢(t,y)) ndo é uma funcdo limitada para ¢ > 0. Mas isto é um
absurdo, pois V' é continua e, portanto, limitada em B.(z¢). Além disso, ¢(t,7) € Bc(zo), para todo t > 0. Logo
t— V(¢(t,y)) deveria ser uma fun¢io limitada para t > 0.

Concluimos assim que xy nao é ponto de estabilidade estavel, ou seja, é instavel.

ExERcicio 17 (S.5.6)

Seja zo um ponto singular de 2’ = f(z), em que f : E — R" & de classe C*, E C R™ aberto. Seja V : W — R
uma fungao de Liapunov estrita de zo. Entdo, para cada ¢ > 0 tal que V=1 ([0, ¢]) é compacto, tem-se V=1 ([0, c]) C
By(x0) (bacia de atracdo de )

Resolucao:

Seja y € V=1 ([0, ¢c]). Queremos mostrar que lim;_, ¢(t,y) = x¢. Suponha que isto ndo ocorra. Logo existe um
€o > 0 e uma sequéncia t,, — oo tal que ||¢(tn,y) — xo|| > €9. Como V(y) < ce V & uma fungio de Liapunov estrita
(portanto t — V(¢(t,y)) é decrescente), concluimos que ¢(t,,y) € V=1 ([0,c]) para todo n. Como V~1([0,c]) é
compacto, podemos passar para uma subsequéncia de t,, e assumir que ¢(t,,y) converge quando n — oo (estamos
denotando a subsequéncia como t,, mesmo, para facilitar). Seja § = lim, o0 ¢(tn,y). Logo V(§) < V (é(tn,y))
para todo n. Como ¢, — oo e t = V(¢4(t,y)) é decrescente, concluimos que V(7) < V(¢(t,y)), para todo t > 0.
Além disso, como ||¢(t,,y) — xo|| > €0, para todo n, concluimos que § # xp.

Sabemos que V(g) > V(#(1, 7)), novamente por V ser uma func¢do de Liapunov estrita e § pertencer a W\ {xo}.
Por continuidade do fluxo ¢ e da fungdo V, concluimos que existe uma vizinhanga aberta Z de § tal que

V(y) > V(é(1,2)), Vze Z
Mas para n suficientemente grande ¢(t,,,y) € Z. Logo

V(o1 + tn,y)) = V(S(1, (tn,y))) < V(7).
Isto é um absurdo, pois V(§) < V(o(t,y)) para todo ¢t > 0. Logo lim;—, ¢(t,y) = xo.

ExErcicio 18 (S.5.12)

Seja f : R™ — R™ de classe C! tal que f(0) = 0. O ponto 0 é chamado de globalmente estavel se for estavel e
lim;_, o, ¢(t) = 0 para toda solugdo ¢ de =’ = f(x).

Seja V : R™ — R uma funcao de Liapunov estrita para a equac¢do acima em 0. Suponha que para cada ¢ > 0
dado exista R > 0 tal que ||z|| > R implica V' (z) > ¢, Yo € R™. Entao, 0 é um ponto globalmente estavel.

Resolucao:

O ponto 0 é estavel, pois existe uma funcao de Liapunov para f em 0, por hipotese.

Consideremos agora x : I — R™ uma soluc¢do de 2’ = f(z). Seja z¢ € R™ tal que z(0) = xo.

Seja ¢ = V(xp). Com as hipoteses do exercicio, V~1([0,¢]) é compacto, pois é fechado, ja que V é uma funcao
continua e [0, c] é um conjunto fechado, e é limitado, pois existe R tal que se ||z|| > R, entdo V(z) > ¢, ou seja,
V=1([0,¢]) € Br(0) (bola fechada de raio R). Assim pelo resultado do exercicio 17, concluimos que V=1 ([0, ¢]) C
By(0), ou seja, limy—, o z(t) = 0. Como x é uma solugdo arbitraria, concluimos que 0 é ponto globalmente estavel.

Exercicio 19 (S.5.13)

Mostre que toda forma quadrética V' : R™ — R definida positiva satisfaz a condi¢ao: dado ¢ > 0, existe R > 0
tal que |z| > R implica V(x) > ¢. Prove novamente que a origem é um ponto é globalmente estével para ' = Az,
onde A é um operador linear em R™ cujos autovalores tém parte real < 0.

Observacao: Uma forma quadréatica em R™ é uma funcdo ¢ : R® — R da forma ¢(z) = B(z,z), em que
B :R" x R" — R é uma forma bilinear (B(az +y,2) = aB(x,z) + B(y,z) e B(z,ax + y) = aB(z,z) + B(z,y),
para todo z,y,z € R" e a € R) e simétrica (B(y, z) = B(z,y), para todo y,z € R™)

Resolucao:

Seja V : R® — R uma forma quadratica definida positiva, ou seja, V(z) > 0 para todo x € R™. Seja B : R™ x R"
uma forma bilinear simétrica tal que V(z) = B(xz,x). Seja r := inf {V(z) : ||z|| = 1}. Sabemos que r > 0, pois
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{z € R" : ||z|| = 1} é compacto, V é uma fun¢io continua e V' (x) > 0 para todo x # 0. Assim, se x # 0, temos

v = (lety) =B (et g ey ) = 1e°B (g ) =1tV () 2 .

Assim, dado ¢ > 0, concluimos que se ||lz|| > /<, entao V(z) > r< = c.
Vamos agora provar que 0 é um ponto globalmente estavel. Para tanto, vamos definir a forma bilinear simétrica
B:R" xR" = R por

B(m,y)z/o <etAx,etAy> dt.

Observemos que B esta bem definida, pois como todos os autovalores de A tém parte real negativa, sabemos que
et < Ce™ ™, para algum C > 1 e 7 > 0. Logo

o0 o0 o0
| et ety ae < | wmﬂwmﬂﬁg(/ wa%w)wwy<m.
0 0 0

Por fim, verificar que B ¢ bilinear e simétrico é simples.

Seja V : R" — R a forma quadratica associada a B, V(z) = B(z,z). Logo V é definida positiva, pois V(z) =
B(z,x) = [;° (e"z e a)dt = [[7 HetAxHth. Assim V(z) > 0 e se V(z) = 0, entdo como t HetAa:HQ é uma,
funcdo continua e positiva, vemos que fooo HetA:szdt = 0 implica que ||etAac||2 = 0 para todo ¢t € [0,00]. Em
particular, isto vale para t = 0, ou seja, = 0. Concluimos que V(z) > 0, se = # 0.

Vamos agora verificar que V' é uma funcdo de Liapunov estrita. De fato,

(VV(z), f(z)) = disv (z+sf(x)) L = % h <€tA (z+sf(z)), e (z+ sf(x))> dt

Como f(x) = Az, concluimos que

o [Ta A
50—2/0 (e'tz, e f(x)) dt.

oo

(VV(z), f(x)) = 2/Oo (" Az, et tz) dt = / % ((e"z,e'z)) dt = (e'a, etA:B>’SO = —||z||* <0,
0 0

se  # 0. Assim V é uma funcdo de Liapunov estrita que satisfaz as condi¢oes do exercicio 18. Concluimos que a
origem é um ponto globalmente estéavel.



