DICAS E RESPOSTAS DA LISTA DE EXERCICIOS 4 EDO II - MAP 0316

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/EDO2

Os exercicios a seguir foram selecionados dos livros dos autores Claus Doering-Artur Lopes e Jorge Sotomayor.
(S.X.Y) indica exercicio Y do capitulo X do livro do Sotomayor. (D.L.X.Y) indica exercicio Y do capitulo X do
livro dos autores Claus Doering e Artur Lopes.

Nos exercicios abaixo f sempre denota um campo de classe C'.

ExErcicio 1 (D.L.5.1)
Verifique para quais sistemas lineares ' = Ax, com A € M5(R) em forma de Jordan, a origem é uma singularidade
estavel e para quais a origem ¢é instavel.
(A0
A= (%)

Resolucao:
1) Seja
Se A1 ou A2 for maior do que zero, a origem é uma singularidade instavel. Se ambos forem estritamente menores
do que zero, a origem é uma singularidade assintoticamente estavel. Se forem menores ou iguais a zero e algum dos
dois for igual a zero, entdo a origem é estavel, mas ndo assintoticamente estavel (indiferente).

2)
a b
—b a )
Se a > 0, entdo é instavel. Se a < 0, entdo é assintoticamente estavel. Se a = 0, entdo é estével, porém nao é
assintoticamente estével (indiferente).
A0
1 X))

3)
Se A > 0, entao é instavel. Se A\ < 0, entao é assintoticamente estavel. Se A = 0, entao é instavel.

ExErcicio 2 (D.L.5.2)

Mostre que a origem é sempre um ponto de equilibrio instével para um sistema linear 2’ = Az definido por uma
matriz A € M,,(R) que tem pelo menos um autovalor complexo com parte real positiva.

Resolucao:

Seja A um autovalor com parte real positiva.

Suponha que A seja um numero real. Logo, dado uma vizinhanc¢a qualquer da origem, existe um vetor v # 0 € R™
contido nesta vizinhanga tal que Av = Av. Logo e'4v = ¢"*v. Como limy_,« ||e"*v|| = oo, concluimos que e4v néo
estd contido em nenhuma vizinhanga limitada de 0. Logo a origem é instavel.

Suponha que A = a + ib, em que @ > 0 e b # 0. Seja u + iv € C™ um autovetor complexo de A. Assim

A(u+iv) = (a+ib) (u+iv) = (au — bv) + i (av + bu) .
Logo
Au = au — bv
Av=bu+av ’
Assim, podemos verificar explicitamente que x(t) = ae® (cos(t)u + sen(t)v) é solugao de 2’ = Az com x(0) = au,
a > 0. . Logo, dado uma vizinhanca qualquer da origem, existe um nimero o > 0 tal que au pertence a esta
vizinhanga. Como lim;_, ||(t)|| = oo, concluimos que a imagem de ¢t € Ry +— z(t) ndo esta contida em nenhuma
vizinhanga limitada de 0. Logo a origem é instavel.

ExEercicio 3 (D.L.5.3)
(a) Dé um exemplo de um campo com singularidade estével nao isolada.
1
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Resolucao:
Seja A = ( Bl 8 ) Assim as singularidades de ' = Az sdo {(0,y),y € R}, ou seja, ndo sdo isoladas. No

entanto, sao estaveis. De fato, vamos mostrar que (0,yo) é uma singularidade estével. Dado € > 0, seja 0 < ¢ < e.
Assim se [|(z,y) — (0,y0)|| < d e t > 0, entdo

le (¢, (2,9) = (0,501 = || (we™" ) = (0,50)[| = [[(ze™" v = wo) || < Iz, — o) < b <.

Acima ¢ denota o fluxo de ' = Ax.

(b) Dé uma condicdo para que um campo linear 2’ = Az, com A € M, (R), tenha a origem como singularidade
isolada.

Resolucao:

Vamos mostrar que a origem ¢é isolada se, e somente se, A é uma matriz inversivel.

Se A é inversivel, entao Az = 0 se, e somente se, z = 0. Logo 0 é a tunica singularidade e é, portanto, isolada.

Se A nao é inversivel, entao, por ser matriz quadrada, nao define uma transformacao linear injetora de R™ em
R™. Logo existe v # 0 tal que Av = 0. Assim o conjunto {\v, A € R} esta contido no conjunto do ponto de
singularidades de A. Toda vizinhanga da origem contém, desta forma, infinitas outras singularidades. Concluimos
que 0 nao é um ponto de singularidade isolado.

ExEercicio 4 (D.L.5.4)

Mostre que toda singularidade assintoticamente estavel é uma singularidade isolada.

Resolucao:

Suponha que xg seja um ponto de singularidade assintoticamente estével de ' = f(z). Logo existe uma vizi-
nhanga aberta de xg, W, tal que se x € W, entdo [0,00[C I(x) (ou seja, o fluxo estd definido para todo os reais
positivos se x € W) e

tll)rgo o(t,x) =x0, Ve €W (%)

Logo a tunica singularidade que existe em W é o ponto xg. De fato, se T € W é uma singularidade e & # xo,
entao
lim ¢(t,Z) = Z.

t—o00

Isto contradiz a afirmagdo (). Concluimos que xy é uma singularidade isolada.

Exgrcicio 5 (D.L.5.5)

Mostre que uma conjugacao entre campos de vetores leva singularidades assintoticamente estéveis em singulari-
dades assintoticamente estaveis.

Resolucao:

Sejam 2’ = fi(x) e 2’ = fao(x), em que f: E; — R" e fy : B3 — R" sdo campos de classe C'. Seja g : By — Fy
uma conjugacdo (basta ser topologica) e xo uma singularidade assintoticamente estavel de f;. Denotemos por ¢; o
fluxo de f; e por ¢5 o fluxo de fs.

Logo yo = g(xo) € uma singularidade assintoticamente estavel. Vamos provar por partes:

1) O ponto yp € uma singularidade.

De fato,

$2(t,y0) = g (¢1(t,20)) = g(z0) = Yo-

Logo t — ¢2(t,y0) é uma fungio constante. Assim fo(yo) = %(O,yo) =0.

2) O ponto yo é uma singularidade estavel.

Seja U C Eo uma vizinhanca de yo. Logo ¢! (U) é uma vizinhanga de xo. Como x( ¢ uma singularidade estével,
podemos achar uma vizinhanga aberta de xo, W C g~(U), tal que para todo z € W, o fluxo est definido para
todot>0e

é1(t,x) € g1 (U), Yo € W, Vt > 0.

Assim seja V := g(W). Logo V é uma vizinhanga aberta de yg e V = g(W) C go g~} (U) = U. Além disso, se
r€Vet>0, entdo g l(x) e We

pa(t,x) =g (o1 (t.g7" (@) €g (97" (V) CU.

Logo yo ¢ estavel.
3) O ponto yy é uma singularidade assintoticamente estéavel.
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Como x ¢ assintoticamente estével, dado U C Fy, podemos escolher uma vizinhanga aberta de xo, W C g~ 1(U)
que satisfaz as propriedades do item 2) acima e que satisfaz

lim ¢1(¢t,z) =z, Yz € W.
t—o00
Assim, se x € V = g(WW), temos
. o . —1 _ _
Jim go(t,2) = lim g (61 (t.97" () = g (20) = w0,

em que usamos a constinuidade de g e g~ '.

ExEgrcicro 6 (D.L.5.6)
Mostre com um exemplo que se f é um campo de vetores ndo-linear tal que D f(0) = 0, é possivel ter

() =0
para toda solugdo de 2’ = f(z), sem que os autovalores de D f(0) tenham parte real negativa.

Resolucao:
Seja ' = —a3. Logo D f(0) = 0. No entanto, se z(0) > 0, entao

z(t) s—2 z(t) 1 1
x0) S 2 a0 z(t)?  x(0)?
Concluimos, assim, que
—— =2+ ——— = z() = :©
2(t)? 2(0)2 (t) _ﬁ, z(0) <0
x(0)

Vemos assim, que as solugoes estdo definidas para todo t > 0. Seja agora dado um e > 0. Logo existe 6 > 0
(basta escolher § < €) tal que se ||z|| < 0, entao

1

ot z)|| = ——= <zl <d<e
2+ 5
Assim 0 é um ponto de equlibrio estavel. Por fim
1
lim ¢(t,z) = lim +—— = 0.
t—o00

t—o0 /2t + L%

Logo 0 é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

ExEercicio 7 (D.L.5.10)
Seja f : E — R? o campo de vetores dado por

f(p,,w) = <¢7n2w2sen¢cos¢ — gseng — %1/), %cosqﬁ — ?) ,

com E =0, 5[xRx]0,00[. (Este campo aparece no problema do “regulador automaético de pressao”. Mais informa-
¢Oes sobre a origem deste campo podem ser encontradas na se¢do 5.3 do livro do Artur Lopes e Claus Doering).

(a) Mostre que f(¢,1,w) = (0,0,0) se, e somente se, kcos¢p = F, 1 = 0 e n?w?cos¢ = g. Denote a tinica
singularidade de f em E por (¢0,0,wo).

Resolugao: Vemos que f(¢,1,w) = (0,0,0), se e somente se,

=0
n*w?sendcosp — gsend — % =0,
%cosqﬁ — % =0

ou seja, ¢ = 0, kcos¢ = F e n?w?cosp — g = 0. Note que seng # 0, pois 0 < ¢ < 5
(b) Calcule a matriz jacobiana A = D f(¢g,0,wq) de f na singularidade.
Resolucao:

Temos
0 1 0

Df(¢p,0,w) = | n*w?cospcosp — n*w?sengseng — gcosp —% 2n2wsengcoso
—%sen¢ 0 0
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Logo
0 1 0
Df(¢0,0,wp) = angcos%cosgbo — nzwgsengbosengbo — gcosog —% 2n2wosen¢ocos¢>o
k
—sengqg 0 0

(c) Mostre que
3/\2 gsen2¢o)\ 2kgsen® ¢

_ _\3 _
PN ==X m coS¢pg Jwo

¢ o polinémio caracteristico de A.

Resolucao:

Basta calcular o determinante det (D f(¢o,0,wo) — AI).

(d) Mostre que todos os autovalores de A tém parte real negativa se, e somente se,

bJ  2kcospy 2F 2kg
= > = =

m wo wy  niw

Resolucao:

Basta observar que as raizes de p()\) sdo as raizes de p(A) = A3+ 2% + gsen®éo 5 | Zkgji)?)2¢o‘ Logo devemos ter

cospo
asai > ag. Assim
b gsen? 2kgsen? bJ 2k
29 b0 > 9 %o = — > —co0s¢.
m  cosgq Jwo m W
As outras relages seguem das igauldades do item a).
(Sugestdo: Use o seguinte resultado: Seja p(\) = A3 4+ a2 A% + a1\ + ap. Logo as raizes de p tém todas as partes

reais negativas se, e somente se, ag > 0, a; > 0, ag > 0 € aza; > agp.

ExErcicio 8 (D.L.5.11)

Dizemos que um ponto de equilibrio zg de um campo de vetores f : E — R” do aberto £ C R™ é uma fonte
de f se a matriz Df(xg) € M, (R) tem todos autovalores generalizados com parte real positiva. Dizemos que o
ponto de equilibrio xy é assintoticamente instével se xy ¢ um ponto de equilibrio assintoticamente estavel para o
campo oposto — f, cujas trajetorias coincidem com as de f exceto pelo sentido de percurso. Use o Teorema 5.3 para
mostrar que se xo é uma fonte de f entdo zg é uma singularidade assintoticamente instavel para f.

Resolucao:

Basta observar que os autovalores de —D f(x() sdo iguais a menos os autovalores de D f(xp). (De fato, pa(A) =
det (A — A) = (=1)"det (=M + A) = (=1)" p_a (—A). Ou seja, as raizes de p4 sdo iguais a —1 vezes as raizes de
p-a)-

Assim, se xo é uma fonte de f, entdo os autovalores complexos de D f(zg) tém parte real positiva. Logo, os
autovalores complexos de —D f(zp) tém autovalores complexos com parte real negativa. Assim zy é um pogo
para —f. Logo zo é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel para —f. Assim, é um ponto de equilibrio
assintoticamente instavel para f.

ExEercicio 9 (D.L.5.14)
Seja A € M, (R) uma matriz com todos autovalores de parte real estritamente menor que um ndimero real «
negativo. Mostre que existe um tg > 0 tal que para toda solu¢ao x de z’ = Ax temos

l= (@) < e,

para todo t > tg.

Resolucao:

Sabemos que a solugdo z(t) = (z1(t),...,z,(t)) é tal que z;(t) é combinagdo linear de termos t/cos(bt)e® e
tisen(bt)e®, em que a + bi sdo os autovalores de A. Sabemos que a < « para todo autovalor a + ib de A. Logo

lim e~ "7 cos(bt)e™ = lim e~ "t/ sen(bt)e™ = 0.
t—o00 t—o0
Isto implica que lim;_, o, e "2 (t) = 0, paratodo j = 1, ..., n. Assim lim;_, e "*z(t) = O e, portanto, lim;_,o, e ||z (t)|| =
0. Logo, existe to > 0 tal que se t > to, e 7' ||z(t)| < 1, ou seja,
lz(@®)]l < e,

para t > tp.

ExEercicio 10 (D.L.5.18)
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Classifique (estavel, assintoticamente estavel, instavel, indiferente, isolado) o comportamento do campo linear A
na origem, nos casos seguintes:

(a) 0 € M,(R)

Resolucao: As solucoes sdo constantes. Logo todos os pontos sdo estaveis e as singularidades nao sao isoladas.

0 1
o (o o)
Resolucdo: As singularidades sdo {(x,0); € R}. Logo ndo sdo isoladas. As solucoes do problema sdo (z(t),y(t)) =
(zo + tyo,yo)- Os pontos de equilibrio ndo sao estaveis. De fato seja (xg,0) um ponto de equilibrio. Logo, dada uma
vizinhanca de (z¢,0), esta vizinhanga deve conter um elemento da forma (zg,yo) para um yo # 0 suficientemente

pequeno. Porém limy;_, ||(zo + t¥0, o) = ¢ (¢, (x0,%0))|| = oo (¢ denota o fluxo da EDO em questdo). Logo a
solugdo nao esta confinada a um aberto limitado. Logo (zo,0) ndo é uma singularidade estavel.

1 2
@)(2 —2)
Resolucao:

Os autovalores sao —3 e 2. Logo a origem é a tunica singularidade e, assim, ela é isolada. Como 2 > 0, a
singularidade é instével, pelo exercicio 2.

-1 2 0

df -2 -1 0

0 0 0
Resolucao:

As singularidades sio {(0,0,2); z € R}. As solugdes sio da forma z(t) = cos (V/3t) v1 + sen (v/3t) v2 + 2ok, em
que v; e vy sdo vetores em R? x {0} e k= (0,0,1). Para concluir isto, basta observar que os autovalores sio +iv/3
e 0. Com esta expressao é facil demonstrar que as singularidades sdo estaveis, porém nio sdo assintoticamente
estaveis (sdo indiferentes).

-1 2 0
el -2 -1 0
0 0 -1
Resolucao:

A origem é a tunica singularidade. Portanto ela é isolada. As solugbes sdo da forma x(t) = cos (\/§t) v +
sen (\/gt) vy + zge "'k, em que vy e vy sd0 vetores em R2 x {0} e k= (0,0,1). Para concluir isto, basta observar
que os autovalores sdo +iv/3 e —1. Com esta expressdo é facil demonstrar que a origem é estavel, porém nao é
assintoticamente estéveis (é indiferente).

0 -1 0 0

1 0 0 0
(®) 0 0o 0 -1

0 0 -1 0
Resolucao:

A origem é a tunica singularidade. Ela é instavel, pois os autovalores sdo +i e +1. Como 1 > 0, basta usar o
exercicio 2.

-1 0 O
1 0 0 0
®1 1 0 o -1
0 0 -1 0
Resolucao:

Novamente a origem é a unica singularidade. Ela é instavel, pois os autovalores sdo +i e £1. Como 1 > 0, basta
usar o exercicio 2.

ExErcicio 11 (D.L.5.20)

(a) Resolva a equagdo ndo-linear de primeira ordem 1’ =r (1 — r?).
Resolucao:

Temos

L S
o £(1-67) v
Resolvendo a integral obtemos o resultado dado em sala de aula.
(b) Obtenha explicitamente o fluxo do campo néo-linear f : R? — R? dado por

flzy,22) = (xg + z1 (1 ,ﬁ fxg) ,—T1 + To (1 ,ﬁ f:vQ)) .
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(Sugestao: mude para coordenadas polares e use o item anterior)
Resolucao:
Seja. 7’ =7 (1 —r?) e ¢’ = 1. Facamos a mudanca de variéveis x1 = rsenf) e x5 = rcosf. Logo

2 = sendr’ + rcosf’ = rsenf — rsendr® + rcosd = x1 — x11° + 19 = T4 (1- z? — x%) + 2
y' = cosOr’ — rsenff’ = rcosd — rcosfr® — rsenf = x5 (1 — 23 — 23) — a1
Vemos assim que o sistema dado por f é conjugado ao sistema do item a com a conjugacio g~ (r,0) =
(rsenb, rcost).
(c) Esboce o retrato de fase do campo néo-linear f do item anterior.

Resolucao:
Ver nas anotagoes de sala de aula ou no livro do Artur Lopes e Claus Doering.

ExERrcicio 12 (D.L.5.21)

(a) Obtenha a expressdo cartesiana do campo de vetores f : R? — R? que corresponde, em coordenadas polares,
ao sistema

onde 1(0) = 0 e, para r > 0, ¢(r) = r’sen (+).

Resolucao:
Seja x = rcost e y = rsend.
Logo

1 1
2’ = coslr’ — rsenff’ = rcosfrsen () —rsenl = /22 + y2sen <> —y
r

1 1
Yy = senfr’ + rcosf’ = rsenfrsen (> + rcost = x+/2? + y2sen () +z
r

Assim concluimos que

1 1
flz,y) =ava? +y2sen | ——— | —y, 222 +92sen | —— | +2 | .
( ) /22 + y2 /22 + y2
b) Mostre que em cada vizinhanca da origem existe uma orbita periédica de f envolvendo a origem.
& g

Resolucao:
Basta observar que r = --- e § = ¢ ¢ solugdo. Assim (z(t),y(t)) = (7=cos(t), -=sen(t)) é solu¢io. Para toda

nm ) nmw

vizinhanca de 0, basta ecolher n suficientemente grande tal que B 1 (0) esteja contido na vizinhanca. Isto implicara,
que a solucao também estd contida na vizinhanca. "

(c) Mostre que a origem é um ponto de equilibrio estével para f.

Resolugdo: Seja e > 0. Escolho § = -1 < e. Logo se (z,y) € Bs(0), entdo ¢(t, (z,y)) € Bs(0) para todo t > 0. De
fato, se isto ndo for verdade, entdo existe £ tal que ¢(Z, (x,y)) € dBs(0). Como dB;s(0) é uma érbita e duas orbitas
se cruzam se, e somente se, sdo iguais, isto implica que (z,y) = ¢(0, (x,y)) € 0B;s(0). Mas isto é um absurdo. Logo
a solucdo fica confinada dentro da bola B;s(0). Em particular, estd definida para todo ¢t € R (ndo tem como sair do
compacto Bs(0).

ExERrcicio 13 (D.L.5.22)

Um a particula move-se numa reta sob a influéncia de uma forca newtoniana que depende somente da posicao
da particula. Mostre que se a for¢a é exercida na dire¢do de 0 € R e é nula em 0, entdo a origem é um ponto de
equilibrio estavel para o sistema mecanico. (Sugestdo: estude a energia total do sistema)

Resolucao:

Temos

(t) =y
y'(t) = 5 F()

T m

z'(t) =y
(1) = — 5 @ (@)

Sabemos que Er(z,y) = 2y + V(x) é constante e que V(z) = — [) F(s)ds. Logo V'(z) = —F(x). Assim como
F(z) <0,se z>0e F(z) > 0, se x < 0, concluimos que V é estritamente crescente se x > 0, e V & estritamente
decrescente se x < 0.

Para mostrar que (0,0) é uma singularidade estavel, basta agora ver que quanto menor a energia, mais proximo
a solugdo estd na origem. Basta agora formalizar o argumento.

=
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ExEercicio 14 (D.L.5.23)

Sejam f : E — R™ um campo de vetores e zg € F uma singularidade de f. Sabemos que se todos os autovalores
generalizados de Df(xg) € M,(R) tém parte real negativa entdo existe uma vizinhanca U de xy em F tal que
lim;_, o, 2(t) = x0, para qualquer solugdo z : R — R™ de 2’ = f(x), com 2(0) € U . Verifique se a reciproca ¢é vélida.

Resolucao:

Ndo. A reciproca nao é valida. Ja vimos no exercicio 6 que a origem de 2/ = —23 tem esta propriedade: Na,
verdade, lim;_, o, 2(t) = 0 para toda solugdo da EDO. No entanto, D f(0) = —3x2‘x=0 = 0. Logo o tnico autovalor
complexo da matriz 1 x 1 Df(0) é 0. Logo ndo tem parte real negativa.

Para um exemplo em R?, basta considerar

(CE/, y/) = (_:1"37 _y3) .

ExErcicio 15 (S.5.4)
Considere o sistema
¥ =At)z+g(z), 0<t<+o0, |z <b, xzeR",

em que A : [0,00[— M,(R) e g: {zeR" |z| <b} — R"™ sao fungdes continuas e g(x) = o(|z|). Seja t — P®(¢) a
matriz fundamental de ' = A(t)z tal que ®(0) = I. Suponha que existam K > 1 e p > 0 tais que || ®(¢)®(s) 7| <
Ke #t=) t s> 0. Logo x(t) = 0 é uma solucio estavel.

Resolucao:

Repita os argumentos do livro do Sotomayor. Cap. 5.



