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V: W → IR É LYAPUNOV DE f Em yo SE g.
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CAMPO DE VETORES C "
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SINGULARIDADE . Se
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EXISTE FUNÇÃO DE ↳APUNOV PARA f EM yo ,

ENTÃO yo É PONTO DE EQUILÍBRIO ESTÁVEL.

Denoi SEOA vi. W → IR UMA função DE LYAPUNOV PARA f Em y . .

( y.eu , WEE ) ,

DADO UM ABERTO U T.cl. Joe UCE ,

VAMOSMOSTRARQUEZUMADERty.EE/OtneUFt70V-neZ
⇐ yo É PONTO DE EQUILÍBRIO ESTÁVE
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VAMOS DEFINIR Z : = { n e Bly ., f) ; Vlnl Td } . Com Uly. ) - Oca

E yo E BI
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ÊXEMPLOS 1) SE n. É MÍNIMO LOCAL ESTRITO DA ENERCIA POTENCIAL

DE UM SISTEMA MECÂNICO CONSERVATIVO
,
ENTÃO (no, O) É PONTO

DE EQUILÍBRIO ESTÁVEL DO SISTEMA .

"
"
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ii. li:*:*:D
SÃO EQUILÍBRIOS ESTÁVEIS ( com VELOCIDADE O) .

Exime a
'
- 2n.la, - 1) I'm né #

{ %} : :{ 1ns - l ) ⇐ lniiniini) . s)

flxnx.rs)

O QUE SABEMOS SOBRE A SINGULARIDADE 10,90) ?

ÔMETRO ) VAMOS CALCULAR Pfl90,0) E SEUS AUTOVALORES .
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÷:÷i.in?:::i:0......ESTÁVEL .

LOGO SE Df TEM AUTOVALORES COM PARTE REAL ZERO
, NÃOPODEMOS

CONCLUIR NADA
.

2°MÉ : VAMOS TENTAR ACHAR FUNÇÃO DE ↳APUNOV

VAMOS TENTAR ALGO DO TIPO VINI , na, Ms) = AXÍ -1 AÍ + CÁ, a70,170,00.

TEMOS Que VIO, 0,01=0 E VIU
, , na.rs/7O=Vl90,0/,sE/n,xa,ts)tlO,o,D .

BASTA MOSTRAR QUE ( PV lanna , as) ,µ,, na, Ms) ) E O NUM ABERTO

QUE CONTÉM 1010,0 ) .

(PV (mina , ns ), fln ,.mn/)--f(2axi,2bx.,2cxs),/2xaxz-2xa,-mns-im,-mD--4ax,xms-4axixa
- 2 bxixax, -121mm - 2cm

'

,
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'
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CONCLUSÃO ESCOLHENDO 9=1
,
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,
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✓ (mira , xz ) = Xi + 2X: + XÍ , TEMOS QUE

{ Dvlxnxyxs ) , flxyx.in/d---2xiF0 ⇒ VÉ Função
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= -ht MOLA SEM ATRITO.
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VAMOS MOSTRAR QUE 10,0) É EQUILÍBRIO ESTÁVEL .

DEFINE Vlxiy ) = 7- y
'
t FX ' ENERCIA .

1) VIGO) = O e Vlx , g) 70 se Ing) # 10,0) .

2) CPV lxyl , fingi > Slhx.my/,ly,-h-mxD--hxy-m1myx--o.
- - FO .

ou f
✓ É FUNÇÃO DE LIADVNOV ⇒ 10,0 ) É EIQUILÍBIIO ESTALEI .



FUNÇÕES DE LIAPUNOV ESTRITAS IE Pontos ASS. Estáveis) .
-

Definição SERA f: EÊIR" → IR
"

DE classe C"
E

g.
E E uma sina-

CARIDADE (flyd = O) . UMA FUNÇÃO DE LIAPVNOV ESTRITA V: W → IR PARA

f Em Y . É UMA FUNÇÃO CONTÍNUA EM WÊ E
,
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1) Vlyo ) -_ O e Vlyl 70 , se yewllyul.

2) § (Volyit)) ) TO PARA TODA solução y : I →W DE g) ltleflytti) .

OBSERVAÇÃO : 2) ⇐ < pvlyl, fcyld SO . , ttye W, pois.

ddtlvlylti) ) = CPVIJITD , y'all = CPVIJHD , flyittl )
- -

< o 5--3 CO

IMPORTANTE : SE vi. W→ IR É DIFEIIENCIÁVEL E Kyoko, Hyto, y#yo,

Então CPVIYI , fly) ) FO =p V É LIAPVNOV

< PVIYI, fiy ) ) TO ⇒ V É LIAPUNUV ESTRITA .



TEOREMALIAPUNOVI-r.SEos f: E → M
"

DE CLASSE C
"
E

g. UMA SINGULARIDADE DE f. SE EXISTE UMA FUNÇÃO DE Liapvnov

ESTRITA PARA f EM yo, ENTÃO yo É PONTO DE EQUILÍBRIO
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VAMOS SUPOR QUE bin ttn) não SERA IGUAL A y. PADA
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ALGUM Ã e ¥ ( OU O LIMITE NÃO EXISTE OU CONVERGE PARA OUTRO Ponto!

Como NÃO VALE limoalã ) - yo , ENTÃO 7 E. 70
-tab

E {Ando } nem, tn → n , t.a.IO/tnInt-y.l/7E.,VneNV.
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,

ENTÃO ] UMA SUDSEQUÊNCIA ⑥try IT
) QUE CONVERGE PARA

ãe Blat
.
( É CLARO aue Hã - y.lt > Eu ) .

^ olá! !" .la. "
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.
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,
pois VII ) sa .



Sabemos Que Vtã) -_ Vflooiã) ) } VIIQIÃ))
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COMO ¢ , E V são CONTÍNUAS , ENTÃO J um ABERTO YCTE T - a
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ÁMEN : FUNÇÃO DE LIAPUNOV.

Sean. V:P
'
→ A DADA por VK.gl -_ tlxaty )

1) VIO, 01--0 ,
VA, g) 70 , se ↳g)7/0,0)
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