EXERCICIOS PARA ENTREGAR - EDP - MAP 5712 (MAP 0413)

Data de entrega: dia 25 de fevereiro de 2021.
Resolva individualmente. Nao aceitarei listas de exercicios iguais.

1. EQUACAO DE LAPLACE

Neste exercicio, queremos achar a funcio de Green para o bilaplaciano A2, ou seja, o laplaciano aplicado duas

vezes:
) n 62 n n
Ay = AAu = 2 37%2 Z Z 3x28x

j:l =1 j=1
Abaixo U C R? ¢ um aberto limitado de classe C°.
a) Mostre que se u € C*(U) e v € C*(U), entao
v 0Au
[ autsvay = [ vwarumars [ (s - v’ w) dsw),
U U au v v

Dica: Use a segunda identidade de Green do formulario com escolhas adequadas de f e g.

b) Mostre que se u € C*(U) e v € C*(U), entdo

0Av ou ov 0Au
/UU(y)sz(y) — v(y)A%u(y)dy = /aU (u(y) 5, W) — 5, W) Av(y) + Auly) - (y) — (y)v(y)> dS(y).

Dica: Use o resultado do item a).

c) Seja v : R*\ {0} — R a fungdo v(z) = & |z[*In (Jz]), z = (21,22) € R2\{0}. Mostre que v é a solucdo
fundamental de A2 isto ¢, A2?v(x) = .

Dica: Mostre que Av(z) = 5= + 5= In (|z|).

d) Mostre que

ue) = [ ottt [ (G- o) - Aoty - 0 30 + 5o - )8ul) - ol - 2) 220 ) aso)

Dica: Use a Proposigao 2 do formulario e o resultado do item a) com v(y — z) no lugar de v(y). Observe que,
pelo item ¢), ®(z) = 5= — Av(z), em que ® é a solugao fundamental de —A.

Para os dois tiltimos itens abaizo, vamos supor que u € C*(U) seja solugdo do sequinte problemas:

A%u(z) = f(z), z€U
u(z) = g(x), ze€dU ,
Au(z) = h(z), ze€dU

em que f € C(U), g € C*(dU) e h € C?(9U).
e) Para cada x € U, suponha que exista uma fungao ¢* € C*(U) tal que
A%¢7(y) = O, yeU

(1.1) ¢*(y) = vly—=z), yedU.
Ag®(y) = Av(y—=z), yedU

Mostre que

. _ AN ou d¢" 0Au
- [ ermatumay = [ (o570~ Ghwat - a)+ i) G ) - T ety - ) dS(o),

Dica: Aplique a formula do item b) para as fungoes ¢* e u.

f) Defina a fungao G(z,y) = v(y — z) — ¢*(y) e mostre usando os itens d) e e) que

o) = [ Gpstutir+ [ (25 @t + 5w nt) ) ds)
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Observagao: No item d), para usar a dica e a formula do item a), a funcio v deveria pertencer a C?(U).
No entanto, poderfamos justificar o uso da férmula aplicando-a na regidgo U\B(z,€) e tomando o € — 0. Nao é
necessério fazer esta justificativa aqui.

Formulario.

Proposicao 1. A fungio ® : R?\ {0} — R dada por ®(z) = —5-In(|z|) € tal que —A® = &,. Essa fungio é
chamada de solugao fundamental de —A.

Proposicao 2. Seja U C R™ um aberto limitado de classe C* e uw € C*(U). Logo

ou 0P
ww) = [ (225w Gt -0) ds) - [ @y asutar

Teorema 3. (Teorema da Divergéncia) Seja U C R™ wm aberto limitado de classe C* e u € C* (U; R"). Logo

(12) /U V.u(y)dy = /8 o) r()dS(y).

em que v(y) € R™ € a normal que aponta para fora de U no ponto y € OU.

Proposicao 4. (2° identidade de Green) Sejam U C R™ um aberto limitado de classe C* e f,g € C*(U). Logo

— 99 of
[ twss) - starya = [ (13w a5 w)asw).
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2. EQUACAO DO CALOR.

Considere a seguinte equagao:

Qu(pt) = LU(x,t)—u(z,t), z€|0,m[t>0
(2.1) u(0,t) = wu(m,t)=0, t>0
u(z,0) = wug(x), x €]0, 7|

O objetivo é achar uma expressao da solugao da Equagao (2.1) usando o método de separagao de variaveis. (Nao

faremos a demonstracao rigorosa de que a expressdo obtida de fato é solugéo).

a) Ache todas as solugoes do tipo u(z,t) = X (z)T'(t) da equagdo abaixo:

G(at) = Fr(t)—ulw,t), xe0,mlt>0
w(0,t) = u(mt) =0, t>0 ’

(Dica: Primeiro ache as solugdes u(z,t) = X (z)T'(t) de %(m,t) = %(w,t) — u(z,t) e depois use as condigdes

de contorno u(0,t) = u(mw,t) = 0)
b) Some todas as solugoes obtidas no item a) e conclua que

(2.2) u(z,t) = i bpe™ (") gen (nx).

¢) Para t = 0, multiplique a Equagao (2.2) por sen(mz), m € {1,2,...}, e integre tudo de 0 até 7. Conclua que

2 T
by = 7/ uo(y)sen(my)dy.
T™Jo

Faga as contas de maneira formal, isto é, nao precisa justificar a troca de ordem entre a integral e a somatoria.

Formulario. sen(a)sen(b) = 1 (cos (a — b) — cos (a + b)).
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3. EQUACAO DE ONDA.

Consideremos a equagao abaixo para g e h em C*°(R"):

Tu(e,t) = Aulz,t), (z,t)€R"x[0,00]
u(z,0) = g(x), xr € R
%(I,O) = h(x), r e R”
Vamos definir
U(x,r,t) faB(x,r) u(y, t)dS(y)
Gla,r) = fopm 9®)dS(y)
H(z,7r) = faB(I)T) h(y)dS(y)
Vimos em sala de aula que, para cada x € R" fixo, U satisfaz a Equacao de Euler-Poisson-Darboux.
%th(ac,r, t) = %ig (z,r,t) + ";1%—?(m,r, t), r>0,t>0
U(x,r,O):G(x,r),%—[t](x,r,O):H(x,r), r>0

a) Suponha que n = 5 e defina U(x, 7, t) = r22 (z,r,t) 4+ 3rU(x, 7, ). Mostre que U ¢é solucio da equacao abaixo

T
2 277
GTIQJ(Q:,T, t) %Tg(x,r, t),

(Dica: Use a Equagao de Euler-Poisson-Darboux para n = 5)

r>0,t>0 .

ou

b) Determine as funcdes G e H dadas por é(m,r) = ﬁ(m,r, 0) e ﬁ(w,r) = %7 (z,7,0) em termos de G e H.

¢) Mostre que

QI%IJJ (1ﬁ59+t>£ux¢)+
.

U(I, t) - rl—i>%1+

3 ot ot \3 ot

(Dica: A funciio U satisfaz a equacio da onda na semirreta. Use a solugdo para t > r > 0)

6<1R6)+t)cxx¢y

d) Descreva rapidamente como vocé poderia resolver a equac¢do de onda para n = 4, sabendo a resposta para

n=>5.
Formulario.

Teorema 5. Seja g € C*([0,
solugdo u € C?([0, 00[x[0, 00l

(Z)tzgér,)t) = (g;;(()r,t),
u(0,% = ,
(31) ;L(T,O) — g(,r)7
5¢(r,0) = h(r),

Essa solucao € dada por

1 _

sy { B0+ D+l

3(gr+t)—glt—r

() e h € C([0,00]) tais que g(0) = g"(0)
da equacao abairo:

=0 e h(0) = 0. Logo existe uma tunica

(r,t) € [0, 00[x][0, 00]
t € [0,00]
r € [0, 00]
r € [0, 00[
)+ 5 [ Ry, r>t>0
)+ % ttj:h(y)dy, t>r>0



