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Introducdo

0000

Definicdes

Solucdo estacionaria: é o ponto do sistema S onde nédo ha
variacdo com o tempo, ou seja:

Fi(t, x5, x%,..., %) =0
Fy(t, 7, x5,..., 23) =0

(1)
Fo(t, =7, 5,..., 23) =0

Estes pontos podem ser chamados de pontos fixos, pontos de
equilibrio ou pontos estacionéarios.
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O que faco con

Introducdo
0000

o Ponto estavel é o ponto estacionario que tende a um valor
finito quando t— oco.

@ Ponto instavel é o ponto estacionario que ndo tende a um
valor finito quando t— oo.

o Orbita é um esboco para uma solucio, definida escolhendo
pardmetros (por exemplo, C1 = 2 e Cy = 1) para a solugéo
geral, ou seja, trata-se de uma curva parametrizada no plano.
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Retrato de fases

-

-

T + 2y
-z + 4y

A
dy

Figura: Retrato de fases para
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Introducdo Mais pontos O que faco con

[e]ee] ]

@ Plano de fases é o plano z122 em que serdo inseridas as
6rbitas. Observe que ndo é o comumente usado x1 versus t
ou y versus t.

o Retrato de fases é um conjunto de esboc¢os para algumas
oOrbitas, ou curvas parametrizadas. O objetivo do retrato de
fases é dar uma ideia do comportamento da solucdo sem
resolver de fato as equacdes, mas apenas mostrando uma
forma esquematica.

@ Separatrizes retas que separam as regides do plano de fases
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Mais pontos

@00

N6 proprio

Resolva o sistema de EDOs

dx

el Y

dt 1

; (2)
Yy

2

i 2Y

Construindo uma solucdo com mudanca somente nos nomes das
variaveis:

d:Ei o —/\1 0 )
dt_<0 W)@ (3)
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Mais pontos

000

N6 proprio

exemplo: Resolva o sistema de EDOs
d
;f: o oo o a5 5 a(t)=Che Nt
x
Y dy ot
—=—y = — = —Xdt - = t)=C 2
dt 4 x 2 z(t) 1e

A soluc3o geral é dada por:
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Mais pontos

00

N6 proprio

Retrato de fases
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Figura: Retrato de fases para n6 préprio
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O que faco com isso?
°

o que faco com isso?
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Sistemas ndo lineares

9000000000000

n3o linear auténomo

% = fl(xuy)

. (6)
dfzz = f2(x7y)
Contextualizando
% = (1.0 = C) — ® e QT
. (7)
== (350 —T) + 200 €% QT C — (T - 350
dt
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O que faco com isso? Sistemas ndo lineares
0800000000000

@ Os pontos de equilibrio devem ser encontrados.

@ Faz-se o processo de linearizacdo em torno destes pontos.

e Transladam-se as variaveis para o ponto (0,0)

@ Realiza-se a analise geométrica para os pontos de equilibrio
segundo a biblioteca de pontos.

@ Retornam-se os pontos para os locais originais e somam-se 0s

diagramas de fases
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Sistemas ndo lineares
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| Método

exemplo: avalie geometricamente o sistema de EDOs

dx

o 2 42

7 r° + 4y

; (8)
Y

= =2y—2

ar Y

solucio:
O processo se inicia com a busca dos pontos de equilibrio:

—z2 + 42 =0
- y=1 — 22 44=0 — =442
2y —2=0

(9)
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Sistemas ndo lineares

[e]e]e] Joe]eje]elele]e]e]

| Método

dr __ _ * ok (z—2*) 8f1 (y—y*) 0/
- = J1\Z, = J1\x, + D Oy
dt f( y) f( y) 1! ox ($*7y*) 1! oy (a:*,y*)
d —x*) 0 —-y*) 0o
@ = Do) = platy)+ S| 0
(10)
Fazendo uma translacio:
=0
——

— * x o x — 0 — 0
IT=x—= - %:fl(x7y)+ 8]‘; (x*y*)—f_yiyl(x*y*)
— * dy * 0 — 0
T=y-y = H= ply)+T g T yi;(x*y*)

=0
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Sistemas ndo lineares
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| Método

O novo sistema ¢é linear e, assim, basta ser avaliado pelas
ferramentas apresentadas no item anterior.

dz _ = O0f1 — 0f1

az _ = + g Gt

dt % |2 %) Yl @ y) )
12

dy _ = Ofe — 0fa

dat 02 | (%) % |(2#,y*)
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Sistemas ndo lineares
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| Método

Vamos linearizar em torno dos pontos (2,1) e (-2,1). Primeiro
temos de calcular as derivadas parciais em cada ponto:

filz) = =22 + 492 — % =-271 e % =8y
(1*,y*) Y (I*,y*)
folr)y=2y—2 — 9 =0 e 9~ =2
(x*Vy*) Y (x*,y*)
(13)
ponto (2,1):
oh| = _22 o9h) =81
ERICRY © e @ =—4r+ 8y
— —

op|  _ ol o By — 9y
97 |(2,1) © Wl a
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Sistemas ndo lineares
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| Método

—4—-X 8
(0 2_)\> — )\1—26)\2——4 (15)

Calculados os autovalores, podemos determinar os autovetores,
substituindo os As na matriz original:

A=2
—4-2 8 nY_g_ ( 68 T\ _g
0 22 x9 ) 0 0 y )
(16)
—6x+8y=0 — parax =4, vemy=3 (17)
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Sistemas ndo lineares
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A=—4
(G ) () (33)()
(18)
— 8y=0 — vemy=0 (19)
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Sistemas ndo lineares
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| Método

o mesmo para o ponto (-2,1):

%:4:5—% 8y 48
— A:( ) (20)

2y, 0 2
)\1226)\224 (21)
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Sistemas ndo lineares
0000000008000

4—-2 8 x 2 8 x
o ") (3)o (0 o)(y)-0m

(22)
20 +8y=0 — parax =4, vemy = —1 (23)
A =4
4—-4 8 T 0 8 T
ot ama)(0) o= (0 %) (5) -0
(24)
0.z +8y=0 — paraz=0, vemy=0 (25)
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Sistemas ndo lineares
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| Método

Figura: Diagrama de fases transladados para (0,0) para (a) o ponto de
sela (2,1); (b) n6 (-2,1).
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Sistemas ndo lineares
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| Método

Diagrama de fases

Figura: Retrato de fases para sistema n3o-linear
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Sistemas ndo lineares
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Analise

Hypeerbolic

Tied poing

Separatrix

Elliptic
fixed point

Figura: Retrato de fases para sistema n3o-linear
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O que faco com isso? Sistemas ndo lineares Sumario
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@ Os pontos de equilibrio devem ser encontrados.

@ Faz-se o processo de linearizacdo em torno destes pontos.

e Transladam-se as variaveis para o ponto (0,0)

@ Realiza-se a analise geométrica para os pontos de equilibrio
segundo a biblioteca de pontos.

@ Retornam-se os pontos para os locais originais e somam-se 0s

diagramas de fases
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Post-mortem

// Fazendo a espiral

x=[0: m /2b: 4* 7 |;

y=exp(-01.0*x).*sin(x);

z=exp(-01.0*x).*cos(x);

plot(y.z)

As setas dos pontos de centro podem ser previstas pela matriz A.
Se o determinante da matriz A é positivo, as linhas seguem o
sentido horério. Se o determinante é negativo, as linhas seguem o
sentido anti-horéario.
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