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Forma Geral

 Uma equacao geral de segundo grau:
AX® +By* +Cz°+DX+Ey+Fz+G+Hxy+lyz+ Jxz=0

* Uma superficie cuja equacao é do tipo acima é
denominada de superficie quadrica.

* Através de uma rotacao e/ou translacao de
eixos a equacao geral de segundo grau pode
assumir uma forma céntrica ou nao céntrica.



Quadricas céntricas

* Se a equacao inicial pode ser representada por
ax’+by®+cz°+d =0
a superficie € uma quadrica céntrica.

* Otipo de quadrica dependera do sinal dos
coeficientes a, b, c e d. Assim:

— Todos os sinais iguais, podemos expressar:

s+ +— =1 elipsoide



Quadricas céntricas

— Dois sinais positivos e um negativo:

+o——=1 hiperboléide de uma folha




Elipsoide

X y° Z
2+y+ =1 a’>b* e a*>c’
a’ b’

* IntersecGes com OS eixos:
OX =>y=z=0=x=1ta= P, =(+4,0,0)

OY = R =(0,+b,0)
0Z = P, =(0,0,£c)
e Os tracos sobre os planos coordenados, sao

elipses em
XY . XZ YZ:
2 2 2 2 2 2
X +y =1 X +Z 1 y +Z 1




Elipsoide

* Secodes por planos paralelos aos planos coordenados
Plano// XY :(z =k)

2 2 2
Ty _ kT ! )
2 2 1T,z eumaelipse para —c<k<c
Plano// XZ : (y = k)
x° +Z2 :1_5 é uma elipse para —b<k<b
2 2 2
a® C b

Plano//YZ : (x =k)

y2+22_1_k_2 é uma elipse para —a<k<a
b2 ¢ T a?




Analisando o Elipsoide

* Um esboco do elipsoide esta a seguir:

¥ S
* E uma superficie simétrica a todos os eixos
coordenados, a todos os planos coordenados

e a origem.



Exemplo de elipsoide - Processo

* Elipsoide

225x% +441y* +12252° =11025

Centro=C =(0,0,0)

* Elipsdide transladado 5
225x% —900x + 441y? — 882y + 12252 + 2450z = 8459

(x-2F  (y=1) (z+1F _

49 25 9
C=(2,1,-1)
* Translacao:

2 2 2 X'=x-2

xl yl ZI
+—+—=11y'=y-1

49 25 9
\Z'=Z+1




Hiperboldéide de uma folha

+ = =1 a’>Db’

* IntersecGes com 0s eixos:
OX =>y=z=0=>x=1ta= P, =(£4,0,0)

OY = R, =(0,£b,0)
OZ = Nao _existe
* Os tracos sobre os planos coordenados, sao:

XY :z=0 XZ:.y=0 YZ:x=0
2 2 2 2 2 2

X X z Z
2+y2:1 7~ 2 =1 y2_2:1
a~ b a“~ c b ¢

elipse hipérbole hipérbole



Hiperboldéide de uma folha

e Secodes por planos paralelos aos planos coordenados
Plano// XY :(z =k)

CY X ssoeli Iquer k
2+.2=1+ ; sdoelipses para qualquer
Plano// XZ : (y =k)

x> z*_. k*  sdo hipérboles

a2 C2 b2

Plano//YZ : (x =k)

2 22_1_k_2 sao hipérboles

b? ¢? a’




Hiperboldéide de uma folha




Hiperboldide de duas folha

T2 2 52

* |ntersecBes com o0s eixos:
OX = Py =(+a,0,0)
OY = N&o _existe
OZ = N&o _ existe

* Os tracos sobre os planos coordenados, sao:

XY:z=0 XZ:.y=0 YZ:x=0
X y° x> 7° Conjunto
AN A ot |
b2 2 a? c? Vazio

hipérbole hipérbole



Hiperboldide de duas folhas

Secdes por planos paralelos aos planos coordenados
Plano// XY :(z =k)
)—(2 y2 - k2

_ _ +1 ~ . /s
T sao hipérboles

Plano// XZ : (y =k)

22 =2 2 ~ - 7

X LK, sdo hipérboles
a~ ¢° b

Plano//YZ : (x =k)

2 o2 2 sao elipses para |k|>a
y° Z° kK q




Hiperboldide de duas folhas
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Hiperboldide de uma folha

Observe que a intersecao com plano
coordenado pode dar uma ellpse e duas
hipérboles oy

12 12

Exemplo: p
Ildem a elipsoide mas 4
com sinal negativo”
para os termos de z.




Hiperboldide de duas folha

* Observe que a intersecao com plano
coordenado pode dar apenas duas hipérboles

2 2

4]

* Exemplo:

* Como elipsoide mas

)

com sinal negativo para"

—1ik

ostermosemy e z. 0 20



Quadricas nao céentricas




Quadrica nao céntrica

* Se na equacao de segundo grau, uma das
variaveis so considera um termo linear, e as
outras sao quadraticas

Ax?+By*=Cz —>A=0,B=0,C=0

a superficie € uma quadrica nao céntrica.

* Da expressao fornecida, sempre pode se
escrever:

2

X

+2 _—cz onde=ceRAC=0

QJN‘ N
c'r\)‘~<|



Quadrica nao céntrica

* Nas coordenadas originais temos as formas:

2 2

>
I+
<

=CZ onde=ceRAC#0

I+

2

o

2
2 2

e
N

I+
I+
|

N O

2 2
2 2
a® b’
* Assim, a diferenca principal das formas € o
sinal dos quadrados, iguais ou diferentes.

I+
< QO
I+

=CX




Paraboloide eliptico

* Quando os sinais dos termos quadraticos sao
Iguals:

52

X* Y

+ =CZ
a: b’

* Pontos de intersecao com qualquer eixo:
P, =(0,0,0)

* Observar que se ¢>0, a superficie toda esta
acima do plano coordenado XY. Caso
contrario, esta completamente abaixo dele.



Paraboloide eliptico

* Tracgos: X% y?

0
— Eixo XY =>z=0= a° b’ — P =(0,0,0)
S— 2
—Eixo YZ=>x=0= ¥ _ ., pardbola

b?
XZ
— Eixo XZ =>y=0=> ¥=CZ parabola
* Secoes: X2 72
—Plano // XY = z=k>0= 42 i b2 = ck elipses
—Plano IYZ = x=k = ijcz parabolas
XZ

—Plano IXZ =y=k= 2~ parabolas



Parabolodide eliptico

\,2 1,.2 \,2 ‘,2
—+—=cz (c>0) —+—=cz (c<0)
a b s il
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Paraboloide hiperbdlico

* Quando os sinais dos termos quadraticos sao
contrarios: Analisamos para c¢>0

* Pontos de intersecao com qualquer eixo:
P, =(0,0,0)



Paraboloide hiperbdlico

* Tracos:
. - 72 y2
—Eix0 XY =7=0= —5—7=0
2 2
b’ a b alb a a

portanto sao duas retas.
2

—EiX0 YZ = x=0=> y_zzcz parabola
b

2

: S X ,
— Eixo XZ =>y=0= ¥=CZ parabola



Paraboloide hiperbdlico

* Secoes:
o X® Y
—Plano /XY = z=k= 7T =ck
que sao hipérboles:

Se k>0, o eixo focal é paralelo ao eixo X,
ese k<0, oeixo focal € paralelo ao eixo Y

—Plano //IYZ = x=k= Y _K __ parabolas

2 a2

T2 2
—Plano I/ XZ > y=k= %:CZ+E—2 parabolas



J e

Paraboloide hiperbodlico




Exemplo com parte mista e linear

* Forneca o(s) vértice(s) da quadrica:
322 +3y*+ yz— X+ 242y — 2422 =1
e o(s) vértice(s) da secao, se existir, em: x=—2€1.
Autovalores: A, = %, A, = ;, A; = 0.

) 0 1
1 0

0
1
Autovetores: v = —= [1

[ 2TV
e 2yt 4y =741

Multiplicando vezes dois:



Exemplo com parte mista e linear
7%%+ 5y —8y =22+ 2
7%% 4+ 5(y% —2y) = 22 4 2
7X2+5(F —g)i=2(Z+ 2

Temos a translacao:



Exemplo com parte mista e linear

* Sabemos que o vértice nos eixos adequados é
V'=1(0,0,0)%7z

Pela translacao:

o O O
I

N <L &
I

E utilizando a rotagéo dada pela X = PX

— (—E g ) 10\/_)XY2— (—2.6,2.4,—1.27) xy;



Exemplo com parte mista e linear

322 +3y2+ yz— X+ 242y - 242z =1




Outro exemplo

ldentifigue a superficie a seguir e determine o vertice:

3z°+3y° + yz—lO\@x+ Z\Ey+6z =14

10

10 8




Exercicios de aplicacao

1. Dada a equacao
x> —4y*+52-2x =16

Se for uma quadrica, determine o tipo da mesma e
a secao no plano com z=2, informando seus
elementos da secao.

2. Determine a quadrica
X°—2°—47-2x—-4y+4=0

e analise as secOes para y=k



