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Autovalor e autovetor de uma matriz

Dada uma matriz A, um numero escalar A € valor
proprio de A, se existe um vetor ndo nulo X que
satisfaz:

AX = AX

O vetor nao nulo X correspondente ao autovalor A e

denominado de vetor proprio de A.

Se A é um autovalor de 4, e se X1, X5, ..., X,- Sa0
autovetores linearmente independentes de A, entao
{ale + a2X2 + -+ arXr / a1, Xy, ..., Ay (S [R}

e chamado de autoespaco do autovalor A de A.



Autovalor e autovetor de uma matriz

Para a matriz A,,«,, 0 polindOmio

det(A — Al)
de grau n, € chamado de polinbmio caracteristico
da matriz A.

A eguacao
det(A—AI) =0

e chamada de equacao caracteristica.

Possibilita calcular os candidatos a autovalores.
Um autovalor pode ser A = 0, mas um autovetor
nunca pode ser nulo X # 0 (vetor nulo).



Autovalores de matrizes simeétricas

Teorema: Todos os autovalores de uma matriz
simeétrica sao numeros reais.

Teorema: Os autovetores correspondentes a
autovalores distintos sao ortogonais.

Definicao: Uma matriz P, nao singular € chamada
de matriz ortogonal se P~1 = Pt.

Teorema: Uma matriz P é ortogonal se e somente
se suas colunas formam um conjunto ortonormal
(ortogonais e unitarios).



Diagonalizacao de uma matriz

Seja uma matriz A,,«,, hao diagonal.

A diagonalizacao da matriz A € 0 processo de
encontrar uma matriz diagonal D e outra matriz
ndo singular P, que satisfaz A = PDP*.

Isto &, determinar uma diagonal D congruente com A



Processo para diagonalizar (simétrica)

1. Calcular os autovalores (se existirem) da equacao
det(A—AI) =0
2. Para cada autovalor encontrado, calculamos o(5s)
autovetor(es) correspondente(s), da equacao
(A—-ANHX =0
3. Montar uma matriz diagonal D formada pelos
autovalores da matriz A. Montar uma matriz P
cujas colunas sao autovetores unitarios e
ortogonais de A:
A = PDP?

Se possivel, a matriz A é diagonalizavel.



Autovalores e autovetores de uma matriz

O trabalho ndo e apenas para matrizes simetricas.

Exemplo 5: Voltando para a matriz do exemplo 2.
5 8 16

A=[4 1 8
—4 -4 -11
1. Autovalores: Resolver det(4 — AI) = 0
5—A1 3 16
4 1—-A41 3 =0
—4 —4 —-11-A
O determinante da
A-1)A+3)2%=0




Autovalores e autovetores de uma matriz

Exemplo 5: Obtemos os valores (candidatos a autovalores)
/11 — 1
/12 —_ _3
2. Autovetores: Resolver (A —ADX =0

2.1 Para A; = 1 encontramos
-
X1 =1-1
| 1
2.2 Para A, = —3 encontramos
1 o
X, =11 e X3=1|0
L0 L1




Autovalores e autovetores de uma matriz

Exemplo 5: No segundo autovalor A, = —3
O sistema e aresolver (A—AX =0 fica:

5+3 8 16
4 143 8 [x=0
-4 —4 —11+3.

Matriz estendida

'8 8 16| 0
4 4 81o
—4 —4 -8| 0

Percebe-se que duas linhas serao zeradas, dal a
probabilidade de se ter dois autovetores.




Autovalores e autovetores de uma matriz

Exemplo 5:
Diagonalizando, podemos montar a matriz diagonal
1 0 0
D=|0 -3 0
0 0 -3l
Para montar P, temos 0s autovetores
—2] —1] —2]
X, =|-1]1X,=|1|X;5=]0
1] 0. |1

Fazer unitarios nao e dificil, mas primeiro observar

gue nao sao ortogonais.
Xl‘Xzzl Xl'X3:5 Xz'X3:2



Autovalores e autovetores de uma matriz

Podemos aplicar o processo de Gram-Schmidt, mas
no caso temos que ter muito cuidado.

ApOs gerar 0s novos vetores ortogonais e fazendo-os
unitarios, devemos verificar a formula (pode ndo
ser satisfeita)

A =PDP!

Estamos ortogonalizando autovetores de autovalores
diferentes, podemos tirar o autovetor do
autoespaco do autovalor. Sugiro, iniciar por X, e
X3 e depois ortogonalizar X;.



Autovalores e autovetores de uma matriz

Existe um site online para o processo de
ortogonalizacao Gram-Schmidt:

Pode ser atil, ndao temos certeza completa de todas
suas rotinas estarem 100% corretas, mas para
verificar os seus procedimentos ajudara.


https://pt.symbolab.com/

Autovalores e autovetores de uma matriz

Exemplo 6.
1 2 =1
Calcule os autovaloresdamatrizA=|1 0 1
4 —4 5

Utilize seus conhecimentos de fatoracao da algebra
basica. A solucao e

A=1
Ay =2
Az = 3.
Sugiro: para o calculo de

autovalores utilize a opcao ""Decomposicao de Jordan"



https://matrixcalc.org/pt/

Diagonalizando Formas Quadraticas

Seja a forma quadratica
ax? + by? + cxy

fazendo X = [y] a forma quadratica matricial €

XTAX = X* X.

Nia Q
S NIa

Se amatriz € dlagonallzavel

— Xll XZl][ ] Xll X12
0 A,

= PDP?
X12 X2 X21 Xzz‘



Diagonalizando Formas Quadraticas

Substituindo na forma quadratica matricial temos
XtAX = X'PDPtX = XtPD(P'X)

Se definimos uma nova variavel

X = P'X
e temos

Xt = (PtX)t = xtpt* = xtp
Logo temos uma forma quadratica matricial diagonal
XtAX = X'DX
Malis ainda:
PtX=X=>PP'X=PX=> X=PX



Diagonalizando Formas Quadraticas

Exemplo: Seja a forma quadratica
2(x% + y* + xy)

fazendo X = [y] a forma quadratica matricial €

2 1
tay — vyt
XtAX = X 2])(.

A matriz e do exemplo 1. Diagonalizando temos:
V2 V2 V2 V2]

2 11 |2 =13 O1l=2 =|._ (
A_[1 2“@ Q[o 11| v2 Q_PDP
L 2 2 2 -




Diagonalizando Formas Quadraticas

Exemplo: Definindo a nova variavel
X =PtX
Temos a nova forma quadratica matricial diagonal
XtAX = XtPDP'X = XtDX
Também temos o relacionamento
X =PX

Para o exemplo:

XtAX = Xt ﬁ %]X — X'DX = Xt [3 2])?



Diagonalizando Formas Quadraticas

Entao, a forma quadratica
2(x% + v + xy) = 3x% + y?

Onde:
7T
v _ ptv __ 2 2
X =P X = Nz QX
2 2 -
ou




Diagonalizando Formas Quadraticas

Por outro lado, por ser P matriz ortogonal, temos
X=PX=>PX=PP'X=>PX=X

ou
vZ V2
_ v | 2 2 | v
X =PX = G X
2 2 -
logo
_ V2o V2o _ V2o S
X =K — % (X —¥)
y = Zx+ 2y = Z(x +)
Nota: Passar de X para X é uma rotacdo de 45° graus



Diagonalizando Formas Quadraticas

Seja a forma quadratica
2x% + 3y% + 8yz + 9z

-
fazendo X = |y|, a forma quadratica matricial €
| 7 -
2 0 0]
X'AX =X'10 3 4|X.
0 4 9.

A matriz e do exemplo 4. Diagonalizando temos:
[2 0 o] Vsl 0 V5 0

1
0 3 4l=—|2 01[ ] [x/Eo o]
0 4 9 -1 0 2jt0 0 11




Diagonalizando Formas Quadraticas

Entao, a forma quadratica
2x% + 3y% + 8yz + 9z% = X% + 2y% + 1127

Onde:

_1'

0| X

2 -

0
X =ptx =25
0

_O N

ou

.
\/_y \{SEZ

| K
|

2 5
X
\/Sgy | 2\/5§Z

Nl



Diagonalizando Formas Quadraticas

Também _ _
B 0 V5 0]_
X=PX=X|, o 1|X
-1 0 2
logo
(v = 7
y
ly = 2\/?33? + \/—EZ_
kZ \/—ng | 2‘/5§Z_

Nota: Passar de X para X é uma rotagdo no espaco.



Exemplos de diagonalizacao

Exemplo:
1. Substituir a forma quadratica: 3z°-2y°-4xz
por outra equivalente sem termos mistos.
2. Para a expressao
X2+ Y2+ 2% + W +4AxXy + 47w
Determine os autovalores e autovetores.
(Tente os autovalores -1 e 3).



