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Expressao algebrica quadratica

Iniciamos o trabalho com expressdes quadraticas que
sdo utilizadas nas conicas e quadricas.

Equacédo quadratica em R*:
6x2 + 9y2 — 4xy — 20V5x — 40V5y +5 =0



Expressao algebrica quadratica

Equacéo quadratica em R?:
6x2 + 9y2 — 4xy — 20V5x — 40V5y +5 =0
Observando a expressao quadratica a esquerda

diferenciam-se trés partes:
6x° +9y* — 4xy — (20V5x + 40V5y) +

5
| ]

parte quadratica
(parte principal) parte linear
parte constante




Forma quadratica - Definicao

Chama-se de Forma Quadratica a parte quadratica
de uma expressao polinoOmica, Isto &, aos termos
quadraticos das variaveis (parte principal).

Observar: A forma quadratica € um polindbmio
homogéneo de grau dois nas suas variaveis.

No exemplo: A Forma Quadratica e
6x% + 9y? — 4xy
Visto como polindmio:
p(x,y) = 6x% + 9y? — 4xy



Forma quadratica em R?

De forma geral em R?, uma forma quadratica é:
ax? + by? + cxy

Visto como polindbmio:
p(x,y) = ax? + by?* + cxy



Forma quadratica em R?

De forma geral em R?, uma forma quadratica é:
ax? + by? + cxy
Visto como polinomio:
p(x,y) = ax* + by* + cxy

De forma geral em R3, uma forma quadratica é:
ax? + by* + cz* +dxy + exz + fyz

Visto como polindmio:
p(x,y,2z) = ax? + by* + cz* + dxy + exz + fyz



Parte Linear em R?% — formato matricial

Expressoes lineares podem ser vistas em matrizes:
—20V5x — 40V5y

entao
~20V5x - 40V5y = [-20v5  —40V5l [, ]
Essa expressao matricial e tnica exeto simplificacao
—20V5(x + 2y) = —20V5[1 2] [ﬂ

X
Criando a matriz variavel X = [y] , temos
—20V5(x + 2y) = —20V5[1 2]X



Forma quadratica R? — formato matricial

A forma quadratica pode ser representada em matriz?

Para representar a forma quadratica em matriz, €
necessario lembrar que nao existe

X2 =X X .
— 2X1422X1

Mas, existe o produto
XixaXox1 = x% +y?
ou simplesmente

XtX =[x Y] [;C,] = x% 4+ y?



Forma quadratica R? — formato matricial

Com a expressao,

XtX = x? +y°
temos os quadrados das variaveis.
Mas os coeficientes sao iguais.

Considerando uma matriz quadrada A de ordem
2 X 2, a unica forma de multiplicar seria

XTAX = Xfx2A2x2X2><1



Forma quadratica R? — formato matricial

Observar:

xax =1 Aey aplly]

Daqui:
X
XtAX — [allx + aA>1Y QAq2X —+ azzy] [y]

ou
XtAX —_ allxz + a21yx + alzxy + azzyz

XTAX = a11x2 + (az, + agp)xy + azzyz

Na pratica: as vezes 0 yx nao deve considerar
comutativo!



Forma quadratica R? — formato matricial

Portanto, toda forma quadratica
ax? + by? + cxy
pode ser representada na forma matricial como

XtAX = [X [a21 “12] [y]

onde c=aq, +a,;.

AsSIm a matriz A nao é unica.
Sugiro utilizar uma representacao matricial simétrica



Forma quadratica R? — formato matricial

Priorizaremos a representacao simétrica da forma
quadratica
ax? + by? + cxy

utiliza uma matriz simétrica, isto é
] .-

a s|rx

t — Ix 2
XtAX =[x V] < p )
Se a forma nao permite comutar os fatores

ax® + by? + cxy + dyx

utilize
wax=i [ gl



Forma quadratica R? — formato matricial

Voltando no exemplo:
6x% + 9y? — 4xy
utilizar uma matriz simetrica, isto é

xax =t N[5 )

Outras possibilidades
XtBX =[x Y] [8 _94] m
XtCX =[x V] [2 _;O] [;]



Intervalo para davidas



Forma quadratica em R?

Voltando a forma quadréatica geral em R3:
ax? + by* + cz* +dxy + exz + fyz

Utilizamos:

X'AX =[x y Z]

A11

a1

ad3q

Utilizando matriz simeétrica:

X'AX =[x ¥y Z]

NI N Q

a2
a22
a3o

N~ T N

13

a3

33

QN N

< %

< %




Forma quadratica R — formato matricial

Exemplo 1:
324+ 3y%2 —x* + yz

utiliza uma matriz simétrica, isto é
—1

0 07,
1
xtax=[x y 2|0 3 3|y
0 3 3|'z
Outra possibilidade
-1 0 O0O]px
XtAX =[x vy z]{o 3 1||y
0 0 31tz




Forma quadratica R — formato matricial

Exemplo 2:
3z% — 2y?% — 4xz

se utiliza uma matriz simétrica, isto é

0 0 -2
XtAX=X'"0 -2 0 |X=3z%-2y%—4xz
-2 0 3

Ao resolver, o fato de ser matriz simétrica vai ajudar,
nao o fato de ter muitos zeros.



Matrizes congruentes

Definicao: Sejam duas matrizes A,B € M+,

A e B sao matrizes congruentes se existe uma matriz
ndo singular P tal que A = P'BP

Exemplo: Sejam A = [3 2] eb= ﬁ %
¥z

Se considerarmos P =

ERE

Zzﬂl —1]
211 1

2

V2
L 2
Vemos que [(3) (1)] = Pt ﬁ ;]P



Formas quadraticas equivalentes

Duas formas quadraticas XtAX e XtBXséo
equivalentes se existe uma matriz P, nao singular
que satisfaz A = P'BP

Exemplo: XtAX = X°© [(3) (1)]X e
XX =Xt[{ O|%

sao equivalentes. Pois

o =% Al %0 7



Formas quadraticas equivalentes

Exemplo:
tav — wvtl[3 Oly _ 2.2 4 .2
XtAX = X [0 1]X_3x +y
XBX=Xt[{ X =20 +7" +xy)

sao equivalentes.

Observar que a primeira forma quadratica nao tem
somandos com multiplicacéao de variaveis
misturadas.

Se sao equivalentes podemos trocar um pelo outro.



Exemplo 1

Seja a expressao quadratica completa:

x% 4+ vy + 8xy = 15.
Trabalhando a forma quadratica

2 2 —_ t 1 4 —
x“+y“+8xy=15=X [4 1]X—15
poderia ser trocada pela
xt[> %)% =583y
0 -3

o 511
Utilizar: P== 1 _1]



Exemplo 1

Entao:
1 4
x4 4+ y% + 8xy = 15:'Xt[4 1]X= 15
poderia ser trocada pela
Xt [5 0 ]X= 552 — 352
0 -3
ISto é
5x% — 3y% =15

Pelo menos é mais facil de classificar.



Exemplo 2

Seja a expressao quadratica completa:

6x2 + 9y2 — 4xy — 20V5(x + 2y) + 5 = 0.
Na forma quadratica

6x2 + 9y2 — 4xy — 20V5(x + 2y) + 5 = 0.

t[ 6 —21, _ _
X [_2 9]X 20V5[1 2]X+5=0



Exemplo 2

Seja a expressao quadratica completa:
6x2 4+ 9y% — 4xy — 20V5(x + 2y) + 5 = 0.
Trabalhando a forma quadratica
2 2 — vyt 6 —2
6x + 9y —4xy =X [_2 9]X

poderia ser trocada pela

v L 5 07 — 2 —2

X [O 1O]X = 5x- + 10y

[(5) 10012\/%[—21 %‘ [—62 _92]\/%[? _21]



