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Conceitos em espacos vetorials

Premissa:
Seja E um espaco vetorial. (E, ®,®)
Seja S um subconjuntode E. (S € E)



Conceitos em espacos vetorials

Premissa:
Seja E um espaco vetorial. (E, ®,®)
Seja S um subconjuntode E. (S € E)

Objetivo: Entender os conceitos relacionados a um
conjunto de vetores (S), enumerados a seguir:

1. Combinacao linear de vetores

2. Gerador de um espaco vetorial.

3. Conjunto de vetores linearmente independentes(LI).
4. Base de um espaco vetorial.

5. Dimensao de um espaco vetorial.



1. Combinacao Linear (CL)

Seja E um espaco vetorial e S = {uq,u,, ..., u,} C E
um subconjunto de vetores.

Definicdo: Um vetor v € E é combinacao linear de
S se existem escalares ¢4, ¢5, ..., ¢, talque
V=cCuy +cuy +--+cou,

Isto e, v € soma de multiplos dos elementos de S.



1. Combinacao Linear (CL)

Seja E um espaco vetorial e S = {uq,u,, ..., u,} C E
um subconjunto de vetores.

Definicdo: Um vetor v € E € combinacao linear de
S se existem escalares ¢4, c5, ..., ¢, talque
V=CU +CuUuy + -+ Cchuy,

E=(EQ)

w




1. Combinacao linear: Exemplo 1

Sejam E = M5 €
S={[1 1 =-2],[1 0 4]}

Seraque v =[5 2 8] écombinacdo linear de S?

Observarque v =[5 2 8] € M;«s.



1. Combinacao linear: Exemplo 1

SejamE =M;;eS={[1 1 -=-2],|]1 0 4]}
Seraquev =[5 2 8] ecombinacao linear de S?

Respondendo: Se for, devem existir escalares
c1 e ¢, talque

5 2 8l=cl1 1 =2]4+c[1 0 4]



1. Combinacao linear: Exemplo 1

SejamE = M;,;eS={1 1 -=-2],|]1 0 4]}
Seraquev =[5 2 8] ecombinacao linear de S?
Respondendo: Se for, devem existir ¢4 e c, talque
5 2 8l=c¢l1 1 -=-2]+c;]1 0 4]
Temos um sistema de 3 equacOes com 2 Incognitas
5=c¢+¢
2 = (Cq
8 = —2¢{ +4c,

A solucao é evidente, mas vamos lembrar Gauss-

Jordan, para destacar uma correta interpretacao.




1. Combinacao linear: Exemplo 1

Trabalhando a matriz estendida do sistema da

1 1 51 [1 1 51 [1 0 2
1 0 2|~|0 -1 —-3|~|0 1 3
-2 4 81 10 6 181 10 0 O.




1. Combinacao linear: Exemplo 1

Trabalhando a matriz estendida do sistema da
1 1 51 [1 1 571 [1 O

1 0 2|~|0 -1 -=-3|~1]0 1
-2 4 81 10 6 181 10 O

5
3
0.

Assim a solucao é
ci=2ec, =3e0 = 0(valido)



1. Combinacao linear: Exemplo 1

Trabalhando a matriz estendida do sistema da
1 1 51 [1 1 51 [1 0 2

1 0 2(~|0 -1 =-3|~|(0 1
-2 4 81 10 6 181 10 O
Assim a solucéo e

ci =2ec, =3e0 =0(valido)
Logo, a existem os escalares, e
v=I[5 2 8]=2[1 1 -=-2]+3[1 0 4]
Portanto, v € combinacao linear de S.
Expressao simples: v é CL de S.

2
3
0




1. Combinacao linear: Exemplo 2

SejamE =M;;eS={[1 1 -=-2],|]1 0 4]}
Seraquew =[5 5 5] écombinacdo linearde S ?

Se for, devem existir ¢, e c, talque
w=I|5 5 5]=c¢1 1 =-2]+c,]1 0 4]

12



1. Combinacao linear

Sejam E = Mz e S ={[1 1
Seraguew =[5 5 5]écom

: Exemplo 2

-2[,[1 0 4]}
ninacao linear de S?

Se for, devem existir ¢, e c, talc

Uue

5 5 5]=cl1 1 =2]+c[1 0 4]

Temos um sistema de 3 equacoe
5=c¢+¢

5=
5=—-2¢; +4

S com 2 incognitas

C2

Tambem resolveremos por Gauss-Jordan.



1. Combinacao linear: Exemplo 2

A matriz estendida é

1 1 5 1 1 571 [1 0 5
1 0 5(~0 -1 Of~f0 1 O
-2 4 51 10 6 151 10 O 15.

Assim o sistema da
ci =5ec, =0e0 = 15(falso)

Observar: A igualdade falsa faz que os valores dos
escalares nao sejam validos.



1. Combinacao linear: Exemplo 2

A matriz estendida é

1 1 5 1 1 571 [1 0 5
1 0 5(~0 -1 Of~f0 1 O
-2 4 51 10 6 151 10 O 15.

Assim o sistema da

ci =5ec, =0e0 = 15(falso)

Nao existe solucao.

Se utilizarmos ¢; = 5 e ¢, = 0 temos:

5 5 —10]=5]1 1 -2]+0[]1 0 4]#w
Portanto, w nao é combinacao linear de S.



1. Combinacao linear: Exemplo 3

SejamE =P,eS ={t+2,t* — 9,2t — 4 + 3t*}

Serd p(t) = 4t* + 7 — 5t, combinacdo linear de S?

16



1. Combinacao linear: Exemplo 3

SejamE =P,eS ={t+2,t* — 9,2t — 4 + 3t*}
Serd p(t) = 4t* + 7 — 5t, combinacdo linear de S?

Resposta: Se for, devem existir ¢4, ¢, € c5 talque
4t2 + 7 =5t = c1(t + 2) + ¢, (t? — 9)+c5(2t — 4 + 3t?)
Isto é
4t* + 7 — 5t =
= (¢, +3c3)t? + (¢ + 2¢c3)t + (2¢4 — 9¢cy — 4c3)

Temos um sistema de 3 equacoes com 3 incognitas
(4=, + 33

. =5=1c1 + 2¢;

7 =2c1 —9¢; —4c;




1. Combinacao linear: Exemplo 3

Existe a solucao Unica

—201  -83 53
19 2719 779

Portanto, p(t) &€ combinacao linear de S.

C1=

18



1. Combinacao linear: Exemplo 3

Existe a solucao Unica

—201  -83 53
19 2719 779

Portanto, p(t) &€ combinacao linear de S.

Observar:

Se tomamos um polindmio qualquer de P,:
q(t) = q2t* + q1t + qo

ele também e combinacao linear de S.

Nota: Os valores g,, g, € gy sao 0s coeficientes do
polindbmio g (t) e nao sao incognitas.

C1=



1. Combinacao linear: Exemplo 3

Para verificar que € combinacao linear de S, devemos
encontrar cq, c, e c5 talque

q2t* + g1t + qo
=c(t+2) + c,(t? —9)+c3(2t — 4 + 3t%)

Juntando as poteéncias de t, temos

qot* + g1t + qo
= (¢, +3c3)t? + (¢ + 2¢c3)t + (2¢4 — 9cy — 4c3)

20



1. Combinacao linear: Exemplo 3

Resolvendo para esse polinomio qualquer
(g, =c, + 3¢5

< qq1 = C1 + 2¢4

(o = 2¢1 —9¢; — 4c3

Existe solucdo unica

1
‘1= 79 (—18g; + 23q; — 2q,)
1
2 =719 (—8q2 + 691 — 3q,)
1
3 =719 (992 — 241 + qo)
Nota: Todos os polindmios de P, sao combinacao linear de S.

21



2. Gerador de um espaco vetorial

Definicad: Seja E um espaco vetorial.

Um conjunto de vetores S = {uq, Uy, ..., u,} C E &
um gerador do espaco vetorial E se:

todo vetor v € E € combinacio linear de S.

(E,®, Q)
24/ S = {ul,uZ, ...,un} \x

U = 2u;y —ﬂv = 2uy + 3u,
w

22



2. Gerador de um espaco vetorial

Exemplo 1: (exemplo 3, do topico “combinagio linear”)

Todos os polinomios do espaco P, sao
combinacao linear de
S={t+2,t*—9,2t — 4+ 3t?}

Portanto, S e gerador de P,.

23



2. Gerador de um espaco vetorial

Exemplo 1: (exemplo 3, do topico “combinagio linear”)

Todos os polinomios do espaco P, sao
combinacao linear de
S={t+2,t*—9,2t — 4+ 3t?}

Portanto, S e gerador de P,.
Exemplo 2: (exemplo 2, do topico “combinagio linear™)
Para 0 espaco M,z Vimos gue a matriz

w=1|5 5 5] ndoécombinacao linear de
S={1 1 -2,[1 0 4]
Portanto, S nao e gerador de M, ;.



2. Gerador de um espaco vetorial

Exemplo 3: Seja o espaco vetorial R3.

O conjunto S = {(-2,0,—6),(1,—2,1),(1,0,3) } é
gerador de R3 ?

Resolucao

Como toda terna deve ser CL de S, consideremos
uma terna arbitraria v = (v, v,, v3) € R> e ela
deve ser CL de S.



2. Gerador de um espaco vetorial

Exemplo 3: Seja o espaco vetorial R3.

O conjunto S = {(—2,0,—6),(1,—2,1),(1,0,3) } €
gerador de R3 ?

Resolucao

Como toda terna deve ser CL de S, consideremos
uma terna arbitraria v = (v{, v,,v3) € R3 e ela
deve ser CL de S.

Isto e, devem existir cq, ¢, € c; talque
(Ul, Vo, U3) — Cl(_Z,O, _6) + Cz(l, —2,1) + C3(1,0,3)
(Ul, Uy, V3) — (—ZC]_ + ¢, + C3, —ZCZ, —6C1 + Cy + 3C3)



2. Gerador de um espaco vetorial

Resolvendo o sistema, obtemos

1 1 1
1L = = ivl
O 1 O _EUZ
0 0 0 =3v-v,+v3

O gue significa que so tera solucao para
0= —3U1—v2+v3
e para 0s vetores v que nao satisfazem essa
condicao nao existe solucao.

Portanto S nédo é gerador de R3



2. Gerador de um espaco vetorial

Exemplo 4: Seja o espaco vetorial R?.

O conjunto S = {(—-2,-5),(1,-2),(0,3) } é
gerador de R* ?

28



2. Gerador de um espaco vetorial

Exemplo 4: Seja o espaco vetorial R?.

O conjunto S = {(—2,-5),(1,-2),(0,3) } e
gerador de R* ?

Resolucao

Como todo par deve ser CL de S, consideremos um
par arbitrario v = (v4,v, ) € R? e deve ser
combinacao linear de S.




2. Gerador de um espaco vetorial

Exemplo 4: Seja o espaco vetorial R?.

O conjunto S = {(—2,-5),(1,-2),(0,3) } e
gerador de R* ?

Resolucao

Como todo par deve ser CL de S, consideremos um
par arbitrario v = (v4,v, ) € R? e deve ser
combinacao linear de S.

Isto e, devem existir cq, ¢, € c; talque

(v1,v2) = ¢1(=2,-5) + (1, —2) + ¢3(0,3)
(Ul, (%) ) — (_ZC]_ + Co, _5C1 — ZCZ + 3C3)




2. Gerador de um espaco vetorial

Resolvendo o sistema, obtemos

[—2 1 O Vl]N
-5

—2 3 V2

—2¢4-

‘C2= v1 e _3C1‘

v
—2 1 0 !

1
-3 0 1 §(v2+2v1)

1
(3= 3 (v, + 2v,)

31



2. Gerador de um espaco vetorial

Resolvendo o sistema, obtemos

[:é —12 g z;]"’

_2C1“C2= v1 e _3C1‘

C2:U1+2C1 e C3 =

-2 1 0

1
-3 0 1 §(v2+2v1)

1
~C3= 3 (v,

%1

2V1)

%(vz + 2v,) + 3¢;

32



2. Gerador de um espaco vetorial

Resolvendo o sistema, obtemos

[ 0 v1]~ -2 1 0 4
— —2 3 w2l T [=3 0 1 S(vp+2m)

%1

_2C1“C2: V1 e _3C1“C3= %(vz 2171)
Cyr = Vq —+ ZC]_ e C3 = %(UZ —+ 2771) + 3C1

O que significa que existem infinitas solucoes e ¢,
pode assumir qualquer valor real.

Portanto S é gerador de R?.



3. Conjunto linearmente independente

Definicao: Seja E um espaco vetorial.

Um conjunto de vetores S = {uq, Uy, ..., u,} C E &
linearmente independente (L) sempre que

se 0 = cquqy + couy + -+ c U,
entdo necessariamente ¢; = 0,¢c, =0, ...,¢,, = 0.

34



3. Conjunto linearmente independente

Definicao: Seja E um espaco vetorial.

Um conjunto S = {uq,u,, ..., u,} € E éum
linearmente independente (L) sempre que

se 0 = cquqy + couy + -+ c U,
entdo necessariamente ¢; = 0,¢c, =0, ...,¢,, = 0.

Isto significa: A unica forma de combinar o vetor 0
e com coeficientes nulos (zeros).

Se ndo for o caso, dizemos que S € linearmente
dependente (LD).

35



3. Conjunto linearmente independente

Exemplo 1. Vimos que o sub-conjunto

S=1{(-2,0,-6)(1,—-2,1),(1,0,3) } ndo e gerador
de R3, mas sera que é linearmente independente?

Para provar gque é linearmente independente (LI)
(definicao) devemos combinar o vetor O:
(0,0,0) = ¢1(—2,0,—6) + ¢,(1,—2,1) + ¢3(1,0,3)

e devemos ter a unicasolu¢doc; =c, =+ =c¢, =0



3. Conjunto linearmente independente

Exemplo 1. Vimos que o sub-conjunto

S=1{(-2,0,-6)(1,—-2,1),(1,0,3) } ndo e gerador
de R3, mas sera que é linearmente independente?

Para provar que e linearmente independente (L1I)
(definicao) devemos combinar o vetor O:
(O;O)O) — Cl(_ZIO) _6) T C2(1) _2)1) T C3(1)0;3)

e devemos ter a unicasolu¢doc; =c, =+ =c¢, =0
Resolucao:

Combinando linearmente o vetor zero, 0 = (0,0,0):
(0,0,0) = (—ch + Co + C3, _ZCZ, _6C1 + CH + 3C3)



3. Conjunto linearmente independente

O sistema na matriz estendida é
—2 1 1 01 [-2 0 1 O
O -2 0 0|~]1]0 1 0 O
0 0 O.

-6 1 3 01 LO

Asolucaoe: —2¢; +¢c3=0,c, =0e0=0.



3. Conjunto linearmente independente

O sistema na matriz estendida é

—2 1 1 01 [-2 0 1 0]
0 -2 0 Ol~10 1 0 O

-6 1 3 0f LO O 0 O

Asolucaoe: —2¢; +¢c3=0,c, =0e0=0.

Temos Infinitas solucoes: c; = 2c; ec, =0

Logo, a solucao nao é unica e nao necessariamente

c; = 0. Pode-se escolher ¢; = 1 entdo uma solucao é

co=1,¢c3=2¢ec, =0.

Portanto, o conjunto S nao é L.




3. Conjunto linearmente independente

Exemplo 2: Seja o espaco vetorial R?.

Vimos que S = {(—2,-5),(1,-2),(0,3) } é
gerador de R%, mas sera LI ?

40



3. Conjunto linearmente independente

Exemplo 2: Seja o espaco vetorial R?.

Vimos que S = {(—2,-5),(1,-2),(0,3) } é
gerador de R%, mas sera LI ?

Resolucao
Para isto, tomamos o vetor zero, 0= (0,0) € R% e

o combinamos linearmente com o0s elementos de S.
(010 ) ] (_21 _5) T C2(11 _2) + C3 (013)



3. Conjunto linearmente independente

Exemplo 2: Seja o espaco vetorial R?.

Vimos que S = {(—2,-5),(1,-2),(0,3) } é
gerador de R%, mas sera LI ?

Resolucao
Para isto, tomamos o vetor zero, 0= (0,0) € R% e

o combinamos linearmente com o0s elementos de S.
(010 ) ] (_21 _5) T C2(11 _2) + C3 (013)
(0,0) =(—2c¢; + ¢cy,—5¢1 — 2¢5 + 3¢3)

[5—230‘ [_3(1)(3)8



3. Conjunto linearmente independente

[ ] [ 2 1 0 0
5 —2 3 0 -3 0 1 0
DaCIUI _2C1 Cz — O e _3C1 T C3 — O

ISto é ¢, = 2c¢4 € c3 = 3c;. Infinitas solugoes.
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3. Conjunto linearmente independente

[ ] [ 2 1 0 0
5 —2 3 0 -3 0 1 0
DaCIUI _2C1 C2 — O e _3C1 C3 — O

ISto é ¢, = 2c¢4 € c3 = 3c;. Infinitas solugoes.

Lembremos gue a Unica solucao deveriam ser
coeficientes zeros.

Portanto, S ndo é L.

Notas:

No exemplo 1, S ndo e gerador e tambéem nao L.
No exemplo 2, S é gerador mas nao é L.




3. Conjunto linearmente independente

Exemplo 3: Sejam, E = P, e 0 conjunto de polinomios
S={t+2,t*—9,2t — 4+ 3t?}

Vimos que S é gerador (exemplo 1 do conceito 2), mas
SseralLl?

45



3. Conjunto linearmente independente

Exemplo 3: Sejam, E = P, e 0 conjunto de polinomios
S={t+2,t*—9,2t — 4+ 3t?}

Vimos que S e gerador (exemplo 1 do conceito 2), mas
SseralLl?

Resposta: Se for, devemos combinar o elemento zero
(polindbmio zero: 0 = 0t% + 0t + 0) e a Unica
solucao devem ser coeficientes zeros.
0t +0t+0=c(t+2)+c,(t? —9)+c3(2t — 4 + 3t%)



3. Conjunto linearmente independente

Exemplo 3: Sejam, E = P, e 0 conjunto de polinomios
S={t+2,t*—9,2t — 4+ 3t?}
Vimos que S e gerador (exemplo 1 do conceito 2), mas
SseralLl?

Resposta: Se for, devemos combinar o elemento zero
(polindbmio zero: 0 = 0t% + 0t + 0) e a Unica
solucao devem ser coeficientes zeros.
0t 4+ 0t + 0 =cy(t +2) + c,(t%* — 9)+c3(2t — 4 + 3t2)

= (¢, +3c3)t? + (¢ + 2¢c3)t + (2¢4 — 9cy — 4c3)

Um sistema de 3 equacoes e 3 incognitas.



3. Conjunto linearmente independente

0 1 3 0 0 1 3 0
1 0 2 0|l~11 0 2 O
2 -9 —4 01 10 0 19 O
0 1 0 O
~(1 0 0 O
0 0 1 O
Daqui:¢c; =0,¢c, =0ec3 =0.

Portanto, S é LI.
Nota: S é gerador de P, e

S € linearmente independenter (LI).
Isto leva para a proxima definicao.



