PROVA SUB - EDP - MAP 5712 (MAP 0413)

A prova é individual. Utilize somente resultados dados em sala de aula. Os resultados dados em sala de
aula podem (e devem) ser usados sem demonstra¢do, a nao ser, claro, quando estamos pedindo para que sejam
demonstrados.

Boa Prova!

Exercicio 1. (1,25 ponto) a) Seja u : R?> — R uma fungao harménica tal que u(z,y) = z, se (z,y) € dB(0,1).
Qual é o valor de u(0,0)?
(1,25 ponto) b) Seja u : B(0,1) C R? — R uma fungao continua, positiva e harménica em B (0,1). Mostre que

e (z,y) € B(0,1), entao
1— /a2 +y? w(0,0) < u(zy) < 1+\/:1c2+y 0).
14 /22 4 y? o 1—\/:c2+y

Dica: Observe que se w € 0B(0,1) e v € B(0,1), entdo 1 — |v| = |w| — |v| < |w —v| < |w| + |v] =1+ |v].

Exercicio 2. Seja g : R — R uma fun¢o continua e limitada e u : R x [0,00[— R a tnica solugao limitada do
problema abaixo:
%u(r,t) = L4(x,t), (x,t) € Rx]0,00]
u(z,0) = g(x), zeR ’

(1,5 ponto) a) Mostre que se g tem suporte compacto, isto &, se existe R > 0 tal que g(z) = 0 se |z| > R, entao
u(x,t) converge uniformemente para zero quando t — co.

(1,0 ponto) b) Se g é uma funcao continua e limitada, mas sem ter suporte compacto, entao a solu¢do necessari-
amente vai para zero, quando t — oo? Prove ou dé um contraexemplo simples.

Exercicio 3. Sejam p € C([0,1]), k € C1([0,1]) fungdes estritamente positivas. Considere a equagao

plx )Bt2( 1) =& (k@) 54 (x,1), (2,t)€[0,1] xR
(0.1) (0,¢) =u(l,t) =0, teR
(9«30) =g(z), z € [0,1] ’
Gt (2,0) = h(z), x € [0,1]

em que g é de classe C? e h de classe Ct.
Considere a fungao F : R — R definida como

E(t) = ;/01 |f)($) (gt (z, t)>2 + k() (gz(a:,t)ﬂ da.

(1,5 ponto) a) Mostre que E(t) ¢ uma fungao constante.
(1,0 ponto) b) Mostre que se o Problema (0.1) tiver uma solugao u € C?([0, 1] x R), entdo esta solugdo é tnica.

Exercicio 4. (1,5 ponto) a) Resolva 23% + J oy = =u?, u(z,0) = sen (z) para |z| pequeno.
(1,0 ponto) b) Seja u : R? — R uma solugdo da equagao abaixo:

ou ou
= 922~
Yom (z,y) + a9y (z,

Determine as curvas em R? nas quais u é constante. Essas curvas sao elipses, parabolas ou hipérboles?

y) =0.
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FORMULARIO. (NEM TUDO E NECESSARIO)
Algumas solugdes de EDO: Se 2/(s) = 2(s)?> = 2(s) = %.

B(z,r) ={y €R™ |y —=| <7}, B(z,r) = {y €R™; |y — 2| < r}, dB(z,7) = {y €R™; |y — x| =7} e S"~ ' := 9B(0,1).

|B(z,r)| := / dy é o volume da bola B(z,r)
B(x,r)

|0B(z,1)| := / dS(y) é a area da bola B(z,r)
OB (x,r)

’Snﬂ’ = / dS(y) é a area da bola unitaria
sn—1

Por exemplo, se n = 2, entdo |B(x,r)| = 7r? e |0B(x,r)| = 27r. As médias sdo definidas como
1 1

J{B(E,w Ty = 150 Blar) fy)dy e ][ Fy)ds(y)

= fy)dS(y).
OB(z,r) |aB($,T’)| OB (x,r) ( ) ( )

Teorema 5. Seja U C R™ um aberto e u: U — R uma fungdo. As sequintes propriedades abaizo sao equivalentes:
1) A fungdo u € harmonica, ou seja, u € C*(U) e Au(z) = 0 para todo x € U.
2) A fungao u € continua e u(x) = fB(m - udy, para todo B(z,r) C U.

3) A fungao u € continua e u () = faB<I »y udS, para todo B(z,7) CU.
4) A fungio u € C*°(U) e Au(z) = 0 para todo x € U.
Teorema 6. (Nicleo de Poisson) Seja f € C (0B (0,1)). Logo existe wuma tnica funcio u € C* (B (0,1))NC (B (0, 1)) tal
que Au(z) =0 para x € B(0,1) e u(x) = f () para todo x € 0B (0,1). Para x € B(0,1), temos
1—|z? 1
u(x) = =f (y)dS (y).
D= oy BB, DT 57 D150

A fungio K : B(0,1) x 0B (0,1) — R dada por K (z,y) = %ﬁ € chamada de nicleo de Poisson.

Teorema 7. Seja g : R™ — R uma fungao continua e limitada. Logo

1 |z—y|?
= — - dy.
u(z, 1) @n? /Rne tg(y)dy

€ a unica solugao limitada do problema
% (n) = Au(w,t), (1) € R"x]0, o0

ot
u(z,0) = g(=), z €R"
Proposicao 8. Seja U C R™ um aberto limitado de classe C' e f e g duas fungées em C* (U). Logo
1o} 0
02) o @g@rte = - [ 1@ 2@+ [ f@gan(@ase),
U 9%i U Ti ou

em que i € {1,...,n} ev(z) = (vi(x),...,vn(x)) € a normal a OU no ponto x e que aponta para fora de U.

Definigao 9. (Teorema da Divergéncia) Seja U C R™ um aberto limitado de classe C* e F': U — R™ uma funcio de classe
C!. Logo

F (z).v(z)dS(z) = / V.F (z)dz,
U U
em que v : QU — R™ é o vetor normal unitario que aponta para fora de U.

Definigao 10. Uma curva integral do campo V : U C R™ — R"™ dado por V = (a1(z), ..., an(x)) é um caminho x : [a, b] —
R" que satisfaz a equagao diferencial ’'(t) = V(x(t)). Assim, se z (t) = (x1(t), ..., zn(t)), entdo

zi(t) = a1 (zi(t),...,zn(t))

Pot) = an (@) T(?))

Proposigao 11. Seja x : [a,b] — R" uma curva integral com imagem no aberto W C U e u : W — R uma solugio de

> ai(@) 68:1 (z) = f(z,u(z)), x € W. Logov =uox: [a,b] > R é uma solugio da equagio v'(t) = f(x(t),v(t)). Em

particular, se f =0, entdo uo x é constante.




