Lista 4 - Ajuste de curvas

March 19, 2020

1. O distribuidor de um produto A tabelou os dados abaixo. Utilizando o método de ajuste de curvas estudado,
deduza o polinémio de grau 2(quadratico) que melhor ajusta esses dados. (Minimos quadrados).

’ Numero de semanas de venda \ 1 \ 2 \ 3 \ 4 \ 5 \ 6 \ 7 ‘
| Receita bruta (milhares de reais) [ 0.8 [ 0.5 [32[43[48[41[30]

Solugao:

Utilizando o método dos minimos quadrados, temos:

Para encontrar a fungao de ajuste g(t) = at? + bt + ¢, com a, b e ¢ nimeros reais, para os valores fornecidos,
monta-se as matrizes

- 9 7 - - ~ - - -

1 tl tl 1 1 1 Y1 .8
1ty t3 1 2 4 Y2 5
1tz t3 13 9 Y3 3.2
M=1|1ty t2 | =14 16| ceY=|uwy |=] 43
1ty t2 1 5 25 Us 4.8
1 te t2 1 6 36 Y6 4.1
1t 2] |1 7 49 | Ly | | 3]
Daqui os coeficientes da funcao quadratica de ajuste, é:
c 728 140 1\ '
b | =WM'M)*M'Y = 28 140 784 MY
a 140 784 4676
17 9 1
c = =2 = 111 1 1 1 1
T I R A 123 4 5 6 71|Y
- T84 21
a T 1 4 9 16 25 36 49
9 3 1 3 3 1 3
c A A S S S —241
p |l = | -z o L8t ot at w966
a2 14 1 1 28 14 B :
o 0 —35 —31 —35 O o —0.26
Que identicamente ao outro método fornece a curva de ajuste: g(t) = —2.41 + 2.66¢ — 0.26 2.

2. O dono de um negocio em répida expansdo descobre que nos cinco primeiros meses do ano as vendas (em
milhares de reais) foram 4.0 ; 4.4 ; 5.2 ; 6.4 € 8.0 . O dono coloca estes dados num grafico e conjetura que, pelo
resto do ano, a curva de vendas pode ser aproximada por um polindomio quadrético. Encontre o polinémio
quadratico de melhor ajuste de minimos quadrados para a curva de vendas e use-o para informar a venda
projetada no décimo segundo més do ano.

Solugao:
Calcula-se os somatorios a partir da tabela na qual completamos os produtos necessarios.
A ultima coluna armazena o somatério da linha correspondente:



[t [1] 2 ] 3 4 15 ] Yti=15 |
yi |4 44152 64 | 8 >y, =28
tZ |1] 4 9 16 | 25 > t? =55
Zy; | 4| 17.6 | 46.8 | 102.4 | 200 | > £2y; = 370.8
S 1] 8 [ 27 | 64 |125| Y. t3=225
1T 16 | 81 | 256 | 625 | >.i1=979

Utilizando o método dos minimos quadrados para um ajuste quadratico, temos:

Para encontrar a fungio de ajuste g(t) = at® + bt + ¢, com a, b e ¢ ntimeros reais, para os valores fornecidos,

monta-se as matrizes

M=1|1t3 t3|=]13 9 eY=|uy | =1| 52
1ty t2 1 4 16 Ya 6.4
1ty 2 1 5 25 Ys 8.0
Daqui os coeficientes da funcao quadratica de ajuste, é:
c 5 15 55 1\
b | = (MM MY = 15 55 225 MY
a 55 225 979
2 33 1
b | =] -3 %9 -3 123 4 5 |Y
1 3 1
9 4 3 3
c £ 0o -z -3 = 4.0
b | = _53i 23 §5 i _5; Y=1| —02
- ) T T0 35 - :
a 7 Tu 7 "1 7% 0.2

Que identicamente ao outro método fornece a curva de ajuste: g(t) = 4.0 — 0.2¢ + 0.2¢2.

. Um fisico realiza as seguintes medi¢bes em um laboratério, para a queda livre de um peso. As distancias sao
medidas em relagao a um ponto de referéncia previamente fixado.

’ Tempo de queda \ 0.1 \ 0.2 \ 0.3 \ 0.4 \ 0.5 ‘
| Disténcia percorrida | -0.18 [ 0.31 [ 1.03 [ 2.48 [ 3.73 |

Utilizando o método de ajuste de curvas estudado, deduza o polinémio de grau 2(quadrédtico) que melhor
ajusta os dados acima. (Minimos quadrados).

Solugao:

Aplica-se o método dos minimos quadrados.

Para encontrar a fungao de ajuste g(t) = at? + bt + ¢, com a, b e ¢ nimeros reais, para os valores fornecidos,
monta-se as matrizes

1t t 1 0.1 0.01 Y1 —0.18
1ty t3 1 02 0.04 Yo 0.31
M=|1 t3 3 |=]1 03 009 | eY=]ys|= 1.03
1ty t3 1 04 0.16 Ya 2.48
1ty t2 1 05 0.25 Ys 3.73
Daqui os coeficientes da fungao quadratica de ajuste, é:

c 5 15 055 |\

b | =(M'M)"'MY = 1.5 055 0.225 MY

a 0.55 0.225 0.0979



4.6 —-33 50 1 1 1 1 1

c
b | = —33 267.143 —428.571 01 02 03 04 05 |Y
a o0  —428.571 714.286 0.01 0.04 0.09 0.16 0.25
c 1.8 0 -0.8 -0.6 0.6 —0.398
b | =] —10.5714 3.28571 8.57143 5.28571 —6.57143 | Y = | 0.347143
a 14.2857  —7.14286 —14.2857 —7.14286  14.2857 16.0714

Que identicamente ao outro método fornece a curva de ajuste: g(t) = —0.398 + 0.347143 ¢ + 16.0714 ¢

. Uma pesquisadora em quimica, apds um processo térmico sobre um alimento, tabelou a presenga de uma
componente em cinco tempos diferentes. Apds uma andlise dos dados conjetura que uma hipérbole pode
ajustar os mesmos. Utilizando o método dos minimos quadrados, determine a hipérbole que melhor ajusta os
dados da tabela a seguir:

tempo(hr) componente(mg)
1 0.8 2.5
2 1.0 1.0
3 1.5 0.4
4 2.0 0.25
5 5.0 1/13
Resposta:
Uma hipérbole de ajuste terd a expressao:
1
Y= at+b
Procura-se entao os valores a e b. Mas como quociente é mais complicado, entao fazemos a mudanca de
variavel
1
z=at+b=—.
Yy
Assim temos uma nova tabela
ti(hr) yi(mg) 2 t7 ti2;
1 0.8 2.5 0.4 0.64 0.32
2 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
3 1.5 0.4 2.5 2.25 3.75
4 2.0 0.25 4 4.0 8.0
5 5.0 1/13 13.0 25.0 65.0
> 10.3 20.9 32.89 78.07
Precisamos resolver o sistema
Z tzz Z ti a . Z tizi
Z ti 5 b o Z Z
32.89 10.3 78.07 N 11.672 0.0 35.016 N 1 0 3.0
10.3 5.0 20.9 2.06 1.0 4.18 0 1 -20
Assim a = 3 e b = —2. Substituindo na férmula da hipérbole temos:
1
Y732

. As 7: 00 horas inicia-se a realizacdo de um experimento. Realizaram-se quatro medidas dos resultados apds
meia hora, duas, quatro e sete horas. Os resultados anotados foram —0.5°C, 1.0°C, 2.7°C e 6.2°C. Ajuste
com uma reta os dados do experimento utilizando o método dos minimos quadrados. (Pode considerar o
conjunto de pontos R = {(2.0,1.0), (0.5, —0.5),(7.0,6.2), (4.0,2.7)}).



Resolugao: Para utilizar o método dos minimos quadrados no ajuste com uma reta, determinamo a expressao

para a reta: y = ax + b.

Entao, montamos um sistema sobredimensionado de quatro linhas utilizando cada ponto como y; = ax; + b.
E posteriormente multiplicamos pela esquerda vezes a matriz transposta necessaria.

Por outro lado, ja conhecemos o sistema quadrado que da o resultado desse processo, obtendo:

0N

Portanto, apenas precisamos conhecer esses somatérios. A tabela seguinte permite

afli ) Yi . 3513 ll‘z‘yi
5 % : %10 % % _ @20
4 21 G4 54 _ 36
- [ 136 27 _ 86s
21 8 27 % 1119
2 10 4 20

Que substituindo no sistema matricial déa
F 1014
7 4 b 10
Aplicando Gauss Jordan para resolver, temos
277 1119 379 969
L1 == =20 ==
7w~ R
1 0 132 } { 10 2 }
~ W |~ 195
27 3
[ 3 1 % 0 1 —75%
Assim a = % ~21.02eb= f% ~ —1.1. Aproximadamente a reta de ajuste é y = 1.02x — 1.1 .

o

. Um fazendeiro tira dgua de um pogo. Sabendo que estd contaminada contrata um servigo de tratamento
dessa dgua. As analises realizadas a cada més, determinaram a quantidade de contaminantes em miligramas,
conforme a seguinte tabela

’ Més de anélise \1\2\3\ 5 \ 6 ‘

| Contaminantes (mg) [ 12 [6 [ 1[04 [ 0.1 |

(a) Determine pelo método dos quadrados minimos uma hipérbole que ajuste os dados.

(b) Qual é o valor esperado para a andlise do oitavo més, segundo o ajuste?

Resolucao:
Supondo que existe uma hipérbole que ajusta os dados, procuramos
1
[ —
Realizando a mudanca de varidvel z = %, procuramos a relacao: z = ax + b.

Y

Observando a tabela de dados temos:

x - Més | y - Contaminantes ‘ z= ‘

é 12 ?

!

3 1 1

5 0.4 :

6 0.1 10
Soma 17 19.5 %




Logo o ajuste é dos valores de z em uma reta, o que significa resolver o sistema:

ERIIHRE

Completando a tabela temos:

x; - Meés ‘ x? ‘ y; - Contaminantes ‘ Zi = o ‘ TiZi
T T
1 1 12 ? 1—12
2 4 i 3
3 9 1 1 3
5 25 0.4 % 2—25
6 36 0.1 10 60
— 204 — 900 — o34 165 OIT

Assim resolveremos o sistema:

911 12384 21000 875
A IR RCINE A NI Y
12 60 60 129
A curva é
1 1 516
Y= 375 380 — 875 1556 :
6T — 19 et — Eig 875x — 1556
516 __ 129

Para o oitavo més temos y = P = 1361
. Resolva pelo método de minimos quadrados.

(a) O dono de um estabelecimento tabelou abaixo, as vendas realizadas nos tltimos quatro meses anteriores
ao meés de abril.
Utilizando o método de ajuste de curvas estudado (minimos quadrados), deduza o polinémio de grau
2(quadrdtico) que melhor ajusta esses dados.
| Receita bruta mensal (milhares de reais) [ 40 [ 52 | 64 [ 80 |

Resolucao: A tabela para obter os somatorios é:

] i \ ZT; =mes \ y; =venda \ x? \ 3 \ x} \ TiYi \ 22y, ‘
1 1 40 1 1 1 40 40
2 2 52 4 8 16 | 104 | 208
3 3 64 9 | 27 | 81 | 192 | 576
4 4 80 16 | 64 | 256 | 320 | 1280
10 236 30 | 100 | 354 | 656 | 2104
Para encontrar os coeficientes da funcao quadrética y = axz? + bz + ¢, resolvemos o sistema:
354 100 30 ] [ a 2104
100 30 10 b |=] 656
30 10 4 | ¢ 236
0 0 1 31
Resolvendo por Gauss Jordan temos: | 1 0 0 41 . Logo o polindbmio quadratico é:
01 0 ?1

y =31+ 8.2z + 22,



(b) O dono conjetura que as vendas para os préximos meses seguird o comportamento da curva quadraitica.
Qual é a projecao (valor do polinémio quadratico) de vendas para o més de maio?
Resolugao:
Como estamos no més de abril, abril seria o quinto més e maio seria o sexto més, portanto, basta calcular
para z = 6, sendo assim: as vendas projetadas para o més de maio serdo: y(6) = 31+8.2x6+(6)? = 116.20
em milhares, isto é: as vendas projetadas sdo R$116200.00.



