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Introducdo

000

Introducdo

exemplo: Resolva o sistema de EDOs

dx

htad )

7 T+ 2y

. (1)
Y

2 4

7 T+ 4y

Que pode ser representado por:
dx; 1 2
dtz_< ~1 4)”“ (2)

Ardson dos S. Vianna Jr.

Qualitativa



Introducdo
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. . d
Similar ao sistema com 1 equacdo: d—g = \y:

d d d

Y = Yora - /y:/)\dt =

dt y Y (3)
In(y) =Xt + C1 — y=Coe™
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Introducdo

[ele] ]

Introducdo

(@&
Representando Sy, por Sy, = A & ou Spy, = Ayj xj, o sistema Wi@
fica:
dx;
Slm = Aij Z;j — ditl = Aij T (4-)
Substituindo pela possivel solucio:

d(&e)

il et = G = Ay et -

fi (Aij — )\Iij)e’\t =0

(5)

(Aij—M;;) =0 — A—-AX =0 — determinante(A—\I) =0

(6)
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Etapas

&

@ Encontrar os autovalores e autovetores

o Construir o diagrama de fases xq versus xo

Ardson dos S. Vianna Jr.

Qualitativa



Definicdo

14

@

Sistema auténomo: é quando as fun¢des F; que compdem o
sistema S ndo dependem da variavel independente, no caso, t; ou

seja, F; = Fi(x1, xo,..

Sautonomo =
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-y Tn)

dzy
dt

dzs
dt

dz,

\dt

= Fl(l'l, 9, . .

= Fg(ﬂ}l, Loy

= Fn(.%'l, T, ...

-y Tn)

, Tn)

) xn)



Exemplos - biblioteca de pontos
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N6 impréprio

dx; -3 1 .
dt_<1 —3)”’” (8)

~3-A 1 IR 2 L
<1 _3_/\>a(3)\) 1=0 = MN46A+9-1=0
(9)

MAA+8=0 - A =-4 e \yg=—2 (10)
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Exemplos - biblioteca de pontos
0®00000000000000

< 1—3—(—4) 1_3_(_4) ) < 2 > =0 (11)

r1+x9=0 — parax; =1,vem o = —1 (12)
A= -2
—3-(-2) 1 z\
< 1 —3—(-2) > < 2 ) - (13)
—z14+22=0 — parax; =1, vem xg =1 (14)

A solucdo geral é dada por:

( 2):01( 1>e-4t+02< 1_1>e_2t (15)
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Exemplos - biblioteca de pontos
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N6 impréprio

Retrato de fases

Figura: Retrato de fases para n6 impréprio: autovalores reais e negativos
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Exemplos - biblioteca de pontos
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Ponto de sela

&

d."L‘Z'_ 1 1 ]
dt _< 3 —1>x’ (16)
1-X 1
<3 _1_A) - (1=XN)(-1-)) -3=0 — (17)
MN_4=0 = M=-2¢e XN=2 (18)
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Exemplos - biblioteca de pontos
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Ponto de sela

(é_z 1_1_2><2):(H (19)

—x1+22=0 — parax; =1, vem a9 =1 (20)
A= -2
1-(-2) 1 a1
—0— 21
(3 —1—(—2))(372) 0 (21)
3r1 + 29 =0— paraxy =1, vem x9 = —3 (22)

A solucio geral resulta em:

( 2):01< 1_3>e2t+02< i)ét (23)
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Exemplos - biblioteca de pontos
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Ponto de sela

Retrato de fases

Y
AN NN N Ny
AN, N N

Figura: Retrato de fases para ponto de sela: autovalores reais e de sinais

opostos
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Exemplos - biblioteca de pontos
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Ponto de centro

dx; 0 1
at < -9 0 >‘” (24)

Agora basta resolver o problema de autovetor e autovalor para a
solucdo x; = &e:

< :3 1_A) = M 4+9=0 = A =-9 (25)

A=+vV=9 — A =-3i¢e \p=3i (26)
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Exemplos - biblioteca de pontos
0000000800000000

2
(27)

A
( :é_&) L . )( x1>:0—>parax1:1—>m2:—3i
A

~3i 1 o\ B .
<_9 _32.)( >—O—>para x1 =1 — x9=3i (28)

T2

A solucdo geral é:

r1 o\ _ 1 —3it 1 3t
<x2>_01< —31’)6 +C’2<3i>e (29)
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Exemplos - biblioteca de pontos
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Ponto de centro

x1(t) = Cs cos(3zx) + Cy sen(3x) (30)
x9(t) = —3C5 sen(3z) + 3Cy cos(3x)
Primeiro elevamos tudo ao quadrado:
23(t) = C2 cos(3z)? + 2 C3 Cy cos(3z)sen(3x) + C% sen(3x)?
r2%(t) = Cg sen(3z)? — 2 9C5Cysen(3x) cos(3z) + 9C2cos(3x)?
(31)

A segunda equacio é dividida por 9:

23(t) = C2 cos(37)? +2 C3 Cy cos(3x)sen(3x) + C% sen(3x)?
5(1)
9

8

= C3 sen(3z)? — 2 C3 Oy sen(3z) cos(3z) + C% cos(3x)?

[£eTa )Y
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Exemplos - biblioteca de pontos
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Ponto de centro

&

Somando as duas equacdes, vem:

a:%(t)%—x%ét) = O3 [cos(3x)?+sen(3x)?]+0 + CF [sen(3x)?+cos(3z)?
(33)
zi(t) + z5(t) _ C;+ C; =C* (34)
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Ponto de centro

Retrato de fases
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Figura: Retrato de fases para ponto de centro: autovalores imaginarios

puros
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Exemplos - biblioteca de pontos
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Ponto de espiral
(@)

dﬁi -1 1
dt_< 1 -1 )f‘f (35)

Agora basta resolver o problema de autovetor e autovalor para a
solucdo x; = &e:

( j_A 1_1—>\> = (1= +1=0 = (-1-)) =-1
(36)

A=—-1+v-1 — M=—-1—7¢e Ag=—-1+1 (37)
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Exemplos - biblioteca de pontos
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Ponto de espiral

A=—-1—1u
—1—(-1-4) 1 1\
( -1 —1—(—1—z‘))<gu2>_0_> (38)
11+ a9 =0
{ —x1+1x9=0 (39)
Resolvendo o sistema:
para T1=1 — x9=—1 (40)
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Exemplos - biblioteca de pontos
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Ponto de espiral

A=—-1+14:
—1—(—1—|—i) 1 ‘ Tr1 —0—s —1x1 +‘$2:G
—1 —1—(=1+4) To —x1 — 12 = (
(41)
Agora, resolvendo o sistema:
para 1 =1 — xz9=1 (42)
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Exemplos - biblioteca de pontos
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Ponto de espiral

@
A4

A solucdo geral é:

( 71 ) _ o ( L )e(—l+i)t+c2 < 1 >e(—1—i)t (43)
9 —q i

{ 11(t) = e t[C1 + Co]cos(t) + i [C1 + Casen(t)
zo(t) = e 4[Cy + Colcos(t) + [C1 + Casen(t)

&

(44)

Elevando ao quadrado, usando igualdades trigonométricas, vém:

x%(t) + x%(t) =2 =22 [Cg cos(t)2 + C’Z sen(t)Q] (45)
Tirando a raiz:
r=c! (46)
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Exemplos - biblioteca de pontos
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Ponto de espiral

Retrato de fases

Figura: Retrato de fases para ponto de espiral: autovalores imaginarios
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Sumario r ) Exemplos - biblioteca de pontos Conclusdes

o0

Conclusées
autovalores tipo de ponto critico estabilidade
AL > A2 >0 né impréprio instavel
AL < A2 <0 né impréprio estavel
Ao <0< Ay ponto de sela instavel
Al=X2>0 né préprio ou impréprio instavel
Al =22 <0 né préprio ou imprdprio estavel

A1, Ao = a £ bi | ponto de espiral

a>0 instavel
a<0 estavel
A= +bi ponto de centro estavel
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1 t t Conclusdes
oe
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