MAP 3122 - Métodos Numéricos e Aplicacgoes
(POLI)

Lista de Exercicios sobre sistemas lineares

Exercicio 1. Consideramos a matriz sequinte

-1 0 2 0
4 1 3 1
A= 2 2 -1 1
0 0 1 0

Efetue todos os calculos neste exercicio utilizando fragoes.
1. Usando a eliminacdo de Gauss, transforme A em uma matriz triangular superior.

2. Use este resultado para calcular o determinante de A (dica: adicionar algum maltiplo de uma linha
a outra linha nao altera o determinante duma matriz.)

3. Usando o item 1., calcule a matriz inversa A= de A (dica: calcular A= ¢ equivalente a calcular
a solucio X da equacdo AX = I, onde X € R*** € uma matriz quadrada e Iy € R**?* ¢ a matriz
identidade. Observe que a equa¢do AX = Iy pode ser vista como 4 sistemas lineares, um para cada
coluna de X ).

Exercicio 2. Considere o sistema linear

5 2 =2 T
3 4 -1 T2 =
1 2 5 T3

O O =

1. Verifique se ele satisfaz o critério de linhas e o critério Sassenfeld. Podemos concluir que o método
de Gauss-Seidel aplicado a este sistema converge ou diverge?

2. O sistema do item 1. é equivalente ao sistema

5 1 2 1 0
-2 5 2 2 | = |1
-1 3 3 T3 0

O método de Gauss-Seidel aplicado a este sistema converge? Justifique.

Exercicio 3. F dado o sistema linear

2x1 + x9 + 623 = 3,
dx1 — 229 + 23 = 2,
Tr1 — 51‘2 - 2:)']3 = —4.

1. Resolva o sistema dado pelo método de Gauss com condensagao pivotal, utilizando ponto flutuante
com 2 algarismos significativos.

2. Verifique se o sistema linear dado satisfaz o Critério de Sassenfeld. Em caso negativo, troque a
posicao das equagoes no sistema, de forma que, para o sistema equivalente assim obtido, o Critério
das linhas assegure a convergéncia do Método de Gauss-Seidel.



3. Sem efetuar as iteragoes, e partindo da aproximagao inicial x§°> =0, xgo) =0, a:éo) = 0, bem como

sabendo que |z1| < 2, |z2| < 2,|z3] < 2, determine um ndmero de iteracdes que assegure um erro
inferior a € = 0,01 em cada uma das varidveis, ao se aplicar o método de Gauss-Seidel ao sistema
para o qual tal método converge, conforme o item 2.

4. Calcule duas iteragoes pelo Método de Gauss-Seidel a partir de (z1,x2,z3) = (0,0,0).

Exercicio 4. Calcule as fatoracoes LU das matrizes a sequir usando o método de Doolittle.
2 3 2 4 1 0
Ai=|1 3 2], Ao =14 4 2
3 41 0 6 6
Exercicio 5. Seja A uma matriz tridiagonal:

ail a2

a1 Aa22 a23

An—1n—2 Qapn—1n—1 Aan—-1n

Un,n—1 An n

e 0s outros coeficientes de A sdo zeros. Suponha que € possivel obter a decomposi¢cdo LU de A sem trocas
de linhas. Entao pode-se mostrar que L e U tém as sequintes estruturas:

1 U1yl U2

loy 1 U2 U3

ln—l,n—2 1 Unp—1,n—1 Un—1n

ln,n—l 1 Un,n
e os outros coeficientes de L e U sdo zeros.

1. Usando a propriedade A = LU, escreve formulas para a; ;, a; i+1 € ai+1,; em fungao dos coeficientes
de L e U, no caso particular onde A é uma matriz tridiagonal.

2. Usando o item anterior, escreva um algoritmo para calcular direitamente os coeficientes de L e U
neste caso particular onde A é uma matriz tridiagonal.

3. Escreva um algoritmo para a resolugdo de um sistema linear Ax = b conhecendo-se a decomposi¢do
LU acima, no caso particular onde A € uma matriz tridiagonal.

Exercicio 6. Calcule a fatoragdo de Cholesky da matriz sequinte

4 -2 -6
A=1-2 10 9
-6 9 14

Exercicio 7. Uma barra linear de um metro de comprimento € mantida a 0 graus em um extremo e
a 128 graus no outro. Desejamos determinar a temperatura da barra a cada 20 ¢cm. Denominando de
To = 0 a temperatura de um extremo, de Ts = 128 a temperatura no outro extremo e de Ty, T5, T3 e Ty
a temperatura nos pontos interiores e sabendo que a temperatura em cada ponto interior € igual a média
aritmética da temperatura de seus dois pontos vizinhos:

1. Escreva um sistema linear para a determinacdo de T1,T5, T3 e Ty.



2. Calcule 4 iteragoes pelo método de Gauss-Seidel para a solucao deste sistema a partir da aproz-
imacado inicial nula.

3. Analise a convergéncia do método de Gauss-Seidel para a solugdo deste sistema.

Exercicio 8. Considere o sistema linear

2y+32 =15
dr 4+ 2y = —-2.0
22 +2y =0.0

1. Resolva esse sistema linear pelo método de elimina¢do de Gauss com condensag¢ao pivotal e ar-
itmética de ponto flutuante com dois algarismos significativos.

2. Chamamos de u* = (z*,y*,2*) a solugao exata do sistema linear. Mostre que podemos aplicar o
método de Gauss-Seidel para calcular uma aprorimacao de u* de modo que

[k = u*lloe < Bllur—1 — vl

com < 1. Calcule esse 5. (aqui up, = (2, Yk, 2x) SGo as iteragoes de Gauss-Seidel e ||u|oo =
max{|z|, |y, ||} para um vetor u = (x,y,z2))

3. Usando a estimativa do item 2., mostre que ||up — u*|loo < %Hul — u0||so-

4. Use o resultado do item 1. como aproximacgao inicial ug e calcule uma iteragao do método de
Gauss-Seidel. Estime o erro ||u; — u*||e apds esta iteragdo.



