
Capítulo 13

Exemplo de Aplicação MIMO

Neste capítulo, apresenta-se um exemplo completo de projeto. A planta é um
sistema MIMO com duas entradas e duas saídas que descreve um sistema de
controle de vazão e temperatura de ar, conforme apresentado no artigo...

13.1 Descrição do Modelo e suas Incertezas

O modelo foi obtido através da técnica de identi�cação de sistemas. Supoe-se que o sistema
é linear e invariante no tempo. Portanto, pode-se assumir o princípio da superposição, de
modo que

G1,4(s) =
k1

(τ1s+ 1)(τ2s+ 1)
e−θ1s

G2,4(s) =
k2

(τ3s+ 1)(τ4s+ 1)
e−θ2s

G3(s) =
k3

(τ5s+ 1)(τ6s+ 1)
e−θ3s

+
+

QG3(s) +
+

T
z

vm

G1,4(s)

G2,4(s)

    0

vr

Figura 13.1: Planta de controle de vazão e temparatura

Os parâmetros são apresentados na tabela 13.1 sendo que são invariantes no tempo.
Alguns deles possuem incertezas, e outros são bem conhecidos.

As funções de transferência incertas, já com os atrasos aproximados por Padè:
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Tabela 13.1: Parâmetros conhecidos

parâmetro valor incerteza
k1 0.1358 50 %
τ1 3.7589 0
τ2 0.0379 0
θ1 0.096 0
k2 0.1132 0
τ3 4.4903 50 %
τ4 0.5896 0
θ2 0.5000 0
k3 12.647 0
τ5 0.3621 0
τ6 0.0680 100 %
θ3 0.0240 70 %

Ḡ1,4(s) =
k1(1 + 0.5δ1)

(τ1s+ 1)(τ2s+ 1)

1− θ1
2 s

1 + θ1
2 s

= G0(s)(1 + 0.5δ1)

Ḡ2,4(s) =
k2

[τ3(1 + 0.5δ3)s+ 1](τ4s+ 1)

1− θ2
2 s

1 + θ2
2 s

= G1(s)
1

τ3(1 + 0.5δ3)s+ 1

Ḡ3(s) =
k3

(τ5s+ 1)[τ6(1 + δ6)s+ 1]

1− θ3(1+0.7δθ)
2 s

1 + θ3(1+0.7δθ)
2 s

Trabalhando-se um pouco mais nestas funções, tem-se:

Ḡ1,4(s) = G0(s)(1 + 0.5δ1)

Ḡ2,4(s) = Ḡ1(s)
1

τ3(1 + 0.5δ3)s+ 1
= Ḡ1(s)

1

τ3s+ 1︸ ︷︷ ︸
G1(s)

1[
1 + 0.5s

τ3s+1δ3

]

Ḡ3(s) =
1− 0.5θ3s

τ5s+ 1

k3

1 + 0.5θ3s

1

τ6s+ 1︸ ︷︷ ︸
G2(s)

(1− w̄θδθ)
1

1 + w6δ6

1

1 + wθδθ

onde w6(s) = s
τ6s+1 , wθ(s) = 0.35θ3s

1+0.5θ3s
e w̄θ(s) = 0.35θ3s

1−0.5θ3s

Para encontrar a matriz P (s) da planta estendida, precisamos incluir os demais pesos,
que são os pesos dos erros wp1(s) e wp2(s) (já que temos dois sinais de erro de referência) e
dois pesos de controle wu1(s) e wu2(s). Deste modo, precisamos retirar da planta estendida
apresentada na Fig. 13.2 os parâmetros incertos e acrescentar os demais pesos, além de
acrescentar os sinais de erro. O resultado é apresenado na Fig. 13.3.

A partir da Fig. 13.3, tem-se as seguintes equações relacionando entradas e saídas:
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+

y1=T
G0(s)u1=vr

w1(s)

δ1

+ +
+

u2=vm G2(s)

G1(s)

w3(s)

δ3

+

−

wθ(s)

δθ

+
−

+

δ6

w6(s)
−

+

δθ

wθ(s)
y2=Q

−

Figura 13.2: Planta Estendida Parcial

+
y1

G0(s)
u1

w1(s)

+ +
+

u2 G2(s)

G1(s)

w3(s)

+
−

wθ(s)

+
−

+

w6(s)
−

+

wθ(s) y2

p2

q1

+
−r1 v1=e1

wp1(s)

wu1(s)
z3

q2

p1

z1

q3
p3 p4

q4
p5

q5

r2
+− 

wp2(s)

z2

wu2(s) z4
−

d1

d2

d3 d4 d5
v2=e2

Figura 13.3: Planta Estendida Completa

q1 = w1G0u1

q2 = w3(G1u2 − p2)
q3 = w̄θG2u2

q4 = w6(−p4 − p3 +G2u2)
q5 = wθ(−p5 − p4 − p3 +G2(s)u2)
z1 = wp1(r1 − p1 −G0(s)u1 + p2 −G1(s)u2)
z2 = wp2(r2 + p5 + p4 + p3 −G2(s)u2)
z3 = wu1u1

z4 = wu2u2

v1 = r1 − p1 −G0(s)u1 + p2 −G1(s)u2

v2 = r2 + p5 + p4 + p3 −G2(s)u2

(13.1)
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

q1

q2

q3

q4

q5

z1

z2

z3

z4

v1

v2



=



0 0 0 0 0 0 0 w1G0 0
0 −w3 0 0 0 0 0 0 w3G1

0 0 0 0 0 0 0 0 w̄θG2

0 0 −w6 −w6 0 0 0 0 w6G2

0 0 −wθ −wθ −wθ 0 0 0 wθG2

−wp1 +wp1 0 0 0 wp1 0 −wp1G0 −wp1G1

0 0 wp2 wp2 wp2 0 wp2 0 −wp2G2

0 0 0 0 0 0 0 wu1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 wu2

−1 1 0 0 0 1 0 −G0 −G1

0 0 1 1 1 0 1 0 −G2





p1

p2

p3

p4

p5

r1

r2

u1

u2


(13.2)

Ainda é possível separar os pesos em diferentes matrizes, da seguinte forma:

d1

d2

d3

d4

d5

e1

e2

u1

u2

v1

v2



=



0 0 0 0 0 0 0 G0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 G1

0 0 0 0 0 0 0 0 G2

0 0 −1 −1 0 0 0 0 G2

0 0 −1 −1 −1 0 0 0 G2

−1 1 0 0 0 1 0 −G0 −G1

0 0 1 1 1 0 1 0 −G2

0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

−1 1 0 0 0 1 0 −G0 −G1

0 0 1 1 1 0 1 0 −G2





p1

p2

p3

p4

p5

r1

r2

u1

u2


(13.3)

Se de�nirmos então as matrizes peso por:

W =


w1 0 0 0 0
0 w3 0 0 0
0 0 w̄θ 0 0
0 0 0 w6 0
0 0 0 0 wθ

 , Wp =

[
wp1 0
0 wp2

]
, Wu =

[
wu1 0
0 wu2

]

de modo que por ser escrito por
d

e

u

v

 =


E5×5 05×2 G5×2

F2×5 I2×2 −H2×2

02×5 02×2 I2×2

F2×5 I2×2 −H2×2


pr
u


Finalmente, tem-se que:

qz
v

 =


Wd

Wpe

Wuu

v

 =


WE5×5 05×2 WG5×2

WpF2×5 Wp −WpH2×2

02×5 02×2 Wu

F2×5 I2×2 −H2×2


pr
u


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De modo a fazer o projeto sensibilidade mista, despreza-se as 5 primeiras linhas e 5
primeiras colunas, de modo que se tem:

[
z

v

]
=

 Wp −WpH2×2

02×2 Wu

I2×2 −H2×2

[r
u

]

137

Prof
. D

ieg
o C

oló
n 

LA
C-P

TC-E
PUSP



138

Prof
. D

ieg
o C

oló
n 

LA
C-P

TC-E
PUSP



Referências Bibliográ�cas

[dC96] José Jaime da Cruz. Controle Robusto Multivariável. Editora da Universidade
de São Paulo, 1996.

[DLCBS18] P.B. De Lauro Castrucci, A. Bittar, and R.M. Sales. Controle Automático.
LTC, 2018.

[DP13] G.E. Dullerud and F. Paganini. A Course in Robust Control Theory: A Convex
Approach. Texts in Applied Mathematics. Springer New York, 2013.

[Fer02] Pedro J. Fernandez. Medida e Integração. Projeto Euclides. Instituto de
Matemática Pura e Aplicada-CNPq, Estrada Dona Castorina, 110, RIo de
Janeiro, Brasil, 2002.

[FPC20] Rafael Fernandes Pinheiro and Diego Colón. On the µ-analysis and synthesis
of mimo lurie-type systems with application in complex networks. Circuits,
Systems, and Signal Processing, June 2020.

[GPK14] D.W. Gu, P.H. Petkov, and M.M. Konstantinov. Robust Control Design with
MATLAB R©. Advanced Textbooks in Control and Signal Processing. Springer
London, 2014.

[Hes18] J.P. Hespanha. Linear Systems Theory: Second Edition. Princeton University
Press, 2018.

[Lju99] Lennart Ljung. System Identi�cation - Theory For the User. Prentice Hall,
Upper Saddle River, N.J., second edition, 1999.

[Nis15] N.S. Nise. Control Systems Engineering, 7th Edition. Wiley, 2015.

[Oga11] K. Ogata. Engenharia de controle moderno. PRENTICE HALL BRASIL,
2011.

[PC19] Rafael Fernandes Pinheiro and Diego Colón. An application of the lurie
problem in hop�eld neural networks. In Agenor de T. Fleury, Domingos A.
Rade, and Paulo R. G. Kurka, editors, Proceedings of DINAME 2017, pages
371�382, Cham, 2019. Springer International Publishing.

[SP05] S. Skogestad and I. Postlethwaite. Multivariable Feedback Control: Analysis
and Design. Wiley, 2005.

[SPS98] R.S. Sánchez-Peña and M. Sznaier. Robust systems theory and applications.
Adaptive and learning systems for signal processing, communications, and
control. John Wiley, 1998.

203

Prof
. D

ieg
o C

oló
n 

LA
C-P

TC-E
PUSP



[ZD98] K. Zhou and J.C. Doyle. Essentials of Robust Control. Prentice Hall Modular
Series for Eng. Prentice Hall, 1998.

[ZDG95] Khemin Zhou, John C. Doyle, and Keith Glover. Robust and Optimal Control.
Upper Saddle River, N.J.: Prentice Hall, 1995.

204

Prof
. D

ieg
o C

oló
n 

LA
C-P

TC-E
PUSP


	Prefácio
	Sistemas de Controle
	Introdução
	Sistemas com Um Grau de Liberdade
	Controle Ideal e Controle Real

	Sistemas de Controle com Dois Graus de Liberdade
	O que é Robustez ?

	Estabilidade Nominal em Malha Fechada
	Introdução
	Gráficos de Nyquist
	Princípio do Argumento
	Análise de Estabilidade de um Sistema em Malha Fechada Usando o Princípio do Argumento: Critério de Estabilidade de Nyquist
	Contorno de Nyquist

	Margens de Estabilidade
	Preparação para Controle H
	Margens de Estabilidade Mais Adequadas
	Sistema Nominal
	Estabilidade Interna
	Família de Controladores Estabilizantes


	Desempenho Nominal em Malha Fechada
	Desempenho a Partir do Gráfico de Nyquist
	Função Sensibilidade Complementar T a Partir do Gráfico de Nyquist e das Curvas M e N
	Projeto Loop Shaping
	Preparação para Controle H
	Desempenho Usando Funções S e T


	Primeiro Contato com Projeto H
	Primeiro Problema: Maximização de Robustez de Estabilidade
	Problemas de Otimização Precursores
	Inclusão de Especificação de Desempenho
	Soluções subótimas
	Funções Peso de Desempenho Típicas
	Funções Peso de Controle

	Problema de Sensibilidade Mista S/KS
	Exemplo Completo de Projeto
	Restrições de Desempenho
	Limites Mínimos


	Robustez de Estabilidade e Robustez de Desempenho
	Introdução
	Família de Plantas
	Robustez de Estabilidade
	Modelo de Perturbações Multiplicativas
	Modelo de Perturbações Multiplicativas Inversas

	Robustez de Desempenho
	Planta Estendida
	Problema S/T/KS
	Equivalência Entre Robustez de Desempenho e Robustez de Estabilidade

	Conceitos Matemáticos Fundamentais
	Fundamentos Matemáticos
	Espaços de Banach
	Espaços de Hilbert
	Matrizes e Valores Singulares
	Matrizes Quadradas
	Matrizes Retangulares
	Decomposição em Valores Singulares
	Matrizes Complexas
	Normas de Matrizes

	Espaços de Sinais Escalares
	Espaços de Sistemas SISO
	Computação de Normas
	Normas de Sinais Vetoriais
	Espaços de Sistemas MIMO
	Espaços de Hardy H2 e H

	Controle em Malha Fechada Multivariável
	Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO
	Sistema em Malha Fechada MIMO
	Critério de Nyquist Multivariável
	Teorema do Pequeno Ganho
	Estabilidade Interna MIMO
	Família de Controladores Estabilizantes MIMO


	Controle H Multivariável: Sensibilidade Mista
	Problema Geral: Planta Estendida
	Projeto para Planta sem Incertezas
	Problema de Regulação
	Problema de Rastreamento

	Problema S/T/KS MIMO
	Síntese de Controladores H2 e H
	Síntese H2
	Síntese H

	Controladores H2 e H com Integradores

	Verificação de Robustez: Valor Singular Estruturado e  Análise 
	Inclusão de incertezas em sistemas MIMO
	Valor Singular Estruturado e Análise de Robustez de Estabilidade
	Conceito de Valor Singular Estruturado
	Propriedades do Valor Singular Estruturado

	Análise de Robustez de Desempenho

	Controle H Loop-Shaping
	Forma Alternativa de Representar Incertezas
	Maximização da Robustez de Estabilidade
	Especificações de Desempenho

	Síntese 
	Introdução

	Redução da Ordem de Sistemas
	Introdução
	Truncagem
	Residualização
	Realização Balanceada
	Truncagem Balanceada

	Exemplo de Aplicação MIMO
	Descrição do Modelo e suas Incertezas

	Conceitos Matemáticos
	Definições Básicas de Teoria dos Conjuntos
	Specific Definitions for Abelian Groups

	Conceitos de Álgebra Linear
	Conceitos Fundamentais de Topologia
	Aplicações entre Espaços Topológicos

	Espaços Métricos
	Definições Básicas de Medida
	Definições de Medidas

	Definições Básicas de Integração
	Integração de Riemann e Riemann-Stieltjes
	Integração de Lebesgue

	Definições Básicas de Espaços de Banach e Hilbert
	Operadores em Espaços Lineares

	Espaços H2 e H

	Conceitos de Sistemas Lineares
	Extensão do Conceito de Sistema
	Classificação de Sistemas quanto ao Número de Entradas e Saídas
	Visão Entrada/Saída de um Sistema Versus Descrição em Espaço de Estados
	Sistemas de Tempo Discreto em Espaço de Estados
	Introdução
	Solução Geral de Um Sistema SLIT
	Solução da equação de estado
	Solução da equação de saída
	Interpretação por Operador entre Espaço de Funções

	Conceitos de Álgebra Linear
	Modos Naturais
	Retrato de Fase
	Introdução
	Forma Canônica Controlável
	Forma Canônica Observável




