Resolucao - Exercicios - Calculo IV - Aula 17
Semana 14/12-18/12

Aplicagao de Séries de Fourier: equacao de Laplace

Exercicio 1.

a) Encontre a solucao u(x,y) da equagao de Laplace no retangulo 0 < z < a,
0 < y < b, satisfazendo as condigoes de contorno

u(0,y) =0, ufa,y) =0, 0<y<b,
u(z,0) =0, wu(z,b)=g(r), 0<z<a.

b) Encontre a solugao se

() = x, 0<z<a/2
g\r) = a—z, a/2<z<a.

Resolugao.

(a) Supondo que u(z,y) = X(2)Y (y) leva a duas E.D.O.:
X' =AX=0 e Y +AY =0,

onde a constante A é o parametro de separagao.

As condigoes u(0,y) = 0, u(a,y) = 0 implicam as condigdes de contorno
X0)=0 e X(a)=0.
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Assim, as solugbes nao triviais para X — AX = 0 que satisfazem estas as
condicdes de contorno sao possiveis apenas se A = —(nw/a)?, n=1,2...,
e as solugoes correspondentes para X (z) sdo multiplos de sin(nma/a).

As condigbes de contorno u(z,0) = 0 implica que Y (0) = 0. Resolvendo
Y" — (nr/a)®Y = 0 sujeito a essa condigiio, obtemos que Y (y) deve ser
multiplo de sinh(nmy/a).

As solugoes fundamentais sao entao
un(x,y) = sin(nmz/a) sinh(nry/a), n=1,2,...,

que satisfaz a equacao de Laplace e as condigbes de fronteira homogéneas.

Suponha que a solucao possa se representada por

u(z,y) = Z ¢ sin(nrz/a) sinh(nmy/a),

n=1



onde os coeficientes ¢, sao determinados a partir da condi¢ao de contorno

u(x,b) = g(x) = Z cp sin(nmz/a) sinh(nwb/a),

n=1

de onde segue que
a
cp sinh(nmb/a) = (2/a)/ g(x)sin(nrz/a)dz, n=1,2,....
0

Substituindo g(x) na equagao de ¢, temos

a

a/2
cn sinh(nmb/a) = (2/a) [/o xsin(nrz/a)dr + //2(a — z)sin(nmz/a)dx

= [4asin(n7/2)] /0%, n=1,2,...,

entdo ¢, = [4asin(nm/2)]/[n?m? sinh(nwb/a)]. Substituindo esses valores
para ¢, na série acima produz a solugao

4a S 1 sin(nm/2)

= 2 o2 simh (b)) sin(nmx/a) sinh(nmy/a).

u(,y) =

Na Figura 1 & esquerda é desenhado o gréafico u versus x para vérios valores
de y e a direita o grafico de u versus y para varios valores de x, para o
casoem a=3eb=1.
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Figure 1: (crédito: E. C. Boyce, R. C. DiPrima )

A Figura 2 & esquerda é o grafico da solugdo u. As curvas de nivel de u
plano zy sao mostradas na Figura 2 a direita.
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Figure 2: (crédito: E. C. Boyce, R. C. DiPrima )



