SEGUNDA PROVA - EDP - MAP 5712 (MAP 0413)

A prova ¢ individual. A soma de pontos é 10,5 (tem 0,5 extra). Utilize somente resultados dados em sala de
aula. Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstragio, a néo ser, claro, quando
estamos pedindo para que sejam demonstrados.

Boa Prova!

Exercicio 1. (1,25 ponto) a) Resolva a seguinte equagdo para x > 0:

ou ou
— oy — =1 = 0.
xax(l‘ay) yay(x’y) , u(x)x) 0

(1,25 ponto) b) Resolva a seguinte equagao:

du
0y

(1 ponto) ¢) Seja u :]0, 00[x]0, oo[— R uma solugdo da equagao:

2u(i, ) 5 (2,) + (e, ) g ) = 3, u(z,0) = 1

ou ou
r—(x 2y—(=z,y) = 0.
or DY) T2, (@y)
Ache curvas em ]0, 0o[x]0, o[ sobre as quais a solugdo v da equagdo acima é constante.

Exercicio 2. (1,2 ponto) a) Resolva a equagao:

DU (1,t) + o (w,t) — 2028 (2,t) = 0, z€R", >0
u (z,0) = 0, zeR"
%(w,O) = z, xreR"

Dica: Procure solugoes com a forma abaixo, em que « e 3 s@o constantes reais distintas:

u(x,t) = f(x +at) + g(z + Bt).

(1,2 ponto) b) Considere o problema abaixo:

%%(x,t) = Au(z,t), z€R" t>0
é’)LL(l‘,O) = 0, xr € R
Si(x,0) = h(z), reR"

Suponha que h € C°(R"™) seja igual a 0 fora de B(0,1) = {z € R"; |z| < 1} e h(z) > 0 para x € B(0,1). Seja
o ¢ B(0,1). Ache os valores de t > 0 para os quais u(zg,t) # 0 nos casos em que n =1, n =2 en = 3. Qual a
diferenca entre as dimensoes 1 e 2 e a dimensdo 37 (Dica: Use as formulas de d’Alembert, Poisson e Kirchoft)

(1,1 ponto) ¢) Considere a seguinte equac¢ao no aberto U C R" limitado e de classe C*:

Pu(p,t) = Au(w,t)—2(x,t) €U t>0
(0.1) u(w,t) = 0 €U, t>0

u(z,0) = g(z) xelU

%(I,O) = h(x) zeU

Mostre que a energia definida abaixo é ndo-crescente (E’(t) < 0):

E(t)=;/[][(‘31;(x,t)> —i-;g;(x,t)g;(x,t) dz, t € [0,T]

e conclua que existe no maximo uma solugdo da Equacdo (0.1).

Exercicio 3. Considere a equagao abaixo:

2, 2
I) %(%17$2)+a%($1,x2)—%((El,lé):0

(0.2) II) u(zy,0) = f(21)
I1T) P (21,0) = g(1)

1
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1,25 ponto) a) Seja a = 1 e defina Uy = u, U = 2% e Uy = 2% Escreva a equacdo acima da forma equivalente
) p ) oz, Oxa

0 ou; . ou; . ou; .
== (U0, U, Uz) = ( Fu (Ui, 5=, #2 ) Fi ( Uiy 50 22 ) P (Ui 5= # 2] ) -
81'2 61‘3‘ 6l‘j 8wj

Encontre as fungoes Fy, Fy e F3. Qual deve ser a condi¢ao inicial (Uy(x1,0),Us(x1,0),Us(x1,0))?

(1,25 ponto) b) Seja a =1, f e g duas fungdes reais analiticas numa vizinhanga de zero. E verdade que sempre
existe uma solugao real-analitica v numa vizinhanga da origem? Se sim, escreva u(zy,z2) = Z;io Yoo cikaial e
ache uma relacgao Qntre os coeficientes de c;(,42y em fungao de c;j(p41) € c(jro)k- Se f(x1) = Z;io fjx{, fieR,e
g(z1) = Z;io g1, g; € R, determine os coeficientes ¢;q e ¢;1, para j € Ny, em fungao de f; e g;.

(1,0 ponto) ¢) Seja a = 0. E verdade que para todas as fungdes reais-analiticas f e g sempre existe uma
solugdo real analitica v numa vizinhanga de zero da Equacao (0.2)?7 Se sim, determine os coeficientes da solugao

o] o] Ik = : .
u(xy, xe) = ijo D b0 CikT1x3, cjk € R, em termos de f; e g;. Se nao for, mostre porque isso nem sempre é
possivel. (Dica: Seja f(z1) = g(x1) = 1 para todo 21 € R. O que a equagéo I) nos diz quando x5 = 07).
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FORMULARIO. (NEM TUDO E NECESSARIO)
Algumas solucdes de EDO: Se f/ = gf = f(z) = Celo 9()ds,

Definigao 4. (Teorema da Divergéncia) Seja U C R™ um aberto limitado de classe C' ¢ F' : U — R™ uma funcéo de classe
C*. Logo

F(z).v(z)dS(z) = / V.F (z)dz,
U U
em que v : QU — R™ é o vetor normal unitario que aponta para fora de U.

Proposicao 5. Seja U C R™ um aberto limitado de classe C* e f e g duas fungées em C* (U) Logo

(0.3) OF ()g(e)de = - /U F@ 2 @i+ [ f@g@vi(@)ds(a),

v 0z Oz; oU

em que i € {1,...,n} ev(z) = (vi(x),...,vn(x)) é a normal a OU no ponto x e que aponta para fora de U.
Defini¢do 6. Uma curva integral do campo V : U C R® — R™ dado por V = (a1(x),...,a,(z)) é um caminho
@ : [a,b] = R™ que satisfaz a equagdo diferencial «'(t) = V(x(t)). Assim, se x (¢t) = (21(t), ..., xx(t)), entdo

2 (t) = ar(@1(t), ., wn(t))

26 = an (@), zn(t)

Proposicao 7. Seja x : [a,b] = R™ uma curva integral com imagem no aberto W C U eu : W — R uma solugio de
> i1 aj(x)%(x) = f(z,u(x)), z € W. Logo v =uox: [a,b] = R é uma solugdo da equagio v'(t) = f(x(t),v(t)).
Em particular, se f =0, entdo uox € constante.

Teorema 8. Considere a equagio abaizo:

%% (z,t) = Au(z,t), zeR", t>0
(0.4) u(z,0) = g(x), z eR”
(2,00 = h(z), z €R"

Suponha que g e h estejam em C*°(R™). Logo, temos
i) n =1 Formula de d’Alembert:
u(z,t) =

(g =0)+gla+)+5 [ by

N =

1) n =2 Fdrmula de Poisson:

1 h(y) +tg(y) +tVg(y). (y — x)
u(z,t) = 3 7{9@@ ( N ) dy.

i) n =3 Formula de Kirchoff:
ula,t) = me( , (90) + Va(0)- (s =) + (1) dS(0).

Teorema 9. (Cauchy-Kowaleski) Seja U C R™ um aberto, T' C U uma superficie real-analitica. Consideremos o
sequinte problema:

2 aj=m Ga(@, Ou(z), Oy (2)0%u(z) = f(x,0u(x),..,0m tu(x)), zeU
%(m) = gi(z), rel je€{0,.m—1} "
Vamos supor que:
i) ag : U x R x RYN x . x RN 5 RVNXN ¢ ymgq fungao real analitica.
i) f: U x R x RYN x . xRN 5 RN ¢ uma funcao real analitica.
iii) g; : T — RN € uma fungdo real analitica, para todo j € {0,...,m — 1}.
Assim, se xg € U for tal que det <Z|a\:m aa(xo,alu(xOL..,8m*1u(x0))uo‘(xo)> # 0, entdo existe um aberto

V C U que contém zo e uma fungdo real analitica v :V — RN que ¢ solu¢io do problema em V.



