7600032 — Introdugao a Fisica do Estado Sélido — 2S/2020

m Prova 1 — 26/10/2020
E\D‘j Prof.: Eric C. Andrade

e A prova possui quatro questoes. Sua solucao devera ser entregue no Moodle até as 23h00 do dia 26 de Outubro
de 2020 em formato PDF;

e Faga sua solugao a caneta e de forma legivel. E sua responsabilidade apresentar solugoes claras e honestas;

e A consulta as suas anotagbes e livros texto é livre. Contudo, ndo vale conversar nem tirar duvidas com os
colegas. No caso de respostas idénticas, todos os envolvidos serdao punidos igualmente;

1) Modelos para os sélidos (2,5 pontos)

(a) (0,7 ponto) Explique como sélidos formam-se & baixas temperaturas. Discuta um exemplo concreto em mais
detalhes.

(b) (0,8 ponto) Discuta qualitativamente como as diferentes ligagbes quimicas ddo origem a diferentes tipos de
sblidos. Fornega exemplos famosos para cada um dos casos.

(¢) (1,0 ponto) Compare os modelos de Einstein, Debye e da cadeia atomica harmonica apontando as quantidades
fisicas relevantes em cada dos casos bem como suas similaridades e diferencas.

Solugao:
(a) (0,7 ponto)

e Gé4s ou liquido a altas temperaturas. A medida que diminuimos a temperatura a matéria tende a se ordenar.
Formacao de sélidos. A separacao entre as particulas no solido pode ser estimada pelo minimo da energia
potencial entre as particulas do gés/liquido, por exemplo Lennard-Jones. Esbogo mandatério.

e FExemplo de transicido de fase e quebra espontidnea de simetria. Aparecem modos de Goldstone, aqui fonons.
Essas excitacdes nao possuem gap.

(b) (0,8 ponto)

e Sélidos i6nicos. Energia de ligacdo de origem eletrostatica. D& origem a isolantes. Cargas fixas. Posicdo de
equilibrio determinada pelo balanco da atracdo entre os ions de carga oposto e repulsao dos nticleos. NaCl,;

e Ligacdo covalente. Ligacdo de origem quéntica na qual o elétron é compartilhado ao longo de uma ligagao.
Estado ligante e antiligante Sistemas isolantes porque elétron restrito a ligagdo. A repulsdo entre os nticleos
novamente determina o valor de a. Diamante;

e Ligacdo molecular. Interagoes do tipo dipolo-dipolo. Bem fraca. Isolantes. Sélidos de gases nobres;

e Ligacdo metdlica. Similar & covalente. Contudo o elétron agora é deslocalizado, ganhando energia cinética.
Metais;

e Opcional: ligacao de hidrogénio.

(b) (1,0 ponto)

e Calor especifico dos sélidos. Problema na mecénica estatistica classica: ¢, = 3NkgT /2. Quantizacdo dos niveis
de energia necessaria para obter a resposta correta para T — 0.

e Modelo de Einstein: modos normais de vibracdo do sélido todos possuem a mesma frequéncia, wg. Nao hé
dispersao. ¢, exponencialmente suprimido. Resolve o problema tedrico, mas nao concorda com experimentos;



e Modelo de Debye: modos normais de vibracao do sélido sdo ondas sonoras com w = ck se w < wp em que wp
é a frequéncia de Debye. Esse é um cutoff na teoria necessario para impor que o nimero de modos normais
igual a 3N. Escala de energia dos fonons. Utilizada até hoje. ¢, o T® em baixas temperaturas. Concorda com
experimentos.;

e Modelo cadeia atomica harmonica. Agora incluimos o potencial periddico da rede que fornece um cutoff natural
para teoria, o espacamento de rede a. Dispersao peridédica. Zona de Brillouin. Para mais de um atomo por
célula unitdria, varias bandas de féonons. Fonons actsticos (Debye) e épticos (Einstein).

e Em todos os modelos os fonons aparecem naturalmente como a quantizagdo dos modos normais. Diferenca é a
forma da dispersdao w (k). A cadeia atdmica harmonica possui quase todos os ingredientes necessarios para uma
descricao satisfatéria dos experimentos. Falha para a expansao térmica. Termos anarmdnicos sao necessarios.

2) Condutividade AC para um metal (2,5 pontos)

(a) (1,0 ponto) Explique brevemente o modelo de Drude para o calculo da condutividade em metais. Indique
as corregoes incluidas pela teoria de Sommerfeld e pela teoria de bandas e os motivos pelos quais essas melhorias
posteriores ndo invalidam parte das conclusoes do modelo original.

(b) (1,5 ponto) Dentro do modelo de Drude, calcule a condutividade elétrica AC para um metal considerando
E = E (w)e™?t. Obtenha também a constante dielétrica no limite wr > 1 (altas frequéncias) e discuta o papel da
frequéncia de plasma w, na propagacdo de radiagdo em um metal.

Solugao:

(a) (1,0 ponto)

e Gés uniforme de elétrons. Tons sio cargas positivas também com densidade uniforme;

e Elétrons de valéncia modelados como particulas classicas;

e Elétrons chocam-se com os {ons da rede ap6s um tempo 7;

e Forgas externas atuam apenas entre colisdes. Apds cada colisio, a velocidade média do elétron é zero;
e Movimento Browniano para particulas carregadas;

e Teoria de Sommerfeld modela os elétrons como férmions degenerados (Fermi-Dirac): ¢, = yT e apenas aqueles
elétrons préximos da superficie de Fermi contribuem para termodindmica e transporte. A densidade de estados
no nivel de Fermi, p (EF), passa a ter papel central. Consistente com o modelo de Drude e resolve o problema
da condutividade térmica;

e Teorema de Bloch mostra que o momento cristalino é um bom nimero quantico para elétrons em um potencial
periédico. Elétron chocam-se com desvios da periodicidade. Elétrons e buracos. Resolve o mistério do coeficiente
Hall;

(b) (1,0 ponto)

A equagdo do movimento para o modelo de Drude é

dp D
r__F_E
dt T €
Buscamos uma solugdo estaciondria (nesse caso que oscila com a mesma frequéncia do campo externo): p(t) =
p (w) e que nos da
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Dado que a densidade de corrente é j = —nep/m, em que n é a densidade de portadores e m é a massa do elétron,
podemos escrever

. Oo ne*r
Jj(w) =0 (w) E(w) com o (w) = T 00T o

Se w — 0, recuperamos o resultado para a condutividade DC, como esperado.
Para o céalculo da constante dielétrica, resolvemos a equacoes de Maxwell dentro desse condutor assumindo que
todas as cargas livres ja foram a zero, de modo que
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em que € ¢ a permissividade do meio e p é a permeabilidade magnética do metal. Temos entdo que
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que tem a forma de uma equacao de onda com uma constante dielétrica complexa dada por
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em que introduzimos a frequéncia do plasma wf] = ne?/me. Vemos entdo que se w < wp, as ondas eletromagnéticas
decaem exponencialmente dentro do metal, ou seja ndo hé propagacdo de radiacdo. J& para w > w, a radiagdo pode
se propagar e o metal torna-se transparente.

3) Rede de Kagomé e estrutura cristalina (2,5 pontos)

A rede de Kagomé — mostrada na figura ao lado — é muito
utilizada no estudo de sistemas magnéticos frustrados. Ela
é formada por tridngulos que compartilham um vértice e a
distancia entre um sitio e seus primeiros vizinhos é a.

(a) (0,8 ponto) Descreva a rede de Kagomé como uma rede
de Bravais com uma base, escrevendo explicitamente os
vetores de rede @y e as bem como a posi¢ao x dos n dtomos
na base. Qual é a drea da célula unitaria?

(b) (0,5 ponto) Calcule agora os vetores da rede reciproca
b, e by e faga um esboco da primeira zona de Brillouin.

(¢) (0,5 ponto) Calcule e fator de estrutura geométrico
S(nk) € obtenha a intensidade dos picos de Bragg como
observados experimentalmente.

(d) (0,7 ponto) Discuta as diferentes sondas experimentais existentes para medirmos a estrutura cristalina e suas
excitacoes.

Solugao:

(a) (0,8 ponto)



A rede de Kagomé possui trés sitios por célula unitéria.
Eles s@o representados na figura ao lado pelos sitios verme-
lho (sub-rede A), verde (sub-rede B) e azul (sub-rede C).
Os vetores de rede sdao definidos como

a1 = 2a(1,0) ea2:a<1,\/§).

A &area da célula unitaria — losango amarelo na figura — é
dada por A = |a; x ay| = 2v/3a?. A posicio de cada um
dos sitios na célula unitaria é

a a
mA:(O,O),ZCB:717-'BC:?2.

(b) (0,5 ponto)

Os vetores da rede primitiva sdo dados por

i) ot 02)

Naturalmente, temos a; - b; = 2md;;. O esbogo da primeira
zona de Brillouin estd ao lado (2a = 1 na figura). (Explicar
como ela é determinada).

(¢) (0,5 ponto)

O fator de estrutura é definido como

S(hk) = fétomo Z eiGwa’
@

assumindo que exista apenas um tipo de atomo e que que o fator de forma nao dependa muito fortemente de G =
hb;y + kby. Utilizando os resultados do item (a), temos

. . A &
S(hk) = fstomo [1 +eimh em’k} = fstomo {1 + (_1) + (_1) :
Vemos assim que [, o |S(hk) |2 ndo possuird auséncias sistematicas, mas ha uma supressao do sinal se h ou k forem
impares.
(¢) (0,7 ponto)
e Espalhamento é a forma padrao ainda. Espago reciproco;

e Raio-X. E ~ 10* eV. Espalhamento eldstico apenas. Interage com a nuvem eletrénica (ag ~ 0.5A) por meio do
espalhamento Thomson. Fator de forma depende de G}

e Néutrons. E ~ 0.1 eV (térmicos). Espalhamento eldstico e ineldstico (f6nons). Interagem com o nicleo e spin
do elétron (nao relevante para cristalografia). Fator de forma independente de G;

e Elétrons. E ~ 100 eV. Interage com a nuvem eletrénica por meio do potencial eletrostatico. Fator de forma
depende de G. Pouca penetragdo na amostra por causa da forca de Coulomb. Técnica de superficie.

4) Elétrons de Bloch em duas dimensdes (2,5 pontos)

(a) (1,3 ponto) Assuma que tenhamos elétrons movendo-se em uma rede quadrada de espagamento de rede a. A
transformada de Fourier do potencial da rede é dada por Vig. Faca um esbogo da primeira zona de Brillouin e mostre
que o espectro de energia de elétrons livres é quadruplamente degenerado no ponto M = (n/a, w/a). Determine os



valores dos vetores da rede reciproca G para os quais temos € = €xta, com k = M. Faga um esbogo da dispersao
desses elétrons. Discuta a forma esperada da superficie de Fermi para n = 1 e n = 2 — apenas um sitio por célula
unitaria — considerando os casos de potencial periédico fraco e forte.

(b) (1,2 ponto) Escreva o modelo tight-binding para rede de Kagomé — ver exercicio 3 — com hopping —¢ entre
primeiros vizinhos. Calcule a dispersao dos elétrons de Bloch para esse caso e discuta em detalhes seus resultados.

Solugao:
(a) (1,2 ponto)

A primeira zona de Brillouin para a rede quadrada é ilus-

trada ao lado. Queremos calcular a energia no ponto /\/\
k=M = (n/a, m/a). A condi¢do de degenerescéncia para Q(\/(;\[’W/O\J )

um potencial peridédico fraco é dado por -

€k = €K+ G, >
em que G é um vetor da rede reciproca e e = hk?/2m ¢
é a dispersao para elétrons livres. Fica claro entao que os P
vetores
21 2w 27
G=—-—— (170)a77(071) 77(131)
a
—1, W Q/l -
satisfazem & condicdo de degenerescéncia. Essa é a degene- K ‘/fk 1 /O\-\ (N /(’L\

rescéncia quadrupla desejada. No ponto em que as bandas
livres se tocam, esperamos que aparega um gap x |Vg| e

diferentes bandas sejam formadas (veja o esbogo ao lado). QU/A/“
Para o presente caso, podemos ter até quatro bandas di- \ /
ferentes. As superficies de Fermi para o caso de potencial \ /
periddico fraco e forte sdo mostradas abaixo para n =1 e \ \
n = 2. Em particular, para n = 2 podemos ainda ter um \ A /
metal se |Vg| for fraco, com a superficie de Fermi invadindo N\ W g\
a 2¢ BZ. \ X !
/
e I'S circular distorcida em dire¢do da fronteira da BZ N XX !
para abaixar energia pelo gap; ==
e A FS toca a fronteira da BZ com um angulo de 90°, Qr/‘;l V\
em geral. Continuidade.
Vel
n=1
n=2




(b) (1,2 ponto)

Temos trés sitios por célula unitaria. Como no caso do grafeno, vamos introduzir adicionar um rétulo extra para os
estados de Wannier pertencentes a cada uma das sub-redes A, B e C. A Hamiltoniana tight-binding fica agora (veja
a figura do exercicio 3 para referéncia das sub-redes)

H=—tY [[Ri;A)(Ri+8;B|+ |Ri; A) (R — 61; Bl + |Ri; A) (R; + 62; C| + |Ri; A) (R; — 62;C|
R;
+ |Ri§B> <R,z + (53; C| + |Rl, B> <Rz — 63; C| + hc} s

em que os vetores §,, — que conectam um sitio a seus primeiros vizinhos — sdo dados por
81 =a(1,0),8,=a (1@) /2,85 =a <f1,\/§) /2.

Realizando a transformada de Fourier e organizando H de forma matricial (mostrar passos explicitamente) obtemos
entao

0 cos (k-01) cos(k-9d2) (k; A
H=-2t) ([k;A) |k;B) [k;C)) | cos(k-d1) 0 cos (k - 83) (k; B
k cos (k- d2) cos(k-9d3) 0 (k; C

que nos dé (célculos explicitos)

Ey(k)=—t {1 + \/4[cos? (k- 8;) + cos? (k - 83) + cos2 (k - 83)] — 3} ,
Eenata (k) = 2t.

Por se tratar de uma rede de Bravais com trés sitios por célula unitaria, obtemos trés bandas. O fato mais marcante
é a presenca de uma banda chata, sem dispersao, de energia 2t. Essa banda toca a banda E_ no ponto I' (centro da
BZ). Essa dispersdo ndo possui simetria particula-buraco (a banda chata estraga a simetria ¢ — —t). As banda Fi
tocam-se no ponto K = (g—g, ) Assim como no caso do grafeno, temos uma dispersdo linear ao redor desse ponto.

O outro ponto de Dirac é o ponto K’ = —K.



