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As variaveis da rotacao

@ Vamos estudar a rotacdo de um corpo rigido em torno de um eixo fixo

@ Um corpo rigido é um corpo que gira em torno de um eixo com todas as partes ligadas
entre si e sem mudar de forma

@ Um eixo fixo é um eixo que ndo muda de posicao
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Posicao angular

As variaveis da rotacao
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@ A posicdo angular da reta de referéncia é o angulo que a reta faz =~ =~
. -~ .~ a corpo
com uma direcdo fixa, que tomamos como a posicdo angular zero fofacaow 4

@ Na figura, a posicdo angular 6 é medida em relacdo ao semieixo x

7 reta de referéncia
@ A posicdo angular 6 pode ser escrita como R y —

4)/
Posicdo angular (4ngulo em radianos) ~o X
y
reta de referéncia
e s é o comprimento de um arco de circunferéncia que vai '>/
do eixo = (posicdo angular zero) até a reta de referéncia s
e r é o raio da circunferéncia 7
=] 7 ’
eixo de
rotacdo



Posicao angular

As variaveis da rotacdo

@ Relac3do entre radianos, graus e revolucdes:

1 rev = 360° = 27 rad
1rad =57,3° =0, 159 rev
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Deslocamento angular

As variaveis da rotacao

Deslocamento Angular

Al =6y — 06y

@ Um deslocamento angular no sentido anti-horério é positivo
@ Um deslocamento angular no sentido horério é negativo
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Um disco pode girar em torno de um eixo central como se fosse um carrossel. Quais dos
seguintes pares de valores para as posicoes inicial e final, respectivamente, correspondem
a um deslocamento angular negativo:

(a) —3rad, +5 rad
(b) —3 rad, —7 rad
(c) +7rad, =3 rad




Velocidade angular

As variaveis da rotacao

@ Suponha que um corpo em rotacdo esta

e na posicdo angular 61 no instante t;
e na posicdo angular 62 no instante to

@ Definimos a velocidade angular média no intervalo At como

Velocidade angular média
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Aceleracdo angular

As variaveis da rotacao

@ Suponha que um corpo em rotacdo esta

e com velocidade angular w; no instante t;

. . y .
e com velocidade angular ws no instante to reta de referéncia
@ Definimos a aceleracdo angular média no intervalo At como t
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Exemplo: Velocidade angular a partir da posicao angular

Um disco esta girando em torno do eixo central. A posicdo angular 6(t) de uma reta de referéncia do
disco é dada por () = —1,00 — 0,600t + 0,250t> (¢ em s e § em rad). (a) Plote 6(t), de t = —3,0s

at = 5,4s. Desenhe o disco e a reta de referéncia em t = —2,0s, Os, 4,0s e nos instantes em que o
grafico cruza o eixo t. (b) Em que instante ¢, 0 angulo 6(¢) passa pelo valor minimo? Qual é o valor

minimo?
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Exemplo: Velocidade angular a partir da posicao angular
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disco é dada por () = —1,00 — 0,600t + 0,250t> (¢ em s e § em rad). (a) Plote 6(t), de t = —3,0s

at = 5,4s. Desenhe o disco e a reta de referéncia em t = —2,0s, Os, 4,0s e nos instantes em que o
grafico cruza o eixo t. (b) Em que instante ¢, 0 angulo 6(¢) passa pelo valor minimo? Qual é o valor

minimo?

@ Para encontrar t,;, podemos fazer

dao(t) 0,600
T 0 =  —0,600+0,500t=0 = ¢t= =1,2 = [twn=1,2
o 600 +0, 0500~ b

@ Agora podemos encontrar o valor minimo

| 0(tmin) = —1,36 rad
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Exemplo: Velocidade angular a partir da posicao angular
Um disco esta girando em torno do eixo central. A posicao angular §(¢) de uma reta de referéncia do
disco é dada por 0(¢) = —1,00 — 0,600t + 0,250t (t em s e § em rad). (c) Plote a velocidade angular

w do disco em funcdo do tempo de ¢ = —3,0s a t = 6,0s. Desenhe o disco e indique o sentido de
rotacdo e o sinal de w em ¢ = —2,0s, 4,0s e tmp. (d) Use os resultados anteriores para descrever o
movimento do disco de t = —3,0s a ¢t = 6, Os.

@ Para encontrar w(t) fazemos

9
dt
w(t) = —0,600 + 0, 500¢
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Exemplo: Velocidade angular a partir da aceleracao angular
Um pido gira com aceleracdo angular oz = 5t — 4t em que t estd em segundos e o estd em rad/s%. No
instante ¢ = 0, a velocidade angular do pido é 5 rad/s e uma reta de referéncia tracada no pido estd na

posicdo angular @ = 2 rad. (a) Obtenha uma express3o para a velocidade angular do pido. (b) Obtenha
uma expressao para a posicao angular do pis3o.
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Grandezas angulares sao vetores?

Eixo

U

Eixo

Eixo

Eixo
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Grandezas angulares sao vetores?

Deslocamento angulares ndo podem ser tratados como vetores
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10. Rotacao

10.2 Rotacao com aceleracdo angular constante
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Rotacao com aceleracao angular constante

Rotacdo com Aceleracdo angular constante

@ Quando estudamos cinemética, vimos que podemos obter muitas relacdes para o estudo
de movimentos com aceleracdo constante.
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Podemos fazer ainda

do
W= —
dt

19/62



Rotacao com aceleracao angular constante

Rotacdo com Aceleracdo angular constante

@ Quando estudamos cinemética, vimos que podemos obter muitas relacdes para o estudo
de movimentos com aceleracdo constante.

@ O mesmo ocorre para o caso de rotacdes

Podemos fazer ainda

dw do
d (df d*0

- (=) = 2
dt(dt) a2 2)

Se a aceleracdo angular é constante, temos

wf

ty
dw = adt = dw:/ adt
0

wo

®

19/62



Rotacao com aceleracao angular constante

Rotacdo com Aceleracdo angular constante

@ Quando estudamos cinemética, vimos que podemos obter muitas relacdes para o estudo
de movimentos com aceleracdo constante.

@ O mesmo ocorre para o caso de rotacdes

dw
o= —
dt

_d [doy d26
Codt\dt)  dt?
Se a aceleracdo angular é constante, temos
wy

ty
dw = adt = dw:/ adt
0

wo

Podemos fazer ainda

w=— = dd=wdt = df = (wo+ at) dt

(3)




Rotacao com aceleracao angular constante

Rotacdo com Aceleracdo angular constante

@ Quando estudamos cinemética, vimos que podemos obter muitas relacdes para o estudo

de movimentos com aceleracdo constante.

@ O mesmo ocorre para o caso de rotacdes

e
Cdt

_d [doy d26
Codt\dt)  dt?
Se a aceleracdo angular é constante, temos
wy

ty
dw = adt = dw:/ adt
0

wo

(1)
(2)

(3)

Podemos fazer ainda

do
W= = df =wdt = df = (wo + at) dt

/d&-/wo—i-at

19/62



Rotacao com aceleracao angular constante

Rotacdo com Aceleracdo angular constante

@ Quando estudamos cinemética, vimos que podemos obter muitas relacdes para o estudo

de movimentos com aceleracdo constante.

@ O mesmo ocorre para o caso de rotacdes

e
Cdt

_d [doy d26
Codt\dt)  dt?
Se a aceleracdo angular é constante, temos
wy

ty
dw = adt = dw:/ adt
0

wo

(1)
(2)

(3)

Podemos fazer ainda

do
W= = df =wdt = df = (wo + at) dt
/d&-/wo—i-at
9:90+w0t+§at2 (4)
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@ Quando estudamos cinemética, vimos que podemos obter muitas relacdes para o estudo
de movimentos com aceleracdo constante.

@ O mesmo ocorre para o caso de rotacdes

dw

-2 1)
d [ do d26

=—\|= =5 2
dt (dt) dt? (2)

Se a aceleracdo angular é constante, temos

ty
dw:/ adt
0

wf

dw = adt =

wo

(3)

Podemos fazer ainda

do
W= = df =wdt = df = (wo + at) dt

/d&-/wo—i-at

0 =0y + wot + §O¢t2

Eliminando ¢ nas Eq. (3) e (4), obtemos

w? = w? +2a(9—90)‘
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Rotacao com aceleracao angular constante

Equacao Linear Equacdo angular

v =19+ at w=uwy+at

T = 2o + vot + jat? 0 = 0 + wot + at?
v =2 + 2a(x — z¢) w? = wg + 2a(6 — )
T =z + 1(vo +v)t 0 = 6o + 3 (wo + w)t
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10. Rotacao

10.3 Relacoes entre as variaveis lineares e angulares
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RelacGes entre as variaveis lineares e angulares

@ Quando um corpo rigido, gira em torno de um eixo, cada particula do corpo descreve uma
circunferéncia em torno do eixo.

@ Como o corpo é rigido, todas as particulas completam uma revolucdo no mesmo intervalo de
tempo, ou seja, todas tém a mesma velocidade angular w

@ Entretanto

e Quanto mais afastada a particula do eixo de rotacdo maior a velocidade linear
escalar v

y y y y

Circunferéncia
descrita por P

<l

o
<!
S

eixo de
otacdo r

<l

<l
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RelacGes entre as variaveis lineares e angulares

@ Podemos relacionar as variadveis lineares e angulares

(s,v,a) «— (0,w, @)

Circunferéncia
descrita por P

<l

A
: e
r a
| x —x
eixo de eixo de
otacdo rotacdo
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RelacGes entre as variaveis lineares e angulares

@ Posicdo: | s = 0r y
Circunferéncia
descrita por P

- X
eixo de
rotacdo

<{

e

al’
—x
eixo de
rotacdo
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RelacGes entre as variaveis lineares e angulares

@ Posicio: y
Circunferéncia

descrita por P

- X
eixo de
rotacdo

<{

@ Derivando s com relacdo ao tempo

e

aI’
|
eixo de
rotacdo
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RelacGes entre as variaveis lineares e angulares

@ Posicio: y
Circunferéncia

descrita por P

<{

@ Derivando s com relacdo ao tempo
ds de )/ P
—_— =Tr—" r
dt dt L
eixo de
rotacdo

aI’
|
eixo de
rotacdo
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RelacGes entre as variaveis lineares e angulares

@ Posicio: y
Circunferéncia

descrita por P

<{

@ Derivando s com relacdo ao tempo
ds de P
- =r— r
dt dt L
_ eixo de
v =TWw @J

aI’
|
eixo de
rotacdo
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RelacGes entre as variaveis lineares e angulares

@ Posicio: y
Circunferéncia

descrita por P

<{

@ Derivando s com relacdo ao tempo

ds do

=
at — dt .
_ eixo de
V=Tw rotacdo J

@ velocidade linear escalar:

(e

aI’
|
eixo de
rotacdo
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RelacGes entre as variaveis lineares e angulares

@ Posicio: y

Circunferéncia

@ Derivando s com relacdo ao tempo descrita por P

ds do

dat ~ "t

v
P
.
—x
_ eixo de
V= Trw rotacdo J
@ velocidade linear escalar:

@ Se w é constante y

w:? a
D

em que T é o periodo de revolucdo o
|
eixo de
rotacdo
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RelacGes entre as variaveis lineares e angulares

@ Posicdo: @ Derivando v com relagdo ao y

Circunferéncia

. - tempo i
@ Derivando s com relacdo ao tempo P descrita por P
ds de
=
dt dt N

(e

v
P
.
|
_ eixo de
V= Trw rotacdo J
@ velocidade linear escalar:

@ Se w é constante y

w:? a
D

em que T é o periodo de revolucdo o
|
eixo de
rotacdo
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RelacGes entre as variaveis lineares e angulares

@ Posicio:

@ Derivando s com relacdo ao tempo

ds _ db
dt ~ O dt
vV =Trw

@ velocidade linear escalar:

@ Se w é constante

em que T é o periodo de revolucdo

@ Derivando v com relacdo ao
tempo

do _ dw
dt ' dt

y

Circunferéncia
descrita por P

eixo de
rotacdo

(e

y

v
P

I
J

a
é\ P

eixo de
rotacdo

(e

ar
‘J‘
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RelacGes entre as variaveis lineares e angulares

@ Posicio:

@ Derivando s com relacdo ao tempo

ds _ db
dt ~ O dt
vV =Trw

@ velocidade linear escalar:

@ Se w é constante

em que T é o periodo de revolucdo

@ Derivando v com relacdo ao
tempo

do _ dw
dt ' dt

@ aceleracdo tangencial:

a = ra

y

Circunferéncia
descrita por P

eixo de
rotacdo

(e

y

v
P

I
J

a
é\ P

eixo de
rotacdo

(e

ar
‘J‘
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RelacGes entre as variaveis lineares e angulares

@ Posicdo: @ Derivando v com relagdo ao y
. . tempo Circunferéncia v
@ Derivando s com relacdo ao tempo P descrita por P
dv dw
dS d9 E fr— ’,“E P
— =r— r
dt dt |
- X
V=rw @ acelerac3o tangencial:

@ velocidade linear escalar:

@ Se w é constante , ) , y
@ Além disso, uma particula que
w— 27 se move em uma trajetéria
E— . ay
T circular tem uma componente X
, , . radial da aceleracio (dirigida vai
em que T é o periodo de revolucdo i
para dentro) L
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RelacGes entre as variaveis lineares e angulares

@ Posicdo: @ Derivando v com relagdo ao y
. . tempo Circunferéncia v
@ Derivando s com relacido ao tempo P descrita por P
dv dw
dS d9 E fr— ’,“E P
— =r— r
dt dt |
- X
V=rw @ acelerac3o tangencial:

@ velocidade linear escalar:

@ Se w é constante , ) , y
@ Além disso, uma particula que
w— 27 se move em uma trajetéria
E— . ay
T circular tem uma componente X
, , . radial da aceleracio (dirigida vai
em que T é o periodo de revolucdo i
para dentro) L

<
S

G = — =TW
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Uma barata estd na borda de um carrossel em movimento. Se a velocidade angular do
sistema (carrossel 4 barata) é constante, a barata possui (a) uma acelerac3o radial e (b)
uma aceleracdo tangencial? Se w estd diminuindo, a barata possui (c) uma aceleracdo
radial e (d) uma aceleracdo tangencial?
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Exemplo: Arremesso de disco

Um atleta rotaciona um disco em um circulo de raio 80,0cm. Em um certo instante, o atleta esta
rotacionando com w = 10,0rad/s e w estd aumentando em uma taxa de 50, Orad/s?. Neste instante,
encontre as componentes tangencial e centripeta da aceleracao do disco. Também encontre o médulo

da aceleracdo.
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Exemplo: Arremesso de disco

Um atleta rotaciona um disco em um circulo de raio 80,0cm. Em um certo instante, o atleta esta
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Exemplo: Arremesso de disco

Um atleta rotaciona um disco em um circulo de raio 80,0cm. Em um certo instante, o atleta esta

rotacionando com w = 10,0rad/s e w estd aumentando em uma taxa de 50, Orad/s?. Neste instante,
encontre as componentes tangencial e centripeta da aceleracao do disco. Também encontre o médulo

da aceleracdo.

@ Temos que

w=10,0rad/s a = 50,0rad/s?

@ Para a componente tangencial

a; = ra = (0,80m)(50,0rad/s?) = 40m /s>

@ Para a componente radial

2
1; (”:) = rw? = (0,80m)(10, Orad/s)? = 80m /s>

@ O médulo da aceleracio é: a=+/a; + a2 = 89,4m/s>
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Energia Cinética de Rotacao

@ Como podemos calcular a energia cinética de um corpo em rotacdo?

@ Certamente n3o podemos apenas usar

1
K = 5Mv2

isso nos daria apenas a energia cinética do CM do disco

@ Vamos tratar o disco como sendo formado por um conjunto de particulas
com diferentes velocidades, e somar a energia cinética dessas particulas

;mgvz Z —m,;v;

1
K= m1v1+

@ agora podemos usar v; = wr;
K = Z 1rm»(wri)Z = Z 1(mirz)w2 _1 Zmirz w?
2 2 ' 2\5 Z
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Energia Cinética de Rotacao

@ Obtemos a relacdo
1
K = 5( EZ mir?>w2

@ A grandeza entre parénteses no lado direito depende da forma como a massa do corpo
esta distribuida em relacdo ao eixo de rotacao.

@ Chamamos essa grandeza de momento de inércia do corpo em relacdo ao eixo de rotacdo.

Momento de inércia

2
I = E m;r;
i

@ Podemos reescrever a energia cinética de rotacdo como

Energia cinética de rotacao

K= lm
2
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Exemplo: Sistema de particulas girando

Um corpo consiste de quatro particulas pontuais de massa m, formando um retangulo de lados 2a e 2b.

O sistema gira com velocidade angular w em torno do eixo mostrado. Determine a energia cinética do
corpo.

@ Podemos aplicar a relagdo Eixo de rotacao

1 ]
K= 51& A o,

|
@ Em que o momento de inércia é calculado como I M

4
2 2 2 2 2 2
I = g m;T; = maT] + Mary + mars +myr; = 4ma 2b |

i=1 4—”3
ms : T4 1y
@ Obtemos OT

1 :
K= 5(4ma2)w2 = 2m(aw)? 20—~
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Energia Cinética de Rotacao

Momento de inércia

2
I = g m;r;
i

E facil rotacionar o bastdo

ao longo deste eixo
Eixo de /

rotagao

E mais dificil rotacionar o
bastdo ao longo deste eixo

Eixo de
rotacéo
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A figura mostra trés pequenas esferas que giram em torno de um eixo vertical. A
distancia perpendicular entre o eixo e o centro de cada esfera é dada. Ordene as trés
esferas de acordo com o momento de inércia em torno do eixo, comecando pelo maior.

1M o 36kg
eixo de | 2M  G594g
rotacao 3Im
4 7<g
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10. Rotacao

10.5 Célculo do Momento de Inércia
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Calculo do Momento de Inércia

@ Para um corpo rigido contendo um ndmero pequeno de parti-

culas
2
I= E rim;
i

@ Quando um corpo rigido contém um ndmero muito grande de
particulas muito préximas (continuo), usamos

I:/TQdm

dm
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Exemplo: momento de inércia de um bastao homogéneo

Encontre o momento de inércia de um bast3o fino homogéneo, de comprimento L e massa M, em
relacdo a um eixo perpendicular ao bastao passando por uma extremidade.

@ Vamos usar a relacdo

yi
|
1= /rzdm Q:)
; L B
@ Como o bastdo é homogéneo, temos : dm=1\f4dx
|
M dm M ‘ X

A=

@ Podemos reescrever o momento de inércia como

ML3
I:/J:Qdm——/ de——/

]
I=-ML?
3
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Exemplo: momento de inércia de disco homogéneo

Encontre o momento de inércia de um disco homogéneo de raio R e massa M, em relacdo a um eixo

que passa perpendicularmente pelo seu centro.

I:/T’de

@ Como o disco é homogéneo, temos

@ Vamos usar a relacdo

M dm M

@ Podemos escrever dA em coordenadas polares como dA = rdfdr

M 27 R M ,,,4 R
I:/TQdm:—/ d9/ dr = ——(2n {}
A Jo 0 (WRZ)( ) 4],

1
I=-MR?
5 R
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Calculo do Momento de Inércia

| | . o« 4
: . b 1 Long thin &S Long thin rod &S
Hollow cylinder R rod with with rotation axis
“?'01)1?‘7 1 shell ° 0‘1‘ e 2 rotation axis through center ’
Tt = MR Iow= MR+ BD) through end gt e g
o =1 2 & L Ion = {g ML L
1= 4 mrz —
< . (b <lh>]
\ 7| E 4 Rectangular plate - | - Thin spherical
Solid cylinder .'ﬁ—‘ Iow =5 M(a2 +1?) Solid sphere shell
or disk Y12 ) = ) 9 -
Ic \,:;1, MR? Ten = é MR2 om=5 !
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Teorema dos Eixos paralelos

@ O teorema dos eixo paralelos relaciona: o momento de inércia em
relacdo a um eixo que passa pelo centro de massa com o momento
de inércia em relacdo a um segundo eixo, paralelo ao primeiro.

!

Teorema dos eixos paralelos estabelece

I=1.,,+MH

@ M é a massa total do corpo

@ h distancia entre os dois eixos
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Prova do teorema dos eixos paralelos

y
@ Escolhemos a origem do sistema de coordenadas sobre o centro de g
massa eixo de
. . " . 3 rotagdo
@ O momento de inercia do corpo em relacdo ao eixo P é dado por que passa I
por P
P
cm
X
9]
eixo de rotacao
que passa pelo cm
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Prova do teorema dos eixos paralelos

y
@ Escolhemos a origem do sistema de coordenadas sobre o centro de
massa ) eixo de —————- -
. . N . 3 rotacao
@ O momento de inercia do corpo em relacdo ao eixo P é dado por quepassa 1/ |, p
por P \
P
X-a
h
b
cm a
o X X
eixo de rotacao
que passa pelo cm
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Prova do teorema dos eixos paralelos

y
@ Escolhemos a origem do sistema de coordenadas sobre o centro de
massa ) eixo de —————- -
. . N . 3 rotacao
@ O momento de inercia do corpo em relacdo ao eixo P é dado por quepassa 1/ |, p
por P \
P
I= /r2dm N x-a
b
cm a
o X X
eixo de rotacao
que passa pelo cm
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Prova do teorema dos eixos paralelos

y
@ Escolhemos a origem do sistema de coordenadas sobre o centro de
massa ) eixo de —————- -
. . N . 3 rotacao
@ O momento de inercia do corpo em relacdo ao eixo P é dado por quepassa 1/ |, p
por P
2 A
I= [ r“dm . x-a
b
cm a x

. / (2 — @) + (y — b)2dm 5 L

eixo de rotacao
que passa pelo cm
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Prova do teorema dos eixos paralelos

y
@ Escolhemos a origem do sistema de coordenadas sobre o centro de
massa ) eixo de —————- -
. . N . 3 rotagao
@ O momento de inercia do corpo em relagdo ao eixo P é dado por quepassa 1/ |, p
por P
: b
I= [ r°dm . x-a
b
cm a
_ /[(m —a) + (y— b)%dm 5 >
eixo de rotacao
que passa pelo cm
_ 2 2 2, 72
—/(x +y )dm—?a/xdm—%/ydm—i—/(a +b°) dm
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Prova do teorema dos eixos paralelos

y
@ Escolhemos a origem do sistema de coordenadas sobre o centro de
massa ) eixo de —————- -
. . N . B rotacao
@ O momento de inercia do corpo em relacdo ao eixo P é dado por quepassa 1/ |, p
por P
2 A
I= [ r“dm . x-a
b
cm a
_ /[(m — @)+ (y — b)dm 5 —x
eixo de rotacao
R? que passa pelo cm
:/Mm—2a/xdm—2b/ydm+/(a2+b2) dm
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Prova do teorema dos eixos paralelos

y
@ Escolhemos a origem do sistema de coordenadas sobre o centro de
massa ) eixo de —————- -
. . N . B rotacao
@ O momento de inercia do corpo em relacdo ao eixo P é dado por quepassa 1/ |, p
por P \
I = /r2dm . P
b
cm a
- /[(m — @)+ (y — b)dm 5 —x
0 eixo de rotagao
R? que passa pelo cm
:/Mm—?a dm—2b/ydm+/(a2+b2)dm
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Prova do teorema dos eixos paralelos

y
@ Escolhemos a origem do sistema de coordenadas sobre o centro de
massa ) eixo de —————- -
. . N . B rotacao
@ O momento de inercia do corpo em relacdo ao eixo P é dado por quepassa 1/ |, p
por P \
I = /r2dm . P
b
cm a
- /[(m — @)+ (y — b)dm 5 —x
0 0 eixo de rotagao
R? que passa pelo cm
:/M&m—?a dm — 2b dm+/(a2+b2)dm
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Prova do teorema dos eixos paralelos

y
@ Escolhemos a origem do sistema de coordenadas sobre o centro de
massa ) eixo de —————- -
. . N . B rotagao
@ O momento de inercia do corpo em relacdo ao eixo P é dado por quepassa 1/ |, p
por P \
I = /r2dm A 2
b
cm a
- /[(m — @)+ (y — b)dm 5 —x
0 0 eixo de rotagao
R? h? que passa pelo cm
:/Mm—?a dm —2b dm—l—/Mdm
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Prova do teorema dos eixos paralelos

y
@ Escolhemos a origem do sistema de coordenadas sobre o centro de
massa ) eixo de —————- -
N . B rotagao
@ O momento de inercia do corpo em relacdo ao eixo P é dado por quepassa 1/ |, p
por P \
I = /r2dm A 2
b
cm a
- /[(m — @)+ (y — b)dm 5 —x
0 0 eixo de rotagao
R? h? que passa pelo cm
Z/Mm—Qa dm — 2b dm—l—/Mdm
=Icw + Mh?
Tem = 77 [ wdm Yem = 77 | ydm
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Exemplo: Aplicacdo do teorema dos eixos paralelos

(<l
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Exemplo: Aplicacdo do teorema dos eixos paralelos

@ O momento de inércia de um cilindro macico de massa M e raio
R com relacdo ao seu eixo é dado por - 4

(<l
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Exemplo: Aplicacdo do teorema dos eixos paralelos

@ O momento de inércia de um cilindro macico de massa M e raio
R com relacdo ao seu eixo é dado por - 4

1
Iem = 5MR2

(<l
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Exemplo: Aplicacdo do teorema dos eixos paralelos

@ O momento de inércia de um cilindro macico de massa M e raio
R com relacdo ao seu eixo é dado por - 4

1
Iem = 5MR2

@ O momento de inércia do cilindro com relagdo ao eixo mostrado
na figura ao lado é

(<l
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Exemplo: Aplicacdo do teorema dos eixos paralelos

@ O momento de inércia de um cilindro macico de massa M e raio
R com relacdo ao seu eixo é dado por - 4

. I
1 R
Iem = M R?
2
@ O momento de inércia do cilindro com relagdo ao eixo mostrado
na figura ao lado é

I =Icm+ Mh? -

(el
R
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Exemplo: Aplicacdo do teorema dos eixos paralelos

@ O momento de inércia de um cilindro macico de massa M e raio
R com relacdo ao seu eixo é dado por - 4

. I

1 R

Iem = M R?
2
@ O momento de inércia do cilindro com relagdo ao eixo mostrado
na figura ao lado é
I=1Icm+ Mh? -
1 ) ) N\ l y
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Exemplo: Aplicacdo do teorema dos eixos paralelos

@ O momento de inércia de um cilindro macico de massa M e raio
R com relagdo ao seu eixo é dado por - 4

. ’
1 R
Iem = M R?
2
@ O momento de inércia do cilindro com relacdo ao eixo mostrado
na figura ao lado é
I =1Icm+ Mh? -
1 ) 5 N\ l y
R2
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10. Rotacao

10.6 Torque
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e/xo de rotacdo elxo de rotacao elxo de rotacdo
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@ Para determinar o modo como F' provoca uma rotacdo do
corpo em torno do eixo de rotacdo, podemos separar a forca
em duas componentes

N

o A componente radial F,. tem a direcdo de 7 (ndo causa
rotac3o)

|

o A componente tangencial F} é perpendicular a e é dada
por F; = F'sin ¢ (causa rotac3o)

Médulo do torque

T=rFsin¢

Brago de
alavanca de F

4362



@ Para determinar o modo como F' provoca uma rotacdo do
corpo em torno do eixo de rotacdo, podemos separar a forca
em duas componentes

N

o A componente radial F,. tem a direcdo de 7 (ndo causa
rotac3o)

|

o A componente tangencial F} é perpendicular a e é dada
por F; = F'sin ¢ (causa rotac3o)

Médulo do torque

T=rFsin¢

r(Fsing) =rF,
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@ Para determinar o modo como F' provoca uma rotacdo do
corpo em torno do eixo de rotacdo, podemos separar a forca
em duas componentes

N

o A componente radial F,. tem a direcdo de 7 (ndo causa
rotac3o)

|

o A componente tangencial F} é perpendicular a e é dada
por F; = F'sin ¢ (causa rotac3o)

Médulo do torque

T=1rFsin¢
=r(Fsin¢) =rkF;
= F(rsing) = Fr

Brago de
alavanca de F
e A unidade do torque no Sl é (N - m)

4362



O torque é um vetor 7 =7 X F

Tl
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O torque é um vetor 7 =7 X F

d=bxa ﬁ
c Q_)/
;
4 o
=axb
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O torque é um vetor 7 =7 X F
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O torque é um vetor 7 =7 X F
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O torque é um vetor 7 =7 X F
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O torque é um vetor 7 =7 X F
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O torque é um vetor 7 =7 X F
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O torque é um vetor 7 =7 X F
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O torque é um vetor 7 =7 X F

z z
Iy
7 Y
™
xr Fl
Fy 7
- Fy
T2 - —

45 /62



O torque é um vetor 7 =7 X F

z z
Fy
T Y
T
i Fl
\
7_—‘res = 7__’1 + 7?2
Fy 7

= Fy
T2 = -
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O torque é um vetor 7 =7 X F

z z
Fy
T Y
[
T Fl
\/
7_—‘res = 7__’1 + 7?2
ﬁ — —
2 — Tl — /r.l
- Fy Fy
T2 = — —
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O torque é um vetor 7 =7 X F

z z
Fy
T Y
1
T Fl
\
7_—‘res = 7__’1 + 7?2
ﬁ2 — = —
— Tl 77'2 T2 — /r.l
F1 Fl
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Combinando Torques
Torque

Principio da superposicao:

@ Quando varios torques atuam sobre um corpo, o torque total (ou
torque resultante) é a soma dos torques

71;‘68:7?1+7?2+“'
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Rotacoes em torno de um dnico eixo

@ Atribuimos ao torque um valor positivo se torque faz o corpo girar no sentido anti-horéario

@ Atribuimos ao torque um valor negativo se torque faz o corpo girar no sentido horario

@
E
N O 4

7 ..""'

J— o ¢
F’
\ (0]
. /,
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A figura mostra a vista superior de uma régua de um metro que pode girar em torno
de um eixo situado na posicdo 20cm. As cinco forcas aplicadas a régua sdo horizontais
e tém o mesmo mdédulo. Ordene as forcas de acordo com o médulo do torque que

produzem, do maior para o menor.

eixo de rotacao

0 20/ 40 100
B <« A >
\ 1\ s
v = F,
X F, X 4
F, ’F
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10. Rotacao

10.7 Segunda Lei de Newton para rotacdes
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Segunda Lei de Newton para rotacoes

@ Um torque pode fazer um corpo rigido girar

50 /62



Segunda Lei de Newton para rotacoes

@ Um torque pode fazer um corpo rigido girar

@ Queremos aqui relacionar o torque resultante 7, aplicado a um corpo a
aceleracao angular a produzida pelo torque
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Segunda Lei de Newton para rotacoes

@ Um torque pode fazer um corpo rigido girar

@ Queremos aqui relacionar o torque resultante 7, aplicado a um corpo a
aceleracao angular a produzida pelo torque

Fres = ma
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Segunda Lei de Newton para rotacoes

@ Um torque pode fazer um corpo rigido girar

@ Queremos aqui relacionar o torque resultante 7, aplicado a um corpo a
aceleracao angular a produzida pelo torque

Fes = ma —
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Segunda Lei de Newton para rotacoes

@ Um torque pode fazer um corpo rigido girar

@ Queremos aqui relacionar o torque resultante 7, aplicado a um corpo a
aceleracao angular a produzida pelo torque

F, res — TNa — Tres
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Segunda Lei de Newton para rotacoes

@ Um torque pode fazer um corpo rigido girar

@ Queremos aqui relacionar o torque resultante 7, aplicado a um corpo a
aceleracao angular a produzida pelo torque

F, res — TNa — Tres —
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Segunda Lei de Newton para rotacoes

@ Um torque pode fazer um corpo rigido girar

@ Queremos aqui relacionar o torque resultante 7, aplicado a um corpo a
aceleracao angular a produzida pelo torque

Fres = ma = Tres = 1
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Segunda Lei de Newton para rotacoes

@ Um torque pode fazer um corpo rigido girar

@ Queremos aqui relacionar o torque resultante 7, aplicado a um corpo a
aceleracao angular a produzida pelo torque

Fres = ma = Tres = L0
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Demonstracao da relacao 7 = I«

@ Considere o corpo rigido como sendo uma particula de m presa na
extremidade de uma barra de comprimento 7.

@ A barra pode se mover apenas girando em torno de um eixo, per- y
H /]
N
pendicular ao plano do papel // . \
= ) N
@ Uma forca F' age sobre a particula Fy F s
@ Podemos relacionar F; a aceleracdo tangencial a; por meio da se- ¢/ Fr
m

gunda lei de Newton

Fy = may r

@ O torque que age sobre a particula é dado por

T=rFsin¢g =rF, =rma;
@ Usando a relacdo a; = ar, obtemos

_ 2
7= (mr‘)a e



Demonstracao da relacao 7 = I«

@ Acabamos de obter
= (mr)a

. arr - . /]
@ Note agora que podemos identificar o momento de inércia 2\ \
N

' F >
I =mr? Fe 5

@ Desta forma, podemos escrever

/

@ Podemos aplicar essa equacdo a qualquer corpo rigido girando em Vi
torno de um eixo fixo, uma vez que qualquer corpo pode ser con- o)
siderado um conjunto de particulas
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A figura mostra a vista superior de uma régua de um metro que pode girar em torno
do ponto |nd|cado que esta a esquerda do ponto médio da régua. Duas forcas hor|zon—
tais, Fy e Fy, s3o aplicadas a régua. Apenas Fi é mostrada na figura. A forca F é
perpendicular a régua e é aplicada a extremidade direita. Para que a régua n3o se mova,
(a) qual deve ser o sentido de F ?

(b) |F,| deve ser maior, menor ou igual a |Fy|?

\eixo de rotacdo
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Exemplo: Segunda lei de Newton, rotacao, torque, disco
A figura mostra um disco homogéneo, de massa M = 2,5kg e raio R = 20cm, montado em um eixo
horizontal fixo. Um bloco de massa m = 1,5kg esta pendurado em uma corda enrolada na borda do

disco. Determine a aceleracdo do bloco na queda e a tracdo da corda.
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Exemplo: Segunda lei de Newton, rotacao, torque, disco
A figura mostra um disco homogéneo, de massa M = 2,5kg e raio R = 20cm, montado em um eixo
horizontal fixo. Um bloco de massa m = 1,5kg esta pendurado em uma corda enrolada na borda do

disco. Determine a aceleracdo do bloco na queda e a tracdo da corda.

—~

<M
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Exemplo: Segunda lei de Newton, rotacao, torque, disco

A figura mostra um disco homogéneo, de massa M = 2,5kg e raio R = 20cm, montado em um eixo

horizontal fixo. Um bloco de massa m = 1,5kg esta pendurado em uma corda enrolada na borda do
disco. Determine a aceleracdo do bloco na queda e a tracdo da corda.

@ Para o bloco

F=ma /) Iy R

T—-mg=ma (5) @ 0] 7

M v

|

y |

V' N
_I?

m

m

F

v
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Exemplo: Segunda lei de Newton, rotacao, torque, disco

A figura mostra um disco homogéneo, de massa M = 2,5kg e raio R = 20cm, montado em um eixo

horizontal fixo. Um bloco de massa m = 1,5kg esta pendurado em uma corda enrolada na borda do
disco. Determine a aceleracdo do bloco na queda e a tracdo da corda.

@ Para o bloco

F=ma /) v oR
— — O —
T—mg=ma (5) @ T
@ Sobre o torque que atua no M M
disco y i
A
T=1a 7
—TR = Ia (6) m m
Fo
v
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Exemplo: Segunda lei de Newton, rotacao, torque, disco

A figura mostra um disco homogéneo, de massa M = 2,5kg e raio R = 20cm, montado em um eixo

horizontal fixo. Um bloco de massa m = 1,5kg esta pendurado em uma corda enrolada na borda do
disco. Determine a aceleracdo do bloco na queda e a tracdo da corda.

@ Para o bloco

F=ma /) R
M
T—-mg=ma (5) , 0 T
@ Sobre o torque que atua no M M
disco y i
V' N
7= 1« 7
—-TR= I« (6) m m
@ O momento de inércia I de ,?g
um disco é
1 v
I = -MR?
2
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Exemplo: Segunda lei de Newton, rotacao, torque, disco

A figura mostra um disco homogéneo, de massa M = 2,5kg e raio R = 20cm, montado em um eixo

horizontal fixo. Um bloco de massa m = 1,5kg esta pendurado em uma corda enrolada na borda do
disco. Determine a aceleracdo do bloco na queda e a tracdo da corda.

@ Para o bloco
F=ma /) v R
_ — 0] =2
T—mg=ma (5) @ T
@ Sobre o torque que atua no M M
disco y i
V' N
T=1a 7
—-TR= I« (6) m m
@ O momento de inércia I de ,?g
um disco é
v
= ture
2
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Exemplo: Segunda lei de Newton, rotacao, torque, disco

A figura mostra um disco homogéneo, de massa M = 2,5kg e raio R = 20cm, montado em um eixo

horizontal fixo. Um bloco de massa m = 1,5kg esta pendurado em uma corda enrolada na borda do
disco. Determine a aceleracdo do bloco na queda e a tracdo da corda.

@ Para o bloco @ Note que:
F=ma ar =ra ar=a /) v R
— — O —
T—mg=ma (5) @ T
@ Sobre o torque que atua no M M
disco y i
/' N
T=1a 7
—TR = Ia (6) m m
@ O momento de inércia I de ,?g
um disco é
1 v
I=-MR®
2
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Exemplo: Segunda lei de Newton, rotacao, torque, disco

A figura mostra um disco homogéneo, de massa M = 2,5kg e raio R = 20cm, montado em um eixo

horizontal fixo. Um bloco de massa m = 1,5kg esta pendurado em uma corda enrolada na borda do
disco. Determine a aceleracdo do bloco na queda e a tracdo da corda.

@ Para o bloco @ Note que:
F=ma ar =ra ar=a /) v R
T—-mg=ma (5) @ 0] 7
@ Ficamos com M v
@ Sobre o torque que atua no ‘
disco 1 a |
~-TR=|-MR*|( —
(30) () '
T=I« 7
—TR = Ia (6) m m
@ O momento de inércia I de ,?g
um disco é
1 v
I=_-MR?
2
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Exemplo: Segunda lei de Newton, rotacao, torque, disco

A figura mostra um disco homogéneo, de massa M = 2,5kg e raio R = 20cm, montado em um eixo

horizontal fixo. Um bloco de massa m = 1,5kg esta pendurado em uma corda enrolada na borda do
disco. Determine a aceleracdo do bloco na queda e a tracdo da corda.

@ Para o bloco @ Note que:
F=ma ar =ra ar=a /) v R
T—-mg=ma (5) @ o “As
@ Ficamos com M v
@ Sobre o torque que atua no ‘
disco 1 a |
~-TR=|-MR*|( —
(37)(5) !
T=1a 7
-TR=1Ia (6) @ Assim, temos m m
@ O momento de inércia I de 1 ,?g
um disco é T= _QC‘M (7)
v
1=1ur
2
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Exemplo: Segunda lei de Newton, rotacao, torque, disco

A fig. mostra um disco homogéneo, de massa M = 2, 5kg e raio R = 20cm, montado em um eixo

horizontal fixo. Um bloco de massa m = 1, 5kg estd pendurado em uma corda enrolada na borda do
disco. Determine a aceleracdo do bloco na queda e a tracdo da corda.

@ Substituindo (3) em (1), obtemos

R
a=— _2m_ = —4,8m/s? ) Care
T\ )T T
M v
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Exemplo: Segunda lei de Newton, rotacao, torque, disco

A fig. mostra um disco homogéneo, de massa M = 2, 5kg e raio R = 20cm, montado em um eixo

horizontal fixo. Um bloco de massa m = 1, 5kg estd pendurado em uma corda enrolada na borda do
disco. Determine a aceleracdo do bloco na queda e a tracdo da corda.

@ Substituindo (3) em (1), obtemos
R
a=— _2m_ = —4,8m/s? , Care
= M+ 2m 9= ,om/s T
M v

@ Podemos usar (3) para calcular T. Obtemos y

T= —%aM =6,0N
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Exemplo: Segunda lei de Newton, rotacao, torque, disco

A fig. mostra um disco homogéneo, de massa M = 2, 5kg e raio R = 20cm, montado em um eixo

horizontal fixo. Um bloco de massa m = 1, 5kg estd pendurado em uma corda enrolada na borda do
disco. Determine a aceleracdo do bloco na queda e a tracdo da corda.

@ Substituindo (3) em (1), obtemos
R
a=— _2m_ = —4,8m/s? , Care
= M+ 2m 9= ,om/s T
M v

@ Podemos usar (3) para calcular T. Obtemos y

T= —%aM =6,0N

@ Note que caso M = 0, teriamos

1 2m v
T=—-aM=0 R
2¢ “ <M+2m>g I
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10. Rotacao

10.8 Trabalho e energia cinética de rotacao
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Trabalho e energia cinética de rotacao

@ Ja estudamos o teorema trabalho-energia cinética

Teorema do Trabalho e Energia Cinética
AK =W

@ Como o teorema fica no caso de rotacdes?
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Trabalho e energia cinética de rotacao

@ Durante a rotacdo, a forca F’ realiza trabalho sobre o corpo.

@ Podemos aplicar o teorema trabalho-energia cinética

y
AK =W Ny
7 N
1 2 1 2 ,// :)\
5y — gmu; = w F; F oo
¢/ Fr
@ usando v = wr, teremos m
1 1
imrzw? — §mr2w3 =W r
@ lIdentificando I = mr?, temos 4 X
o

1 2 1 2

@ A equacdo acima é valida para qualquer corpo rigido em
rotac3o ao redor de um eixo fixo. 58 /62



Trabalho e energia cinética de rotacao

@ Podemos relacionar o trabalho W com o torque exercido
sobre o corpo pela forca F’

@ Note que apenas a componente F}; da forca realiza trabalho. y
@ Esse trabalho pode ser escrito como 7 SN \

dW = Fyds ¢/ Fr

@ Podemos usar ds = rdf e escrever

dW = Fyr df

@ como 7 = Fyr, podemos escrever 0 X

dW =1 db

@ O trabalho realizado em um deslocamento angular finito de W= b - do
0; para 0 é portanto 0
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Trabalho e energia cinética de rotacao

@ Ja estudamos o teorema trabalho-energia cinética
AK =W

@ Como o teorema fica no caso de rotacdes?

1 1 05
AK = ZTw? — Z1w? W = T do
f 7
2 2 0

i

@ Podemos calcular a poténcia P desenvolvida por um corpo em um movimento de rotacdo

como
daw do
P=-0~"a
dW = 7df
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Translacdo vs Rotacao

Translagdo Pura (Direcdo Fixa)

Rotacdo Pura (Eixo Fixo)

Posicao

Velocidade

Aceleracdo

Massa

Segunda Lei de Newton
Trabalho

Energia cinética
Poténcia

Teorema trabalho-energia cinética

x

v =dx/dt
a =dv/dt
m
Fret = ma
W = [ Fdx
K= %va
P=Fv

W =AK

Posicao angular
Velocidade angular
Aceleracdo angular
Momento de inércia
Segunda Lei de Newton
Trabalho

Energia cinética
Poténcia

Teorema trabalho-energia cinética

6
w=4do/dt
a=dw/dt
1

Tnet = Tt
W= [7df
K = iIw?
P=rw
W =AK
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Dicas

Reproduza as passagens de maneira independente!
Esta fazendo a lista?
Estude as referéncias!

e 6 6 o

Estude os exemplos resolvidos dos livros!

@ D. Halliday, R. Resnick, and J. Walker. Fundamentos de Fisica - Mecanica, volume 1.
LTC, 10 edition, 2016

@ P.A. Tipler and G. Mosca. Fisica para Cientistas e Engenheiros, volume 1.
LTC, 10 edition, 2009

@ H.M. Nussenzveig. Curso de fisica basica, 1: mecanica.
E. Blucher, 2013

@ H.D. Young, R.A. Freedman, F.W. Sears, and M.W. Zemansky. Sears e Zemansky fisica I: mecanica

@ M. Alonso and E.J. Finn. Fisica: Um curso universitario - Mecanica.
Editora Blucher, 2018

@ R.P. Feynman, R.B. Leighton, and M.L. Sands. Licées de Fisica de Feynman.
Bookman, 2008
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