Lista 10. Cadeias de Markov tempo continuo II. (sexta 27/11/2020)

Exercicio 1. Escrever as equacgoes de Kolmogorov backward e forward para processo de Poisson com intensidade A
e para o processo de nascimento e morte em geral. Para processos de Poisson conhecemos as probabilidades P;;(t),
conferir que eles satisfazem equagoes backward. O que pode ser dito sobre a medida invariante.

Solucao: Equagoes de Kolmogorov Backward

qukij —v;P;;(t) para todos estados i,j e tempo t > 0,
k#i

Escrevemos equagoes backward para Py, (t)

Poo(t) = )\POO(t)

Py (t) = AP11(t) — APy (t)
Ply(t) = AP1a(t) — APoa(t)
Pos(t) = AP13(t) — APos(t)

Sabemos

Pok(t) = P(N(t) — k‘) _ ()\t)kef)\t

é facil verificar que eles satisfazem equagoes

(5 (5 (),

Escrevemos equagoes de Kolmogorov Forward:

= Z Py (t)qi; — v P;j(t) para todos estados ¢,j e tempo t > 0,
ey

Escrevemos equagoes backward para Pp;(t)

Pio(t) = —=APoo(t)

Py (t) = Poo( JA — APoi(t)
Poa(t) = Por(t)A — APo2(t)
Pos(t) = Poa(t)A — APos(t)

Observe, que backward e forward sao equivalentes. Descrevemos forward para achar invariante:

0= —\Pyo(t)
0= Poo(t)A — APy (t)
0 = Poi(t)A — APoa(t)
0 = Poa(t)\ — APos(t)

Como solucao obtemos o vetor de 0’s: (0,0,...). O que estd de acordo com o fato que todos os estados de processo de
Poisson sao transitérios. [

Exercicio 2. Considere cadeia com trés estados {0, 1,2} e taxas de transigdo go1 = q12 = A € g21 = q19 = p. Escreve
forward e backward para todos P;;(t), 4,5 = 0,1,2. A cadeia é reversivel? Escreva equagdes para medida invariante e
tenta resolve-las usando balango detalhado.

Solucao: Equagoes de Kolmogorov Backward

qukij —v;P;;(t) para todos estados i,j e tempo t > 0,
k#i



Escrevemos equagoes backward

Pio(t) = AP1o(t) — APoo(t)
Py (t) = AP11(t) — AP (t)
Ply(t) = AP1a(t) — APo2(t)
Plo(t) = APao(t) + pPoo(t) — (A + p1) Pro(t)
Py (t) = AP2y(t) + pPor(t) — (A + p) Pri(2)
Ply(t) = APao(t) + pPoa(t) — (A + ) Pra(t)
Po(t) = pPio(t) — puPao(t)
Py, (t) = pPr1(t) — pnPor (t)
Pyy(t) = pPia(t) — pPas(t)

Escrevemos equagoes de Kolmogorov Forward:

Pli(t) = Z Pir(t)qr; — v P;j(t) para todos estados ¢,j e tempo t > 0,

oy
Escrevemos equagoes forward
Poo(t) = Por(t)i — AMPoo(t)
Py, (t) = Poo(t)A + Poa(t)pn — (A + p) Poy (t)
Py (t) = Por(t)A — pPoa(t)
Plo(t) = Pii(t)p — APro(t)
Py, (t) = Pyo(t)A + Pra(t)pn — (A + p) P11 (2)
Piy(t) = Pry(t)A — pPyo(t)
Pyo(t) = Par(t)pw — APao(t)
Py (t) = Pao(t)A + Paa(t)p — (A + ) Por (t)
Py (t) = Par()A — uPoa(t)

Balango detalhado:
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Exercicio 3. Na aula vimos a relagdo entre a medida invariante para cadeia de Markov com tempo continuo e a

medida invariante de cadeia embutida dela: P; ’;— Considere a cadeia do item anterior. Construa a cadeia de
i

Markov embutida dela, e verifique a relagao entre ela e medida invariante que achou para embutida.

Solugao: A relagao é P; o< 7t. Achamos medida invariante para embutida (7,71, 72) tentando resolver balanco
detalhado:
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entao, as relacoes P; o< 7 sdo vélidos. [J
i

Exercicio 4. Suponha seguinte modelo: temos IV particulas, cada uma independentemente de outras pode estar em
dois estados mecanico-quanticos: estado excitado (mais alta energia) e estado fundamental (energia menor possivel).
Denotamos os dois estados como 1 (excitado) e 0 (fundamental). Todas as particulas posicionadas em campo de fluxo
de energia, por isso, cada particula que esta em estado 0 transita para estado 1 com a taxa A\, A > 0 e cada particula
tem a taxa g, > 0, de transigdo 1 — 0. Seja X (¢) ntmero de particulas em estado excitado. Mostre, que X (t) é
cadeia de Markov, oferecendo as taxas de transigao (¢;;) ou em termos (v, P), se preferir. O sistema em equilibrio deve
possuir a distribuicao invariante para esse dindmica. Achar a distribuigdo invariante. (Dica: sugiro achar invariante
pelo balango detalhado).
Solugao: X (t) € {0,1,...,N}, as transi¢bes

k — k+1 com taxa (N — k)

k — k —1 com taxa ku

a medida invariante - pelo balango detalhado:

’7T()N)\ =T
T (N — 1)A = m2u
mo(N — 2)A = m33u

Wk(Nf k)/\ = 7Tk+1(k+ 1)#

7TN,22)\ = 7TN,1(N — 1)/1,
7TN,1)\ = WNN/L

Depois de varias tentativas de resolver, podemos chegar a distribuigao binomial

N
Tl'k—pk(lp)Nk(k>, emque p=—k=0,1,...,N
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