Lista 9. Cadeias de Markov tempo continuo I. (sexta 20/11/2020)

Exercicio 1. Suponha, escolhemos v, P para construir cadeia com tempo continuo, mas a matriz P é matriz qualquer

estocdstica (sem a restricao p;; = 0). Supomos que existe algum estado k, tal que pgr > 0. Observe que tal processo

existe e vai ser processo markoviano, por causa da distribuicao exponencial de tempo de permanéncia em estados.
Achar v, P da definicio (construtiva) para cadeia de Markov construida com @, P.

Solugao: Supomos que estado k, tal que pgx > 0. Calculamos a distribuigdo de tempo de permanéncia da cadeia neste
estado, que consiste em soma aleatéria de exponenciais com a taxa Uy: realmente, seja §; ~ exp(ig),i =1,2,..., e seja
N é v.a. geométrica com probabilidade de sucesso P > 0, entao o tempo de permanéncia Ty pode ser representado

como i
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assim, Ty, ~ exp (0x(1 — prx)). Logo podemos recalcular os pardmetros:
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Exercicio 2. Considere processo de nascimento com taxa de nascimento linear. Cada individuo espera o tempo
exponencial com a taxa A para dar a luz um ”filho”dele. Assim A\, =nA\,;n >0, \g = A e u, = 0,n > 0. Esse processo
é conhecido também como o processo do Yule, depois de G.Yule usa lo em teoria matematica da evolucao.

1. Para esse processo achar a probabilidade Pys3(t).

2. Seja T; instante quando o processo atinge primeira vez o estado i. Achar E(T}).

Solugao:
1. Para esse processo achar a probabilidade Pys(t).

Seja &; ¢é a taxa de permanéncia em estado i, em que & exp(i- A),7 > 1, e & ~ exp(A). Entdo, o instante quando
primeira vez o processo atinge o estado 3 é igual a soma T3 = £y + &1 + &2 que tem a densidade
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Assim, a probabilidade de estar em estado 3 pode ser representada em forma integral
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2. Seja T; instante quando o processo atinge primeira vez o estado i. Achar E(T;).

Como ja foi observado o tempo 73,7 > 1, é representado como a soma T; = &y + &1 + ... + &—1 entao

E(Ti)zi+(i+---+(ill)/\>.



Exercicio 3. Seja X,, uma cadeia de Markov com espago dos estados {0,1,2}, e supomos que estado 0 é estado
absorvente. A cadeia é definida através de seguintes taxas de transicoes: g9 = gog = 1 € q12 = g21 = 2. Seja T
instante quando a cadeia atinge o estado absorvente. Achar a densidade de tempo 7" e E(T)).

Solugao: Observe que se o estado inicial é 0, entao T = 0. Observe que se o estado inicial é 1 o tempo T tem a
mesma distribuicao quando estado inicial é 2. Supomos que estado inicial é 1. Seja &;,7 > 1, sao sequencia de i.i.d.
com a distribui¢do exponencial exp(3), entdo o tempo T pode ser representado como a soma

em que N é quantas vezes a cadeia estou em estados 1 ou 2, e z; ~ exp(3) sdo tempos de permanéncia em estado
1 ou 2. Observe, que N > 1. Se a cadeia estd em estado 1 (ou 2), entdo com probabilidade % o proximo estado

val ser 2 (ou 1) e com probabilidade % atingimos estado absorvente, 0. Assim, N tem a distribuicao geométrica:
PIN=Fk) =1 (%)kil ,k=1,2,.... Se N = k entao Zfil & é gamma com a densidade

B, s
t)= —~-—3 E>1
entao a densidade de T' - 1
L) e
3\3 (k—1)!

k=1
ou, seja, T ~exp(l), e E(T) =1. O

Exercicio 4. Seja X (t) cadeia de Markov com tempo continuo dada pela matrix de taxas de transi¢do (g;;). Supondo
que X (0) = 4, mostre que qualquer que seja o estado ¢ a probabilidade que durante o tempo h a cadeia fez pelo menos
duas mudancas de estado é uma funcao o(h). Mostre isso usando o fato que em cada estado a cadeia permanece o
tempo exponencial.

Solugao: Seja N(t) nimero de transi¢oes que a cadeia faca durante tempo t. Entéo a probabilidade que precisamos é
PN (1) > 2) = P(Ss < 1)

em que Sy é instante do segundo “pulo”. Sejam &;, &, tempos de permanéncia em estados i e k respectivamente.
Sabemos que &; ~ exp(v;) para todos ¢ € E. A densidade de soma das duas exponenciais é a convolugdo: so para
aliviar as anotagoes seja v; = A\, v =
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Logo para temos pequenos h
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Observe, que aqui obtemos a condi¢ao para existéncia do processo: a série
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deve convergir. Isso, por exemplo, sempre vale, se nimero de estados onde a cadeia pode pular é finito. [J



Exercicio 5. Uma populacao consiste em individuos de dois sexos - fémeas e machos. Em uma colénia dessa populagao
cada macho e fémea formam um casal em intervalo h de tempo com probabilidade Ak + o(h) e no mesmo instante eles
produzem um individuo com a mesma probabilidade de ser macho ou fémea. Cada organismo deixa a colénia durante
tempo h com a probabilidade ph + o(h). Sejam Ni(t) e Na(t) nimero de machos e fémeas respectivamente dentro da
colénia em instante t. Construir a cadeia de Markov com tempo continuo que descreve a evolugio dessa colénia (achar
as taxas de transi¢do).

Solugao: Caso temos m machos e f fémeas, entdao podemos saber niimero machos e fémeas em préximo estado, entao,
estados sdo pares E = {(m, f),m, f € Z,m, f > 0}. Transigoes

(m,f) = (m+1,f) com taxa %)\m - f
(m, f) = (m,f+1) com taxa %)\m - f
(m,f) = (m—1,f) com taxa p-m
(m,f) = (m,f—1) com taxa p- f
(m,0) = (m —1,0) com taxa y-m
(0,f) = (0,f—1) com taxa u- f
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