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Questao 1

Uma pessoa & beira de uma estrada quer medir o comprimento de um 6nibus que vai passar a sua
frente. Ele se prepara, com uma maquina fotografica, e aguarda. Quando o énibus passa, ele tira
uma foto da frente e, um segundo mais tarde, tira uma foto da parte traseira. A primeira foto
mostra a frente do 6nibus passando por uma &rvore, e a segunda mostra a traseira passando por
uma pedra. O fotografo, entao, atravessa a estrada para medir a distancia entre a arvore e a pedra,
verifica que a arvore estd 10m adiante da pedra e conclui que o dnibus tem 10m de comprimento.
Faga uma critica desse procedimento, isto é, discuta se ele é preciso ou nao e estime eventual erro
na medida. Para isso, adote um valor razoavel para a velocidade do 6nibus na estrada (a velocidade
méaxima permitida é 90km/h).
Se o onibus se move exatamente a 90km/h, quer dizer que em um segundo ele avangou

Az = 90’%” 1s (1)
90

=36™ (2)

= 25m. (3)

Assim, para a traseira do Onibus alcancar a pedra, apos este segundo, ela precisou andar 25m.
Assim, o comprimento total do 6nibus deve ser 10m, mais a distancia da traseira a pedra, de 25m,
o que leva a um comprimento real 3.5 vezes maior que a medida pelo individuo.

Caso o dnibus esteja a velocidades usualmente menores (algumas rodovias limitam a 60km/h),
a distancia percorrida pelo 6nibus é de

k
Az = GOTm 15 (4)
60
=36™ (5)
=16.7m, (6)

que causa um erro de 2.67 vezes, e o 6nibus mede em verdade 26.7 m.

Questao 2

Uma fisica mede precisamente o tamanho de uma barra que passa a sua frente com velocidade
v = 4c¢/5, como ilustrado pela figura |1l Para isso, ela define os referenciais mostrados na figura de
forma que as origens coincidam no instante t =t/ = 0. Em seguida, com a ajuda de uma legiao de



minions dotados de cronémetros sincronizados, ela adota o procedimento discutido em classe e pede
que os minions fiquem de olho nas pontas da barra. Aquele que vir a ponta dianteira a sua frente
no instante ¢t = 1s deve levantar a mao, assim como aquele que vir a ponta traseira, no mesmo
instante. Se, no final da medida, os minions com as maos levantadas estdao a 1m um do outro, que
tamanho Lg tem a barra no referencial movel?

ct

Figura 1: Questoes 2 e 3.

Assim como na questao 1, a barra é menor para o referencial do laboratério que em um referencial
em que ela estd em repouso. O comprimento no referencial do laboratoério é

l = X9 — I (7)
(8)

onde x; sao as posigoes de cada um dos minions que levantaram a mao. No referencial em movimento,
podemos escrever
/
ry = yry — Pty (9)
/
Xy = yxg — Pcta. (10)

Como os minions levantaram as maos simultaneamente (no referencial do laboratoério), t1 = to.
Entao

zh— 2y =1 =y(zy — 31) =1l (11)
= \/11752 (12)

- \/1-16/25

l

- /9% (14)
-7 (15)
-2 (16)
~ 1.67m. (17)

Questao 3

Na questao 2, no referencial moével,



a) Qual dos minions (o mais proximo o da origem ou o que esté mais distante) levantou a mao
primeiro?

Para descobrir, vamos transformar os tempos do referencial do laboratério para o referencial da
barra. A transformagao inversa do tempo se da como

ct = yet' + Bya'. (18)
Entao
t/ !/
ot = vc/ﬁﬁw} : (19)
ety + By
yety + Byxy = yeth + By (20)
ye(ty —th) = Bry(a) — o) (21)
c(ty —ty) = Bz} — x5). (22)

Se o minion na posigao 1 é o que observou a ponta traseira, sabemos que xj — x5, < 0 e portanto

t} > t},. Dessa forma, no referencial da barra, o minion que observa a ponta dianteira o faz primeiro.
b) Quanto tempo passou entre o primeiro minion levantar a mao e o segundo levantar a mao?
A diferenca temporal entre os minions levantarem suas respectivas méos é, entao,

th—th = gl’ (23)
45
_ 2 24
5¢ 3 (24)
4
_ 4 25
" (25)
~ 4.44-107%s. (26)

Questao 4

Suponha que, em lugar de empregar o procedimento descrito na questao 2, outro fisico dispense
todos os minions, exceto dois. Ele manda os minions subirem na barra e medirem, ao mesmo tempo
(no referencial deles), as posigoes das extremidades da barra. O primeiro minion informa que a
ponta de tras estd na origem do referencial movel no instante ¢ = 0, quando fez a medida. O
segundo informa que a ponta da frente da barra estd em 2’ = a, no mesmo instante. O fisico
anota as coordenadas informadas pelos minions e aplica a transformagao de Lorentz para calcular
as coordenadas dos mesmos eventos no seu proéprio referencial.

a) Qual é o tamanho da barra que ele obtém?

Utilizando os resultados que os minions ofereceram ao fisico, podemos escrever as posi¢oes no
referencial do laboratério como

x = yx' + Bryet’ (27)
Ztraseira = 0 (28)
Tdianteira = V@ (29)
| = Tdianteira — Ttraseira = Y0 (30)



Claramente, no referencial dos minions, a barra tem um tamanho I’ = a. Para o fisico,

=AU (31)
_ % £ 1m. (32)

b) Esse valor esta correto?

Nao ¢) Caso negativo, o que houve de errado com o procedimento do fisico?

O fisico fez a transformacao assumindo que o tamanho da barra, no referencial dele, seria
Tdianteira — Ttraseira- Contudo, em seu referencial, as marcagoes de posicao nao sao concomitantes,
0 que causa um deslocamento da barra e sua imprecisao na medida.

Questao 5

A Terra gira em torno do Sol com velocidade de, aproximadamente, 30km/s. Por isso, os relogios
aqui na Terra funcionam num ritmo diferente do que funcionariam se estivessem estacionados no
centro de massa do sistema solar. Calcule a diferenga, em segundos, entre o tempo decorrido desde
o dia em que vocé nasceu num relégio na Terra e o tempo desde seu nascimento medido por um
relégio estacionado no centro de massa do sistema solar.

O relogio estacionado é o referencial do laboratério. A transformagdo de Lorentz nos diz que,

em seu referencial,
z\ _ v By| (7
<0t> N [57 7} <ct’>' %)

Assim, em segundos, a variagdo temporal no referencial do laboratoério é de
cAt = yeAt' + ByAx’. (34)

Em nosso referencial, Az’ = 0, o que leva a

At = yAt (35)

30
A= 3.105 (36)
=101 (37)
B2 =108 (38)

1
_ 39

CV1I-108
~ 1+ %10*8. (41)
Isso nos diz que
1

At ~ (1 + 210—8> At (42)
At — At = %At’ 1078, (43)

Nasci dia 24/06/1994, e portanto



import datetime as dt

birthday = dt.date(1994,6,24)

today = dt.date.today()

t = (today-birthday) .total_seconds()

print (£"Tempo medido na Terra, em segundos, desde meu nascimento: {t} s")
print(f"Diferenga entre os reldgios: {t*le-8/2:.2f} s")

Tempo medido na Terra, em segundos, desde meu nascimento: 835488000.0 s
Diferenga entre os reldgios: 4.18 s

At — At ~ 4.18s.

Questao 6

(44)

Na situacao da figura [2, suponha que, no referencial mével, o sino esta parado na posicao z’ = a.
O sino toca pela primeira vez no instante ¢t = ¢ = 0, quando a origem dos dois sistemas coincide.

No referencial movel, o sino toca, pela segunda vez, no instante t' = 7.

ct

Figura 2: Questao 6.

a. No referencial de laboratoério, onde esté o sino quando toca pela segunda vez?
Quando o sino toca pela primeira vez, ele estd em
/ /
x1 = yx + Pycty
=na,

com vy = (1— ﬁ2)*1/2. Quando ele toca da segunda vez, sua posicao é

w2 = Y@y + Bycty
= ~va + Bycro.

Em geral, sua posicao ¢é escrita como

x = ya + Bryct’
= va+ fy(vet = fyx)
=a+ fr et — f°%x
gl By’

= t.
T 1_1_5272&4— 1+ﬁ2720




Por fim, veja que

2 2 B2
1 =1
+ 8%y t1o 7 (53)
1— 52 + 52
e (54)
= (55)
Com isso, simplificamos a expressao para

x = % + fet. (56)

b. Faca um grafico para mostrar a posi¢ao x do sino em fungdo do tempo ¢ no referencial de
laboratoério.

Posicao do sino no referencial do laboratério.

— B=0.2
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2.5 4
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Questao 7

Mostre que a transformagao de Lorentz se reduz a transformagao de Galileu, vista me Fisica I, para
referenciais méveis com velocidades muito inferiores a velocidade da luz.
A transformagao de Galileu é dada por

{w’ =x— vt 7 (57)

=t
enquanto a transformagao de Lorentz é dada por

' =~z — Byt
ct' = ~yct — Byx



Usando a transformacao de Lorentz, vamos expandir o fator v para velocidades pequenas (8 < 1):

1
1= = 5 (59)
~14 %52. (60)

Substituindo na transformacao de Lorentz e considerando termos com ordem menor que O(f) (e
lembrando que ¢ = v é considerével),

~ 1 1
{x/ ~ o+ 5% — et — 353t (61)

o’ ~ct+ 3%t — Pr — 8%

/% _t
:{x z—vt (62)

t~t

Questao 8

No referencial de laboratoério, dois eventos A e B estdo separados por uma distidncia Az e um
intervalo de tempo At. Num referencial que se move com velocidade v, os mesmos eventos estao
separados por uma distancia Az’ e um intervalo At’. Mostre que

(Az)? — (cAt)? = (Az')? — (cAl)2. (63)

Sugestao: Escreva a transformagao de Lorentz para relacionar Az’ e At' com Ax e At. Em se-
guida, inverta a ordem temporal dos dois eventos (sem mudar as posi¢oes), para escrever a equagao
matricial que relaciona Ax' e —At com Ax e —At. Em sequida, transponha esta iltima equagdo
matricial e multiplique pela primeira transformacao.

Seguindo a sugestao, precisamos escrever

z\ _ [ v =B [
(@)= 15 () 2
Az\ | v =Bv| (AL
<cAt> - {—57 ol ] <cAt’>' (65)
Invertendo a ordem temporal, 5 — —f3. Assim,
Az \ |y By Az’
(—cAt) - [57 ’y} (—cAt’) (66)

(Az —cAt) = (Az) —cAt) [577 BJ] . (67)



O invariante [(Az)? — (cAt)?] pode ser escrito pelo produto das equagdoes (65)) e

(Az —cAl) (CAA“'Z) = (A2 —cAt) [ /877 /5;’] { 7 _57] (C Af;,) (68)

I 5 —ﬁ? 2} (cAt’) (69)

=(Aa:’ —cAt’ [
2 _ 12 A
— (A2 —cAY) (7 11_52 e A“’”t,> (70)
2

= (Aa:’ —cAt’

) (1)

= (As)?. (72)

Outra maneira de se fazer isso ¢ utilizar a transformacao de Lorentz do referencial O' para o
referencial O.

= (Az')% — (cAt)

(Az")? — (cAt)? =(yAz — yBcAt)? — (yeAt — ySAx)? (73)
=v2(Ax)? — 292 BeAzAt + 72 5% (cAt)?
—2(cAt)? + 292 BeAxAt — 4232 (Ax)? (74)
=(Az)*7*(1 = B) — (cAt)*4*(1 - %) (75)
=(Az)? — (cAt)2. (76)

Uma breve discussao sobre o resultado: essa relagao é chamada de invariante e traz propriedades
do fenémeno que ocorre. Veja que, para um objeto se propagando a uma velocidade v < ¢, Az’ <
cAt’ e portanto o invariante é negativo e chamado de tipo-tempo. Caso fosse positivo, seria chamado
de tipo-espago e, caso nulo, seria tipo-luz. Esse invariante define regides do espago de Minkowski
onde os eventos podem ocorrer.

10 -

ct
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Na regido em verde, ocorrem os eventos tipo-tempo, os que estamos acostumados. A linha azul é
a linha pela qual a luz viaja (ou seja, é tipo-luz) e define o cone de luz. Na parte em vermelho,
ocorrem eventos tipo-espaco. No Moysés isso é explicado com mais calma.



Para quem se interessa por notacao indicial, o invariante pode ser substituido por
ds® = dx,dx"
= gudatdz”
e demonstramos que ele independe do referencial ao observar que
d:z:itdx’“ = ANdrs Ay dz®
= AN dooda®
N——

=09,

= dxodz”.

(81)

Caso se interessem, recomendo a parte de relatividade do David Griffiths, Introduction to Elemen-

tary Particles como introducao ao assunto com tal notagao.

Questao 9

Verifique se os resultados encontrados nas questoes 3b e 6a satisfazem a igualdade derivada na

questao 8.
Os resultados da questao 3b sao

Az =1m
cAt = 0m
5
Az = gm
4
CAt/ = gm

(85)

Com isso, nosso invariante para o referencial do laboratério ¢ trivialmente (Az)? = 1m?2. Para o

referencial da barra,

25 16
A n2 _ At/ 2 _ Y _ =7
() = (At = 2 -
9 2
= =1m2
9 m
Na questao 6a, temos
Ar' =0
cAt = ey
Az = Bryer
cAt = very.
O invariante no referencial O’ ¢ —(cAt')? = —c%7. Para o referencial do laboratério,

(Ax)? — (cAt)? = B2 — A%e%rs
= 13 7*(1 - 8%)
—_———
=0

= —627'02.



Questao 10

A ﬁgura mostra uma particula que se move com velocidade u’ = (3/4)c em relagao a um referencial
movel. Este ultimo, por sua vez, se desloca com velocidade v = (3/4)c em relacao ao referencial de
laboratorio. Calcule a velocidade da particula em relagao ao referencial de laboratério. Sugestdo:
Defina um sequndo referencial movel (z" t") cuja origem O" estd sobre a particula. Escreva, em
sequida, a transformacao de Lorentz que relaciona " e t” com x' e t'. Nesta iltima, substitua x’
e t' pelo produto matricial que aparece na transformacao de Lorentz entre o primeiro referencial
mdvel e o de laboratdrio. Efetue o produto matricial na iqualdade resultante para relacionar " e t”
comzx et.

ct

Figura 3: Questao 10.
Definindo o segundo referencial movel (z” t”) sobre a particula, podemos escrever
2 A — B 2
(Ct”) = [_/BI7/ ~ et ] (95)

com ' = u'/c e = (1—p?)"12. Contudo, podemos escrever (2’ ct') em funcio de (z ct) da

forma
7N _ [ v By (=
(ct’> N [—ﬁv g } <ct> (%0)
N _ | =By B (e
- (ct”> N [—5’7’ Y ] [—ﬁv g ] (ct>’ o7
com B=wv/ce~y=(1- %712 Com isso, podemos concluir que

(fﬂ”) _ [ Yy+88Yy —'By-— 5’7’7] (sv) (98)
ct” =By =By Av+BBYy | \ct)”

Veja, contudo, que 8/ = 8 = 3/4. Isso nos diz que 7/ = v = 4/\ﬁ Utilizando isso em nossa
transformacao, temos

:L'” _ -72(1+62) _26’72 x (99)
a’) | =28y A+ 6%)] \«
F 1625 91637 /.
=L w] () o
- Y] Q) o




Essa relagao nos diz que 4 da diferenga dos referenciais O e O” (e assim a velocidade que o observador
no laboratorio observa a particula) é

¥ = 7@ = (102)
- (103
o (10

P 6222—549 (105)
=20 (106)
A= % (107)

Ou seja, no referencial O, vemos o objeto com u = 24¢/25.

Podemos encontrar a lei de transformacao de velocidades da seguinte maneira: a particula se

. ! . ’ 2z
move com u' em O’. Ou seja, if, =/. A velocidade u que a particula tem em O é

Az Az + ByeAt

u
Z = = ) 108
¢ cAt  ~vcAlY + fyAx! (108)
Colocando cAt’ em evidéncia no denominador,

/ /

. vyAz" + yBcAt (109)
yeAt' (1 4+ BAZ! [cAtl)

B Az’ + BeAt (110)

~ AY(1 + BAZ! JeAt)

u' + Be

= 111
i+ /o )

Usando B¢ = v (com v sendo a velocidade do referencial O’ em relagao a O), o resultado que temos
é

/
u= f:u};' (112)
<z
Colocando v’ = v = 3¢/4,
3/4+3/4
T 162
_ QZTGC (114)
316
24

11
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