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Resumo

Pretende-se aqui fornecer apoio para a compreensao da leitura do
livro texto da disciplina no tépicos de compacidade (se¢ao 11) e sua
relagdo com fungdes continuas (segao 22). No livro faz-se tudo em R?,
aqui as segoes 1 e 2 tratam respectivamente de subconjuntos compactos
e sequencialmente compactos em espagos métricos em geral. A propri-
edades basicas de fungoes continuas em compactos aparecem na segao
3 também no contexto de espagos métricos, nesse ponto introduz-se a
nocao de continuidade uniforme (no livro texto estd na parte inicial da
sec@o 23). A seguir o caso de RP é descrito na secao 2.2.

1 Definicoes Basicas e Propriedades Iniciais

Nestas notas de aula (M, d) e (N, d) serao dois espagos métricos que, como
de habito serao denotados apenas por M e N respectivamente, uma vez que
as métricas d e d estao fixadas.

Definicao 1 Seja X um subconjunto do espagco métrico M, uma cobertura
aberta de X €, por definicao, uma colecio G = (Uy),., de subconjuntos
abertos de M tal que X C U .
_ _ acA »
Se ACcAegG= (Ua)aej for uma cobertura aberta de X, diz—se que G
é uma subcobertura de G.

Exemplo 1 SE zg € M E, PARA n € N, B, = By,(x¢) ENTAO (By)nen
E UMA COBERTURA ABERTA DE M. CLARO QUE (Ba)nen E UMA SUBCO-
BERTURA DESTA.

*Culpa destas notas existirem? A pandemia do Covid-19. ..



Questao 1 Considere em R, para n € Z, o intervalo aberto [, = (n—1,n+1)
e seja G = (Ip)nez. Prove que:

(i) G é uma cobertura aberta de R.

(i) Se QV Ccg@Ge 5 #+ G entdo g~n50 é uma cobertura de R (em outras palavras,
G ndo tem subcobertura prépria, i.e. diferente dela mesmo).

Exemplo 2 CONSIDERE X =]0,1] CR E I, = (1,17), com n € N. PELA
PROPRIEDADE ARQUIMEDIANA DE R E SIMPLES VER QUE (Ip,)peny E UMA
COBERTURA ABERTA DE X E QUE (I3;,)nen E UMA SUBCOBERTURA DELA.

Exemplo 3 SEJA M = (+(N) O CONJUNTO DAS SEQUENCIAS (2;,) LIMI-
TADAS DE REAIS, COM A DISTANCIA ENTRE = = (Z,,) E ¥y = (y,) DEFINIDA
coMO d(z,y) = sup{|zy, — yn| : n € N} E CONSIDERE X O CONJUNTO FOR-
MADO PELAS SEQUENCIAS e, €% ..., e¥ ... EM QUE ¥ = (2F),cn, com

NOTE QUE, SE k # s ENTAO d(e¢¥,e®) = 1. PORTANTO TODOS OS
PONTOS DE X SAO ISOLADOS O QUE MOSTRA DE PRONTO QUE X E UM
SUBCONJUNTO FECHADO DE M. ALEM DISSO, TODOS 0OS ef ESTAO NA
BOLA ABERTA DE CENTRO e! E RAIO 2, OU SEJA X C Bs(e!'), 0 QUE
MOSTRA SER X UM CONJUNTO LIMITADO. POR OUTRO LADO PARA TODO
k € N TEM-SE B%(ek) NX = {e}.

[SSO MOSTRA QUE G = (B%(ek))keN E UMA COBERTURA ABERTA DE X
E, ADEMAIS, G nao possui nenhuma subcobertura prépria.

A questao a seguir é interessante embora neste ponto da disciplina possa
ser um pouco dificil, ou pelo menos, parecer dificil.

Questao 2 Considere (1,7 € N) uma enumeragdo de [0,1] N Q, isto é, tome
uma fung3o bijetora ¢ : N — [0,1] N Q e faga r,, = p(n). Seja e > 0 e, para
cada n € N, considere I;, = (1, — 57,70 + 57)-

Prove que se 0 < ¢ < 1 entdo (I,,),en nd0 é uma cobertura aberta de [0, 1]

Definicao 2 Um subconjunto X do espago métrico M é compacto se, por
definicao, toda cobertura aberta G = (Ua)%eA tem uma subcobertura finita,



¢
isto €, existem aq,...,aq em A tais que X C |J Usg; -
Jj=1

O primeiro exemplo de compacidade vem na forma de um exercicio muito
simples,

Questao 3 Mostre que todo subconjunto finito do espago métrico M é com-
pacto.

De fato esse exemplo é muito simples, agora veja os seguintes exemplos de
conjuntos que nao sao compactos.

Exemplo 4 A QUESTAO 1 MOSTRA QUE R NAO E UM ESPACO METRICO
COMPACTO, POIS EXIBE UMA COBERTURA ABERTA DE R QUE NAO TEM
SUBCOBERTURA FINITA (NA VERDADE, MOSTROU-SE ALI UMA COBERTURA
ABERTA DE R, INFINITA, QUE NAO TEM SUBCOBERTURA PROPRIA). MATS
ADIANTE ESTA CONCLUSAO SERA OBTIDA POR UM CAMINHO DIFERENTE
(VEJA O FATO 2).

Exemplo 5 O INTERVALO ]0,1] E UM SUBCONJUNTO DE R QUE NAO E
COMPACTO.

LEMBRE QUE, NO EXEMPLO 2 MOSTROU-SE A COBERTURA ABERTA
DESSE INTERVALO G = (I;;)neN, EM QUE I, = (%, 17). AGORA SERA PRO-
VADO QUE G NAO TEM SUBCOBERTURA FINITA.

PARA ISSO NOTE QUE, SE n1 E no SAO NATURAIS COM nj < ng ENTAO
- < 7=, PORTANTO I, C Iy,.

TOME ENTAO UM NUMERO FINITO DE NATURAIS ng < ng < -+ < ny,

¢
CLARO QUE, SE 1 < j < k < £ ENTAO [I; C I,,, PORTANTO |J I, =
J=1
I,, = (nié, 17). AssiM, (I, )1<j<¢ ndo E UMA SUBCOBERTURA DE G E FICA
PROVADO QUE |0, 1] NAO E UM SUBCONJUNTO COMPACTO.

Questao 4 Prove que X = {% 'n € N} nao é um subconjunto compacto de
R.

Sugestao: Considere G usada no exemplo 5 (Obs. H& outros modos de
resolver esta questao, por exemplo, pode usar-se o fato 3).
Apesar do resultado expresso na questao 4 note o exemplo a seguir:

Exemplo 6 SEJA (z,) UMA SEQUENCIA CONVERGENTE EM M PARA T.
O cONJUNTO X = {z,, : n € N} U{ZT} E COMPACTO.



DE FATO, SEJA G = (Uy)aeca UMA COBERTURA ABERTA DE X. COMO
T € X EXISTE o € A TAL QUE T € Usg.

ADEMAIS, UMA VEZ QUE Ug E ABERTO E z,, — T EXISTE n € N TAL
QUE z, € Ugz, PARA TODO n > 7.

EnTAO X \ Uz C {z1,...,25}, PORTANTO, BASTA ESCOLHER, PARA
cApA 1 < j <7, UM a; € A TAL QUE 7; € U,,;, E OBSERVAR QUE

X C Uz U Uy,
j=1

O exemplo a seguir é de qualidade diferente, mais profundo, ele pode ser
obtido como aplicagao direta do Teorema de Heine-Borel (veja o fato 11),
mas por questoes diddticas, serd destacado de maneira especial, com uma
abordagem direta.

Exemplo 7 O INTERVALO [0,1] DE R £ compacTO.!

PARA VER ISTO CONSIDERE G = (Uy)ac.4 UMA COBERTURA ABERTA DE
[0,1]. CLARO QUE ENTAO G E UMA COBERTURA ABERTA DE [0, z], PARA
TODO 7 € [0,1].

AGORA DEFINA

A ={z€[0,1]: G TEM UMA SUBCOBERTURA FINITA DE [0, z]}.

s

E IMEDIATO VER QUE 0 € A E 1 E UM MAJORANTE DE A, ENTAO,
PELA COMPLETEZA DA RETA, A TEM SUPREMO. SEJA T = sup A. DAS
OBSERVACOES ANTERIORES TEM-SE JA QUE 0 <7 < 1.

AGORA VAO SER DEMONSTRADAS DUAS COISAS:

e T c A,
o T =1.

CLARO QUE DISTO RESULTARA DE PRONTO QUE 1 € A E A COMPACIDADE
DE [0, 1] FICARA PROVADA.
Prova QUEZ € A

SE T = 0 ISTO JA FOI DESTACADO, RESTA ANALISAR A SITUACAO EM
QUE 0 <z <1.

CoMO G E UMA COBERTURA ABERTA DE [0, 1], TEM-SE QUE T € Uy
PARA ALGUM @ € A E Uz E ABERTO, PORTANTO EXISTE € > 0 TAL QUE
(T —e,T+¢) C Ug. CLARO QUE PODE-SE ESCOLHER UM & > (0 PEQUENO
O BASTANTE PARA T — ¢ > 0.

IClaro que esta demonstrcio também prova, mutatis mutandis, que todo intervalo
fechado e limitado [a,b] é um subconjunto compacto da reta.



A DEFINIGAO DE SUPREMO MOSTRA QUE EXISTE z. €]T — £,7] N A.

¢
PORTANTO EXISTEM aj,...,a; EM A TAIS QUE [0,z.] C | Ua;. CoOMO
¢ a
|Z — €,7] C Uz RESULTA DAQUI QUE [0,7] C Uz | Ua; E, ASSIM, T € A.
PROVA QUE Z =1 J=1
JA FOI MOSTRADO QUE T € A E QUE T € [0,1], AGORA SUPONHA POR
ABSURDO QUE 0 < %% < 1.

¢
CoMO T € A, EXISTEM a1, ..., ap EM A TAIS QUE [0,7] C |J Uy,;. SEM
j=1
PERDA DE GENERALIDADE ADMITA QUE T € U, .

Como U,, E ABERTO E T < 1 EXISTE z* €]Z,1] TAL QUE z* € U,,,
¢
ISTO MOSTRA QUE [0,2*] C |J Uy, E, PORTANTO z* € A O QUE CRIA UMA
j=1
CONTRADIGAO COM O FATO DE T SER O SUPREMO DE A, UMA VEZ QUE
x* >
ASSIM DEVE-SE DE FATO TER T = 1.

Questao 5 Prove que se K e F s3o subconjuntos compactos de M entdo
K U F é compacto.

Fato 1 Suponha que K é um subconjunto compacto de M e F C K ¢ fe-
chado, entdo F € compacto.

Demonstragao: Seja G = (Uy)aea uma cobertura aberta de F.
Como F é fechado entao Q2 = M \ F' é um suconjunto aberto de M.
Uma vez que F' C K tem-se que, se G é colecdo formada pelos abertos
de G acrescida de €2, entao G; é uma cobertura aberta de K.
Por hipdtese K é compacto, entdo existem «q,...,ap em A tais que

¢
K cQ Uy,
j=1

¢
Daqui resulta, como Q = M\ F'e F'C K, que ' C |J Us,;. |
j=1

Agora serao demonstradas duas propriedades gerais de conjuntos compactos
em espacos métricos, precisamente, que todo conjunto compacto é fechado
e limitado. Lembre que um subconjunto A de um espaco métrico M é dito
limitado se existirem um ponto z € M e um r > 0 tais que A C B,(z).



Uma propriedade mais forte é a de subconjunto totalmente limitado, que
se introduz agora.

Definicao 3 O subconjunto X de M ¢€ dito totalmente limitado se, por
definicao, para todo € > 0, existe um conjunto finito F. C K tal que X C

U Be(z).
xzeF;
Claro que todo conjunto totalmente limitado é limitado, O exemplo 3 mostra
que ha conjuntos limitados que nao sao totalmente limitados.
Agora serd provado que conjuntos compactos sao mais do que limitados,
sao totalmente limitados.

Fato 2 Todo subconjunto compacto de um espago métrico é totalmente li-
mitado.

Demonstracao: Seja K um subconjunto compacto de um espago métrico
M e considere € > 0.

Claro que G = (B:(7))zex ¢ uma cobertura aberta de K, portanto, da
compacidade desse conjunto, G tem uma subcobertura finita, i.e., existem

¢
x1,...,x¢ em K tais que K C |J Be(zj). |
j=1

Fato 3 Todo subconjunto compacto de um espagco métrico € fechado.

Demonstracao: Serd demonstrada a propriedade dual da enunciada, considera-
se um subconjunto A do espago métrico M que nao é fechado e prova-se que
A nao é compacto.
Para isso vai exibir-se uma cobertura aberta de A que nao possui sub-
coberturas finitas desse conjunto.
Como um conjunto ¢é fechado se, e sé se, ele contém todos os seus pontos
de fronteira, resulta de A nao ser fechado que existe um ponto z € M \ A
que estd na fronteira de A.
Agora tome, para cada natural n, o complementar da bola fechada de
centro z e raio I, isto é, tome €, = M \ B% [x].
[e.e]
Da propriedade arquimediana de R é imediato ver que |J ©, = M\ {z},
j=1
assim, como x € A, tem-se que G = (2, )nen € uma cobertura de A.
Note que, por x ser um ponto da fronteira de A e Bi[x] ser uma vizi-
nhanca de x, que existe, para cada natural n um pontona:n € AN Bai|z].

Claro que, para todo natural n tem-se x,, # x, pois ¢ ¢ A. Além d?sso7
como 2, = M \ Bi|[z], tem—se que z,, & Qy,.
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Agora veja que, se e s sa0 naturais e r < s entao % < %, portanto
Q, C Q.
Desse modo, se ni,n9,...,ny sao naturais tais que n1 < ng < -+ < ny
¢
entao €, C Qp, C--- C Qp,, portanto J Qn; = Ay,
Jj=1
Como z,, € A\ Q,, isso mostra que A ¢ |J an e encerra a demons-
J=1
tracdo que G nao tem subcobertura finita de A. Portanto, de fato A néo é
compacto. [

Observagao 1 Os fatos 2 e 3 mostram que todo subconjunto compacto de
um espa¢o métrico é fechado e limitado, mas... apesar de alguns boatos em
contrdrio, a reciproca desta propriedade é falsa! Isso pode ser visto pelo exemplo
3, ali se mostra que o subconjunto X = {e7 : j € N} de £ (N) ¢ limitado, pois
X C Bs(e!), e X ndo tem pontos de aumulagio (todos os pontos de X sdo
isolados) entdo X é fechado. E apesar de X ter essas duas propriedades, ser
fechado e limitado, exibe-se naquele exemplo uma cobertura aberta de X que
nao possui subcobertura finita, ou seja... X nao é um subconjunto compacto
de /o (N).

O que ¢ verdade, e esta provado no fato 11 (teorema de Heine-Borel) é que
em RP (com a distincia habitual, ou qualquer uma equivalente a habitual) esta
reciproca vale, se K C RP € fechado e limitado entdo K é compacto.

Questao 6 Tente fazer agora a questdo 2.

A ultima propriedade que serd vista nesta secdo é uma das mais importantes

de conjuntos compactos, no exemplo 7 mostrou-se, conforme ali foi desta-
cado, que todo intervalo fechado e limitado da reta é compacto, entao esta
propriedade é uma generalizacao da propriedade dos intervalos encaixantes.

Fato 4 [Propriedade dos Compactos Encaixantes]
Suponha que, para todo natural n, K, seja um subconjunto compacto de
M que nao € vazio e, além disso, K,11 C K.

o
Entao () K, # 0.
j=1

Demonstragao: Suponha por absurdo que o resultado nao vale, ou seja

o0
N K, =0 e considere Q,, = M \ K,,.
j=1



Como K, é compacto, o fato 3 mostra que este conjunto é fechado, assim
Q,, é, por definicao, aberto.

Além disso, como K, 11 C K,, tem-se que Q, = (M \ K,) C Qp41 =
M\ K,41. Portanto:

(a) Se r < s entao Q, C Qg;

¢
(b) Seni; <ng <--- <ngentdo |J Ly, = Ly,
j=1

Ademais, resulta da hipétese de absurdo, que G = (£2,,),>2 é uma co-

oo o
bertura aberta de K1, pois se x € Ki, como (| K, =0, tem-se x ¢ (| Ky,

=1 j=1
i.e., existe n; tal que x ¢ K,,, portanto x € Q,, e, por (a), se n > nq,
tem-se x € €)y,.

Assim, como K é compacto, existem naturais 2 < ny < ng < -+ < ny
)4

tais que K1 C (J Qy,, entdo, por (b), K1 C Qn, = M \ Kp,. Mas, por
j=1

hipétese, K,, C K, entao ter-se-ia K,, = () o que, também por hipétese,
nao pode acontecer. |

2 Conjuntos Sequencialmente Compactos

2.1 Nogoes gerais em espagos métricos

Definicao 4 Um subconjunto K do espaco métrico M é chamado sequen-
cialmente compacto se, por defini¢do, toda sequéncia (x,) em K tem uma
subsequéncia convergente para um ponto de K.

O que fard nesta subsecéao é estabelecer as propriedades de conjuntos sequen-
cialmente compactos em espacos métricos e mostrar que, neste contexto, as
nocoes de compacidade e de sequencialmente compacto coincidem.

Primeiro mostra-se que os fatos 2 e 3 mantem-se verdadeiros para con-
juntos sequencialmente compactos.

Fato 5 Se K ¢é um subconjunto de M sequencialmente compacto entdo K
€ fechado e totalmente limitado.

Demonstracao: K é fechado

Para provar que K é fechado basta mostrar que o conjunto K’ formado
pelos pontos de acumulacdo de K (o chamado conjunto derivado de K K)
esta contido em K.



Se x € K’ entao, pela definicao de ponto de acumulagao, existe uma
sequéncia (z,) de pontos de K, com x, # z, para todo natural n, tal que
xn, — x. Assim, toda a subsequéncia de (x,) converge para x portanto,
como K é sequencialmente compacto, = € K. B (desta parte)

K é totalmente limitado

Suponha, por absurdo, que K é sequencialmente compacto e nao ¢é total-
mente limitado, entao existe € > 0 tal que nao ha nenhuma cobertura aberta
de K constituida por um ndmero finito de bolas abertas de raio ¢.

Entao K # (), considere entao um ponto x; € K, e suponha que € tem a
propriedade supramencionada.

Agora vai-se provar, por inducdo finita em n a seguinte propriedade:

Existem pontos x2, x3,..., Zp,... em K tais que d(x;,x;) > €, para
todo par (7,7) tal que 1 <1i < j.

e Caso inicial (n = 2):
Resulta da forma como foi escolhido € que K ¢ B.(z1), assim, existe
um ponto x2 € K \ B:(x1), portanto d(x1,z2) > €.

e Passo de inducao:

Suponha, por hipotese de inducao, que existem 1, x2,..., T, em K
tais que d(x;, ;) > ¢, para todos os pares (4, ) taisque 1 <i < j <n.
n

Segue-se da forma como foi escolhido ¢ que K ¢ |J Be(z;).
j=1

n
Tome entao zp+1 € K\ ( U B:(z;) |, claro que d(zp+1,2;) > € para
j=1

todo j € {1,2,...,n}, com o que fica completa a inducao desejada.

Entao, na sequéncia (z,,) de pontos de K que acabou de ser construida, se
i # j, tem-se d(x;,x;) > €, portanto (z,) ndo possui nenhuma subsequéncia
convergente, o que contraria a hipotese de K ser sequencialmente compacto
e essa contradicao encerra a demonstracao. |

Assim, todo subconjunto de M sequencialmente compacto é fechado e limi-
tado, mas mais uma vez note que, a exemplo do que se viu para compactos,
a reciproca desta propriedade é falsa, no exemplo 3 mostra-se que o con-
junto X = {e : j € N} é um subconjunto de /o (N) fechado e limitado
(como ja se observou na se¢ao 1) que nao é, evidentemente, sequéncialmente
compacto.

A propriedade a seguir é uma peca chave para relacionar compactos e
sequencialmente compactos.



Fato 6 [Ndmero de Cobertura de Lebesgue para sequencialmente com-
pactos]

Seja K um subconjunto sequencialmente compacto do espago métrico M
e considere G = (Uy)aca uma cobertura aberta de K. Entdo existe § > 0
tal que, para todo x € K, existe a, € A para o qual Bs(x) C U, .

Demonstragao: Suponha por absurdo que o resultado nao vale, entao
para todo n € N, o ntimero §,, = % nao tem a propriedade desejada, i.e.,

dz, € K: (B%(xn) Z Uy, Vo€ A) (7).

Considere a sequéncia (x,) de pontos de K determinada em (}), como K
¢ sequencialmente compacto, existe uma subsequéncia (xn;) de (z,) que
converge para um ponto T € K.

Uma vez que G é uma cobertura aberta de K, hd um @ € A tal que T €
Us, € este é um conjunto aberto, assim existe p > 0 para o qual B,(Z) C Usg.

Agora veja que, como x,; — T, existe jo para o qual, se j > jo, tem-se
d(zy, s T) < g, ademais, a propriedade arquimediana de R garante que existe
71 € N tal que, para j > j; vale que % < g.

Portanto, se j > max{jo,j1}, entdo B (v,,) C B,(T) C Us, o que

n

contradiz (1) e encerra a demonstragao. |

As vezes este resultado vem enunciado de uma forma um pouco diferente.

Fato 7 Se G = (Un)aca € uma cobertura aberta do subconjunto K sequen-
citalmente compacto de M entdo existe § > 0 tal que, se x e y sao pontos de
K com d(z,y) < 0, hd um aberto Uy € G ao qual x e y pertencem.

Demonstragao: Considere § o nimero de cobertura de Lebesgue de G, se
x ey estdo em K e d(x,y) < 0, tome a, € A dado pelo fato 6 e Uy = U,,,
e veja que, por aquele resultado, y € Bs(z) C U, . |

Agora vai ser mostrado que, em espacos métricos, a propriedade de compa-
cidade é equivalente a de sequencialmente compacto.

Fato 8 Um subconjunto K do espaco métrico M é compacto se, e sé se, K
€ sequencialmente compacto.

Demonstracgao:
compacto = sequencialmente compacto
Suponha K compacto e tome uma sequéncia (z,) em K.
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Considere, para cada natural n, 4, = {z;: j > n} e seja F;, o fecho
(topoldgico) de Ay, i.e., F, = A,.

Como A,, C K, claro que 4,, C K e, como K é compacto, este conjunto
é fechado (fato 3), portanto F,, C K.

Entao, para todo natural n, F, é um subconjunto fechado do compacto
K, assim, pelo fato 1, F}, é compacto.

Claro que, para todo natural n, F, # (), pois A, nao é vazio, e como
Apt1 C Ay, tem—se F41 C F,.

Entao, pela propriedade dos compactos encaixantes, o fato 4, tem-se

N F, #0.
1

j:
o¢]

Tome entao T € [, claro que T € K e ha duas possibilidades:
=1
(i) = € A, para todo n, nesse caso existe uma sequéncia de naturais (n;),
estritamente crescente, tal que ZTn; = T, para todo n;.

(ii) Existe m € N tal que T ¢ Az, entao T € F,, \ A,, para todo natural
n > m, portanto T é um ponto de acumulagao de A, e segue-se de
pronto que existe uma subsequéncia (x,, ) de (x,) que converge para

x.

Nos dois casos fica demonstrado que K é sequencialmente compacto. |
sequencialmente compacto = compacto

Suponha agora que K é um suconjunto sequencialmente compacto de M
e seja G = (Uy)aea uma cobertura aberta de K. Deve-se mostrar que G
tem uma subcobertura finita.

Para isso tome ¢ o nimero de cobertura de Lebesgue de G dado pelo fato
6, e observe que, como K é sequencialmente compacto, este conjunto é total-

l
mente limitado, portanto existem z1,...,z; em K tais que K C |J Bs(z;).
i=1
Por fim, de § ser o niimero de cobertura de Lebesgue de G vem que, para
cada j € {1,...,n}, existe a; € A tal que Bs(w;) C Ua;, 0 que, junto com a
inclusao obtida no paragrafo anterior, mostra que (Uaj)lgjgn é a procurada
subcobertura finita. |}

Com isto vé-se que os resultados sobre nimero de cobertura de Lebestgue,
fatos 6 e 7
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2.2 Compacidade em RP?

Na subsecao anterior mostrou-se que em espagos métricos as nogoes de com-
pacidade e de sequencialmente compacto coincidem, usa-se isso agora para
estudar e caracterizar compacidade em RP através da caracterizagao de sub-
conjuntos sequencialmente compactos, que deixa a andlise um pouco mais
simples.

O grande artista para isso é o teorema de Bolzano-Weierstrass, esse resul-
tado afirma que todo subconjunto infinito e limitado de RP tem pelo menos
um ponto de acumulacao, e impede que situagoes como as do exemplo 3
existam em RP, em termos mais precisos, essa propriedade tem uma con-
sequéncia imediata, toda sequéncia limitada em RP tem uma subsequéncia
convergente, e isto permite fazer uma festa com o conceito de sequencial-
mente compacto.

Fato 9 Um subconjunto K de RP € sequencialmente compacto se, e so se,
K € fechado e limitado.

Demonstragao: E consequéncia direta do fato 5 que todo subconjunto
sequencialmente compacto de um espago métrico qualquer, em particular de
RP, é fechado e limitado.

Para a reciproca, seja K C RP fechado e limitado, e considere uma
sequéncia (x,) em K.

Como K é limitado, (x,) tem uma subsequéncia convergente, e por K
ser fechado, o limite dessa subsequéncia estd em K. |

Uma consequéncia topoldgica é imediata.

Fato 10 Todo subconjunto limitado de RP € totalmente limitado.

Demonstragao: Seja A C RP limitado. Para demonstrar o resultado
basta provar que A é totalmente limitado.

Para ver isso note que A é fechado e limitado, portanto, pelo fato 9, A
é sequencialmente compacto.

Assim, pelo fato 5, A é totalmente limitado. |

Neste ponto pode-se obter o celebrado teorema de Heine-Borel (também
conhecido como teorema de Borel-Lebesgue) que caracteriza subconjuntos
compactos de RP, basta lembrar que, em espagos métricos, um conjunto é
compacto se, e somente se, for sequencialmente compacto, usar o fato 9 e
concluir que um subconjunto de RP € compacto se, e so se, for fechado e
limitado, registre-se com o devido destaque esse resultado!
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Fato 11 O subconjunto K de RP € compacto se, e apenas se, for fechado e
limitado.

3 Funcoes Continuas e Compacidade

Fato 12 Sejam f : M — N continua e K um sujconjunto compacto de
M. Entao f(K) € um subconjunto compacto de N.

Apresentam-se duas demonstragoes deste resultado, no texto de Bartle esta
propriedade é enunciada no contexto de M = RP, N + RY e ¢é feita uma
terceira prova que usa o teorema de Heine-Borel e portanto s6 vale para esse
caso, a demonstracao dessa situacao particular nao é mais simples do que
as mostradas aqui para o caso geral.
Primeira Demonstracao

Seja G = (V)aca uma cobertura aberta de f(K). Deve-se provar que G
tem uma subcobertura finita.

Como f ¢é continua e, para todo a € A, V,, é aberto, tem-se que U, =
f~%(V,) é um subconjunto aberto de M.

Agora veja que, se K1 = f~1(f(K)), entdo é claro que K C Ky e G| =
(Ua)aea € uma cobertura aberta de Kj.

Portanto G; é uma cobertura aberta de K e, por este ser um subconjunto
)4
compacto de M, existem aj, ..., ay tais que K C |J Usg;-
j=1

14
Assim f(K)C U Vo, |
j=1

Segunda Demonstracao

Como em espagos métricos um conjunto é compacto se, e sé se, é sequen-
cialmente compacto, basta provar que f(K) é sequencialmente compacto.

Para isto tome uma sequéncia (y,) em f(K) e considere z,, € K tal que
f(xn) = yn.

Como K é compacto, tem—se que este é um subconjunto sequencialmente
compacto de M e portanto (z;,) tem uma subsequéncia (z,,) convergente
para um ponto T € K.

A continuidade de f mostra que y,; = f(zn;) = f(Z) € f(K). |

Uma propriedade importante refere-se a fungoes injetoras definidas em
um conjunto compacto.

Para apreciar essa propriedade com o “devido respeito”coloca-se aqui
um pequeno exemplo.
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Exemplo 8 CONSIDERE I : [0,27[— R?, DADA POR I'(t) = (cost,sint).
CLARO QUE I' £ CONTINUA, INJETORA E SUA IMAGEM E A CIRCUNFERENCIA
DE CENTRO NA ORIGEM E RAIO 1, § = {(z,y) € R?: 2% + y* = 1}.

A FUNGAO INVERSA ™! : S — [0,27[ NAO £ CONTINUA EM TODOS
0S PONTOS.

DE FATO, UMA MANEIRA SIMPLES DE VER ISTO E NOTAR QUE, PELO
FATO 9, S E SEQUENCIALMENTE COMPACTO, PORTANTO COMPACTO, AS-
siM, SE I'"! FOSSE CONTINUA EM TODOS OS PONTOS, O FATO 12 SUA
IMAGEM DEVERIA SER UM SUBCONJUNTO COMPACTO DE R, MAS [0, 27]
NAO E FECHADO, PORTANTO NAO TEM ESSA PROPRIEDADE.

UM MODO MAIS DIRETO DE PROVAR QUE I'"! NAO E CONTINUA EM
TODOS 0OS PONTOS E NOTAR QUE ESSA FUNGAO TEM UMA DESCONTINUI-
DADE EM P = (1,0). DE FaTO, I'"'Y(P) =0 E, SE 6, =27 — 1, neN
ENTAO P, = (cosfp,sinf,) € S, E CLARO QUE P, — P, Mas I'"}(P,) =
0, — 27 # I'Y(P) = 0.

Isso mostra que existem fungoes entre espacos métricos continuas e injetoras
cuja inverta nao é continua, mas se o dominio for compacto. ..

Fato 13 Suponha que K C M € compacto e que f: K — N € continua e
injetora. Entdo sua inversa € continua.

Demonstragao: Seja K; = f(K) a imagem de f, pelo fato 12, K; é um
subconjunto compacto de N, portanto fechado.

Lembre que, pelo teorema de continuidade global, se X é um subconjunto
do espago métrico N, g : X — M é continua se, e s se, para todo sub-
conjunto H C M fechado, existe F' C N, fechado, tal que g~ *(H) = F N X.
Claro que se g~ (H) for fechado, isso é verdade.

Considere g = f~! que estd definida de K em M, e cuja imagem é K.
Se H C M é fechado entao H = H N K é um subconjunto fechado de K,
portanto compacto (pelo fato 1) e, por f ser injetora, g Y H) =g 1 (H) =
f(H) é compacto e, portanto, fechado. |

3.1 Continuidade Uniforme

Pode—se dizer que o conceito de continuidade é, em sua esséncia, topoldgico,
trata-se de preservar a estrutura topldégica. Ja o conceito de continuidade
uniforme que é introduzido aqui tem natureza métrica.

Definicao 5 Uma funcio f: M — N ¢ dita uniformemente continua se,
por defini¢ao, para todo € > 0 existe 6 = 6(g) > 0 tal que
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[xeM, yeM, dlz,y) <d] = d(f(z), f(y)) <e.

Claro que toda fungao uniformemente continua é continua, a reciproca porém
é falsa.

Questao 7 Prove que f: (0,+00) — (0,+00), f(z) =
mente continua.

nao é uniforme-

ISE

O seguinte resultado comega a mostrar a for¢a de fungées uniformemente
continuas.

Fato 14 Se f : M — N ¢é uniformemente continua e (z,,) € uma sequéncia
de Cauchy em M entdo (f(xy)) € uma sequéncia de Cauchy em N.

Demonstragao: Para ¢ > 0 tome o § = §(¢) > 0 correspondente na
definicdo de continuidade uniforme, e veja que, como (x,) é de Cauchy,
existe £ € N tal que, se m e n sao naturais maiores do que k, tem—se
d(xpm, xy) < 0.

Portanto, para m > k e n > k tem-se d(f(zm), f(zn)) <e. |

Este resultado pode ser usado para provar facilmente que f(z) = %
definida em M = (0, +o00) ndo é uniformemente continua, pois a sequéncia
Tp = 5, n > 1, que claramente é de Cauchy, é levada por f na sequéncia
Yn = f(xn) = n que nao é de Cauchy (nem mesmo é limitada). Assim f nao
¢é uniformemente continua.

Uma questao que pode ser levantada neste ponto é sobre a validade, ou

nao, da reciproca do fato 14, a resposta vem em forma de exercicio.

Questao 8 Exiba um exemplo de fun¢do que leva sequéncias de Cauchy mas
ndo é uniformemente continua.

Sugestao: “Basta’exibir uma funcao f : R — R que seja continua, mas
nao uniformemente continua.
Um resultado importante é o seguinte:

Fato 15 Seja K um subconjunto compscto de M e considere f : K — N
continua. Entao f € uniformemente continua.

Demonstracao: O livro texto faz duas demonstragoes, aqui apresenta-se
uma baseada no niimero de cobertura de Lebesgue, mais precisamente, no
fato 7 que, como frisado antes, vale para subconjuntos compactos de espagos
métricos.

Considere K7 = f(K) a imagem de f, que pelo fato 12 é compacto.
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%(Z>)Z€K1'
Claro que se W, = ffl(Bg (2)), por f ser continua e B:(z) ser aberto,
existe um subconjunto aberto de M, U,, tal que W, = U, N K e assim,
G1 = (U:).ek, é uma cobertura aberta de K.
Use 0 a compacidade de K e o fato 7 para ver que existe § > 0 tal que,
se x e y estdo em K e d(z,y) < 0, hd um z € K; tal que {z,y} C Us.
Assim, f(z) e f(y) estdo em B (z) e segue-se que d(f(z), f(y)) <e. |}

Tome ¢ > 0 e considere a cobertura aberta de K, G = (B
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