Quarta Lista de Mecanica Quantica: 18/Novembro/2020

1. Mostre que:
(a) o Hamiltoniano do dtomo de hidrogénio pode ser escrito como
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sendo L o operador momento angular, cujo quadrado esta escrito nas notas de aula e s6
depende das variaveis 0 e ¢;

(b) [H, L*f = 0, qquer que seja f, logo, [H, L?*] = 0;

(c) [Lm, L,] = ihL, (e demais relagdes ciclicas em zyz) utilizando apenas a definicio L = 7 p.
(d) [L? L;] = 0, sendo i = z,y ou z.

(e) LZ = xp, — yp, em coordenadas esféricas é escrito como L, = —ihd/0¢.

Sendo assim, H, L? e L, tem em comum um conjunto completo de autofuncoes. Mas cuidado,
note que as componentes nao comutam entre si.

2. Sendo Ly = L, +iL,, mostre as seguintes relagoes:
[Ly,L_)=2nL,, |[L, Ly]|=+hLy, [L? Ly =0, L*=LiL++L*FhL,.

3. O Hamiltoniano de um disco em rotacao livre ao redor de um eixo fixo é dado por (recorde o
caso classico: F = [w?/2 = L?/2I)
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, onde I é o momento de inércia do disco e 0 < ¢ < 27 .

Encontre as autofungoes e imponha que elas sejam periédicas em ¢ para achar os autovalores.
Resposta: ,,(¢) = Ae™® e E,, = h*m?/2I, com m = 0,41, 42, ..... Normalize as 1,,,. Observe
que o espectro é degenerado.

4. Ache as autofuncoes e autovalores de um oscilador harmonico em duas dimensoes, cuja energia
potencial é dada por

1
Viz,y) = §k($2 + 7).

Expresse o resultado em termos das fungoes de onda ¢, do oscilador unidimensional. Discuta
a degenerescéncia de cada nivel de energia.

5. Na teoria de Bohr, as érbitas foram consideradas circulares. Na nova mecéanica quantica isso
corresponde a tomar o maior valor do momento angular, isto é, [ = n — 1 (os outros valores
correspondem a 6rbitas eliticas; o valor [ = 0 corresponde a que dérbita?). Para esses valores de
[, a densidade radial de probabilidade 72| R(r),|?, isto é, a probabilidade entre r e r + dr, para
quaisquer diregoes, toma a forma

P(r) = (r/ag)® e 2r/nao

Mostre, entdo, que essa probabilidade radial tem um méximo em r,, = nag, justamente o raio
calculado na teoria de Bohr para o n-ésimo nivel de energia.

6. Calcule o valor da probabilidade do elétron, no estado fundamental do hidrogénio, ser encon-
trado dentro de uma esfera de raio R. Se R for igual ao raio de Bohr, que valor tem essa
probabilidade? Para qual valor de R essa probabilidade alcanca 50 % ?
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Mostre que AL, = AL, = \/l/2 h quando calculada na autofungao Y;; de L? e L,. Qual o
valor de AL, nessa mesma autofuncao?

. Sabendo que Y7 (6, #) = (3/47)'/? cos 6, obtenha pela aplicacio dos operadores L. os harmonicos

esféricos Y; 1.

. Um sistema esta num estado caracterizado pelo momento angular [ = 2. Qual o médulo de L?

Quais sao os possiveis valores da componente z desse operador? Qual o menor angulo entre o
vetor L e o eixo 27 Veja que jamais L aponta exatamente numa dada diregao. Isso se deve ao
principio de incerteza, reflexo da nao comutatividade entre as componentes L,, L, e L,. Se L
apontasse numa direcao dada, eu saberia com exatidao as suas componentes!

Considere um sistema fisico num autoestado de L* e de L., ou seja, com autofungao Y, (0, ¢).
Determine o valor médio dos observaveis: L,, L? e L?. Calcule a incerteza AL, (pense na
resposta; dd para saber sem dlgebra!) Mostre que o valor médio de L, se anula, mas o de L?
nao. Sendo assim, determine a incerteza AL,. Repita para AL,.

Determine os niveis de energia resultantes da acao de um campo magnético BZ atuante na
camada [ = 2 de um atomo. Nao considere spin. Idem para um campo Biz. Comente o
resultado.

Dado que um elétron esteja num estado de spin 1/2 descrito pelo ket |x) = 3|1/2) + 43| — 1/2),
determine (obs.: |4+ 1/2) denotam autovetores de S,).

(a) as probabilidades das possiveis medidas do observéavel S,. Nao esqueca de normalizar |y).

(b) Idem para S,. Sugestao: escreva |4 1/2) como combinagao linear dos autovetores |4 1/2),
de S, (feito em classe). Use também que S, = (S + S-)/2.

(c) os valores médios dos observaveis S, e S;.

Ache os autovalores e os autovetores | 1), e | |), de S, para um spin 1/2 (escrito na forma
matricial em classe). Expresse esses autovetores como combinacao linear dos autovetores de S.,.

Se S, for medido num estado geral |x) = a| 1) + b| |), com a e b constantes complexas, que
valores podem ser encontrados e com quais probabilidades? Sugestao: use o item anterior e
reescreva |x) em termos dos autovetores de .S,,.

Um elétron se encontra em ¢t = 0 no estado |x(0)) = (| 1) +i|]))/v/2, que também pode ser
indicado pelo vetor % ( 1 > . Sua evolugao temporal é governada pelo Hamiltoniano (escrito

na base dos autovetores de S,) dado por H = hw(| T)(T| — | }){} |), ou, na forma matricial,
1 0 . . . . ,

H = hw 0 1 ) . Determine o estado de spin num instante qualquer, isto é, o vetor |x(t)).

Quais os valores médios das componentes = e z do spin nesse estado |x(¢))? Justifique se os

operadores S, Sy e S, sao constantes de movimento.



