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Questao 1

a)
1 2 1 2 — 14 1
//(w+2y)dxdy=/ [*+2yr]i;1dy=/ (5 +dy— 5 —2y)dy =
o J1 0o 2 0o 2 2
13 3 ., 3 5
— [ Carody=[y+y]l="r1=2
; G2y =y +ylmo=g5+1=3
b
) 1 1 2 - 14
//(x—y)dxdy—/ [f—yx]xildy:/ (5 -2y—5 +ydy =
0 0o 2 2
13 3 4., 3 1 2
Sy =[cy—Zl=" =22
c)

L L2 1/2 Lz +y)P? =2 12 3/212=2
//vx+ydrcdy=/ /(m+y) dﬂiy:/ [fh:ldiyz/ [§($+y) a—1dy =
0 1 0 1 0 2 0
2 1 2 (2+9)°2% (1+y)P°? ., 22 _
2 [ @y = 2T D e 22 e

2 2

VB VB VB 4 VT = L (0VE - 8VE 4 1)
d)

1 2 1 1 B 1
|| dedy = [ linle+ ylZidy = [ (@nl2+ o]~ tnl1 + y))dy
0 J1 x+vy 0 0

Lembre-se que, fazendo integracao por partes (In(y) = u, dv = dy), obtemos:

/ln(y)dy =ylny —y

Portanto:

=3In(3) =3 —2in(2) +2 —2In(2) + 2+ 1lin(1) — 1 = 3in(3) — 4in(2)

e)
/12 /01 xcos(zy)dydr = AQ[msenixy)]z:édx = /12(senx — sen(0))dx =
= /12 senxdr = [—cosz]"=2 = —cos(2) + cos(1)
e)

/01 /12 ycos(xy)drdy = /Ol[ysen;xy)]i%dy = /Ol(sen(Qy) — sen(y))dy =



cos(2y)

_ 9 2 1
ICLCT cos(y)]‘z;(l) _ _cos(2) +cos(1) + cos(0) cos(0) = _cos(2) +cos(1) — -
9 9 9 9 9
f)
(;E—i—y) ! =2
dxdy—// T +y) dedy—/ 7$:dy:
// x+y [ (—1) =i
1 .
[ty = [ (=g oy = [nf2 o]+ Il )
= —In(3) + In(2) + In(2) — In(1) = 2in(2) — In(3)
g)
1 pr2 " 1 ey oo 1 ) €2y =1
/O e ydxdy:/o [yy]ledyz/o (6y—6y)dy=[7—e]y:o
2 0 2 2
e ;e e 1 e
= — — —_ = — — —_ — 1——— —
T L
h)
2 ! 2 2 2 2 ]' 2
//xy dxdy:/O ly g]i;ldy—/ (2y Y )dy =
[f_lf]yﬂ_%_l_%_}_?_l
3 23" 73 6 6 6 6 2
i)

/ / zsen(my)drdy = / [—sen(ﬂy)] *dy = /I(ZSen(Wy) - ;sen(ﬁy))dy =

25 [ sentrypay = STzt 2 3 (o) tcos(0) = - (~(-1) 1) = >
Questao 2

//Af(x) dxdy—// y)dzdy

Estamos integrando primeiro em relacao a x e depois em relacao a y. Note que como
g(y) é uma funcgao sé de y (e, portanto, ndo depende de x), pode sair da primitivagdo que
faremos em relacao a x, pois se comporta como se fosse uma constante multiplicando a

fungao f(z). Assim, suponha que p(z) seja a primitiva de f(z), isto é& [ f(z) = p(x).
Temos entao que:

/ / y)dady = / g @)=y = (p(b) — p(a) / " o)y

Entao:

/cd/abf(fﬂ)g(y)dxdy: /bf(x)dx./cdg(y)dy



Questao 3

a)

b)
/01 /_Z zcos(y)dydr = /01 zdx - /_zlr cos(y)dy = [9;] -[senyf

s
4

c)

2 2 2 2
/ / xinydydr = / xdx - / Inydy =
0o J1 0 1

Lembre-se do resultado obtido para [ Inydy no exercicio 1.d. Assim:

= V;} ylny — ]2 = (222 —0)-(2in(2) =2 —1In(1) + 1) = 2(2n(2) — 1)

d)

3 1 s s 3 1 . 3 ) 1 )
/ / xye” "V drdy = / / xye” e ¥ dxdy = / ye ¥ dy / xe® dx
0o J-1 0o J-1 0 -1

2 . . . . . .~
Fazendo f_ll xe® dx primeiro, podemos aplicar a seguinte substituicao:

u= 12?2 = du = 2xdr

Sendo assim, temos que se ¥+ = —1, u = (=1)> = 1 e quando x = 1, u = 12 = 1,

assim,temos:
1 L d 1 1
[oetdn = [ e = gl = gle — et =0

Sendo assim, temos que

3 2 1 2
/ ye Y dy - / ze® dx =0
0 -1

1 jus 2 jus 1
2 2 Sen~x 2 2 1
——dxd :/ senzxd:v-/ —d
/0 /0 1+ ) o T+452"7

Fazendo uma integral de cada vez:

e)



™

3
/ sen’dx
0

Lembre-se da identidade trigonométrica:

1 cos(2x)
2 —_ - —
sen'z = 5

Substituindo na integral e lembrando que [ cos(2z)dx =
simples 2z = u, du = 2dx).

Se”éh) (faga a substituigao

/0’5 conda — /05(1 B COS(Qx))dz _ [

1 bl
1 sen(2x) T sen(m) 04 sen(0) — m
2 2 2 4 o 4 2 2 4
ii)
;1 ;1
——dy = / ——d
/o 1+4y2y 0 1+(2y)2y
Substituicao simples:
u =2y = du=2dy
Tal que, quando y = 0, u =0 e quando y = %, temos que v = 1. Assim:
;1 11 du 11 1 1
7d:/7—:— — du = ~[arct !
/0 TV T h TrE 2 T 2k Tre® T gl
1 1
= i[arctg(u)](l) = §(arctg(1) —arctg(0)) = 5% = g
Tendo o resultado das duas integrais, temos:
2 3 1 Tw m
2 2 2
d / ——dy = —— = —
/0 S o 1142 T 48 T 32
Questao 4
a)
1 rl L g2 1 11 1 2y=1 3
V=/ / (:v+2y—0)dxdy=/ [*+2yx]x:ody=/ (5+2y)dy = [Sy+yly=o = 5+1 =3
0o Jo 0o 2 0 2 2 2 2
b)

2 2 2 2,
V= / / (vzy — 0)dydx = / / x2 - y2dydx
0o J1 0o J1

203 | 22| 2 = 2, = = 4
o] 5]



1 1 y 1 1 s T, 1 ,
/ / (xye™ ™Y — 0)dxdy = / / xye” e Vdady = / xe” dx / ye ¥ dx
0o Jo 0 Jo 0 0

Fazendo uma integral de cada vez:
i)

1 2
/ ze® dx
0

u=2%>= du=2zxdz

Substituicao:

Quando z =0, u = 0 e quando x = 1, temos que u = 1. Assim:

Lo Lod 1 1 1
/0er dx:/o e“?uzi[e“]é:5(61—60)25(6—1)

1 2
/ ye Y dy
0

ii)

Substituicao:
v=—y? = dv=—2ydy

Quando y =0, v=0e quando y =1, v = —1. Assim:

1 2 -1 dv 1 1 1
—y — v_ 7N v S v71:_7 71_0:7_71 1
[weay= [ ey =5 [ erdv= el = =5 =) = S(=e 7+ )

Assim:

Lo ] I 1 » 1,
/we dx-/yeyd:v:f(e—l)-—(—e +1)=—-(—14e+e —1)=—-(e+e —2)
0 0 2 2 4 4

d)

11 1 23 z=1 1 1
V:/ /(2—x2—y2)dxdy:/ 20 — — —y’x dy /(Q—f—yZ)dy:
o Jo 0 3 0 3

=0

37y=1

15, 5y 5
= _ — d = — _ — = - —
/0(3 y*)dy [3y 3] 3

y=0

2 1 2 1 2
V= / / (x+y+2—2—y)dyde = / / 2dydx = / [Zy]zzédm‘ =
1 0 1 0 1

2
:/ 2y = [27)"=3 =2-2-2-1=4—-2=2
1



f)

11 11 1
V= / / (" — 1)dzdy = / / (e — 1)dxdy = / [ee¥ — z]"Zhdy =
0 Jo 0 Jo 0

1 1
= / (e-e¥—1—ee¥)dy = / (e-e¥—1—e¥)dy = [e-ey—y—ey]ZZ(l) =ee'—1—e'—ee’+04e’ =
0 0

—e?—l—e—e+1=¢>—2¢

Questao 5

a)

Temos a seguinte regiao de integragao:

Figura 1: Tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (0,1).
Temos entdao 0 <y <zx e <z <1. Assim:
1z 1 42 1 72 371
[T l— x 1|z 1
dyd =/ Y =g :/_:__ _ b
/o/oyyx o L lv=0de = 5 2[3]0 2
b)

A regiao de integracao é tal que —1 <z <1le0 <y <z + 2. Assim:

e [ e [0, ]
/_1/0 ydydx_/_l[z]FO dv= | —5 dr=3

3 rx=—1
_ 1((1+2)3 N (—1+2)3) _ 1(33_13) _ 2613
2 3 3 6 6 3



Temos a seguinte regiao de integracao:

R

s xz il f‘b 2 A Ba SR g
b ?\; \L{\ %\’Qg/ Ly i
e |

4 2 &
/ b0 R A e T > |
Yy =x
0

Figura 2: Regiao de integracao

Assim, podemos ver que nossa regiao é subdividida em duas partes: By, onde (0 <z <1
e’ <y<zieBy,ondel <zx<2cax<y<2? tal que B= B UB,. Assim:

// ydxdy:// ydxdy+// ydzdy
B B1 B

i)B:0<z<lez?<y<ux

[ vtz = [y [ = [t

1 [2? x5“_1(1 l,_15-3 1 2 |1
3 5],., 23 5 2157 215 15

ii) By: 1<z<2ex<y<2? tal que B= B UB;

// ydydfv—/[ =2 d Q/x—cc ;[:ﬁ_x?’}”:

1,22 2% 15 13 1,31 7 1,93 —-35 1 58 29
ST =glr o) =y () =5 =
25 3 5 3 25 3 2 15 2 15 15
Dessa forma:

T2

1 29 30
dody — — 4+ =2 =2 9
//Byxy 515 15

d)

Temos a seguinte regiao de integragao:



Figura 3: Semi-circunferéncia de raio 2 e centro na origem.

Assim, temos que —2 <z <2e 0 <y < V4 — a2

2 Via? 2 42 oz 24— g? 12
/ / ydydr = / [y—]z;o gy = / Y de = —/ (4 — 2*)dz =
-2.Jo -2 2 —2 2 2J-2

Temos a seguinte regiao de integragao:

Figura 4: Regiao de integracao B.

Logo, podemos perceber que 0 <z < 1le a2’ — a2 <y < 0. Assim:

1,0 12 1 1 r1
/ / ydydx = / [y—]yios_ dx = —1/ (2° — z)%dx = ——/ (2" — 22° + 2°)dx =
0 Jab—z 0o 2°YTvT® 2 Jo 2

0

11 7 3

1 [zt 227 23 mzl__l(i_g+1)__1(21—66+77)_( 1).(2) 16
O 2Y11 7 3 2 231 Y 279317 9231

=0



Questao 6

a) A regiao de integragao que temos é:

Figura 5: Regiao de integracao.

Assim, temos:

0<z<+m e ngygw

Vo Jr _ Jr
/ /2 xeosydydr = / xlsenyly_Tadr = / x(sen(r) — sen(2?))dr =
0o Ja 0 0

Jr
= / —zsen(x?)dx
0
Substituicao:
u =2 = du=2xdx
Quando z =0, u = 0 e quando = = \/pi, u = 7.

/O\/E —xsen(z?)dr = /07T —Sen(u)dg = %[cos(u)]g = %(—1 —-1)=-1

b) Temos a seguinte regiao de integragao:



Figura 6: Regiao de integracao.

Temos que subdividir a regidao em duas:

)Briy<az<yv2-9y2el0<y<l
/Ol/yﬂxydwdy:Aly[g]ﬁ/ﬁdyzély(#)dy=%/01(2y—2y3)dy:

Sy S IRE RO BB
i) By: 0<2<v2-3y?e—-v2<y<0

LY

0 V2?2 0 xz\/ﬁ 0 2 —y? 1 /0
ardy= [yl ay= [y D= [ 2y -ty =
/_ﬁ/o vydrdy 5 )0 y=[ 5 dy=5] (Qy—y)dy

Assim:

1 1 1 2
[ Jrtady = [ [ oydzdy+ [ [ apdody =35 =7-7=

1,1
/.2 2dxd
/O/Oxyx—l—yxy

c)

10



Substituicao:

u=12*+y* = du = 2zdx

Quando z = 0, temos que u = y? e quando x = 1, temos que u = 1 + 3>

1442 du
1/2 4 d _ /
/o/ya e Y79
1 /1 ) 5 L,
=2/ y<1+y>\/1+ydy—/o y'dy)

1
/O y(1 4 y*)\/1+ y2dy

u=1+1y*= du=2ydy

”y dy = 3/ (1+y2)% — /(42)2dy =

Substituicao:

Quando y =0, u=1e quando y = 1, u = 2. Assim:

5

1 511
4d:yi S
/oyy [50 5

/ u\/_— / lQUS/Qrzé(\/ﬁ_\/ﬁ):é@\@_l)
ii)

Assim:
— 1. 4v2-2
d)
/3 /l/y 1 /3 1 1d
2 Jo In(y e ln(y)& 4
Substituicao:

1
u=In(y) = du=—dy
)

Quando y = 2, temos que u = [n(2) e quando y = 3, temos que u = [n(3). Assim:

/l"<3> L [In(u)]ints) = in(In(3)) — In(in(2))

n(2) U

11 1 %
/ / wycos(2?)dydr = / wcos(z?)[ =
0 Jz2 0 2

— ;/Ol(a:cos(mz) — 2°cos(z?))dx

1 1 4
JLadr = / zeos(x?) (= — x—)da: =
0 2 2

11



1
/ wcos(z®)dxw
0

Substituicao:

u=12%= du=2zxdz

Quando z =0, u=0e quando z =1, u = 1.

1 1 sen(1)

/01 cos(u)d; = ;/01 cos(u)du = i[sen(u)]é = 58671(1) =

if)
1 1
/ 2’ cos(x?)dx :/ x - vicos(z?)dx
0 0
Substituigao:

a=2%= da = 2xdx
Quando z=0,a=0e quando z =1, u = 1:

1 1 1
/ aQCos(a)d—& = 7/ a’cos(a)da
0 2 2 Jo

Para concluir, v4 fazendo integracio por partes (u = a?, dv = cos(a)da e assim vai...).
Assim:

1/t 1

—/ a’cos(a)da = cos(1) — sen(l)

2 Jo 2
Dessa forma:
1/t 1 1 1 1 1
f/ (zcos(x?) — 2°cos(x?))dr = 7(sen( ) _ cos(1) + sen( )) = _cos(l) + sen(l)
2 Jo 2 2 2 2 2

Questao 7

Para esse exercicio, temos que entender a regiao de integragao e analisar os extremos
conforme o sentido em que os valores crescem em x e em y (y cresce "para cima'e os
valores em x vao crescendo da esquerda para a direita). Dentro da regido de integracao,
basta analisar as fun¢oes seguindo o sentido de crescimento das variaveis x e y nos eixos

e ai colocar uma em fungdo da outra (x em fungao de y ou y em fungao de x).

a) Temos:

A regiao de integracao é:

12



Figura 7: Regido de integracao.
Invertendo a ordem:
1 11
LU seydylde = [[] fla.y)daldy
0o Jo 0 Jy

b) Temos:
0<z<1 e xQSny

Figura 8: Regiao de integracao.

Invertendo a ordem:

/01[/; f(z,y)dyldz] = /:[/yﬁf(m, y)dz]dy

13



c¢) Temos:
0<y<l e —\y<z<\y

Note que z = —,/y é o ramo esquerdo da parabola y = 2% e v = VY € o ramo direito
da pardbola y = 2. Por isso, temos o seguinte desenho:

Figura 9: Regiao de integracao.
Invertendo a ordem:
1 vy 11
y)daldy = / / y)dyld
/0 [/_ﬁf(x yaldy = | 1] f(@,y)dylde

d) Temos:
1<z<e e In(x)<y<uz

Temos seguinte regiao de integragao:

Figura 10: Regiao de integracao.

14



Para colocarmos y com extremos fixos e x em fungao de y, precisamos subdividir a
regiao em 2 partes. Assim, a ordem de integragao invertida fica:

S tawitae= [ sedsday+ [ s ndsldy

e) Temos:
—1<z<1 e —V1I—-22<y<V1-—2?

Note que y = +v/1 — 22 é equivalente a circunferéncia de centro na origem e raio 1
(eleve os 2 lados ao quadrado e teremos y? = 1 — 22 e, portanto, y*> +2? = 1). A regido de
integracao entdo fica: (x ja estd escrito em fungao de y, depois que ja notamos se tratar
de uma circunferéncia de raio 1 e centro (0,0)).

Figura 11: Regiao de integracao.

Invertendo a ordem de integracao:

// xydyd:c—/[/\/_ (z,y)dx]dy

f) Temos:
0<y<1l e y<ox<y+3

A regiao de integracao é:

Figura 12: Regiao de integragao.

15



Para invertermos a ordem de integracao, devemos deixar a varidavel x com extremos

fixos e colocar y como funcao de x. Perceba pela figura que nao dé para colocarmos tudo
em uma sé integral, pois as fungdes em y tem variagdo primeiro de y = 0 até y = =,
depois de y =0 até y = 1 e por fim de y = x — 3 até y = 1. Logo, invertendo a ordem de
integracao:

/Ol[yy+3f(l‘ydxdy—//fxydydx—i—//fxydyda:—i—// f(z,y)dylda

Questao 8

a)

Note que 2% + y? < 1 trata-se de uma circunferéncia de raio 1 e centro na origem

xr =rcosf y=rsend
0<H<2m e 0<r<i1
Assim, o volume fica [ [4 — (z +y + 2)dedy = [ [(2 — z — y)dzdy

do plano xy. Assim, podemos usar coordenadas polares e calcular a integral baseada nos
limites de r e 6. Fazendo:

2 1l 2 1
V= / / (2 — rcost — rsend)rdrdf = / / (2r — r?cosd — rsenf)drdd =
o Jo o Jo

2m 3 37r=1 2m
/ lrQ — 0039% - senég] df = / (1—@—%”9)6[9 = [9 _ send +
0 0

3

r=0
sen(2m)  cos(2m) sen(0)  cos(0)
— 0 —
3 * 3 - 3 3

3 3
)

b)

A regido de integracao que temos é:

;‘_;g;g;ﬁ\“ Al

yoio

Figura 13: Regiao de integracao.

16
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Entao temos os seguintes limites:

0<z<1 e 0<y<l—2x

1 pl—z 1 pl—z 1 y3 1-x
/ / (2% 4+ y* — 0)dydx = / / (2% + y*)dydx = / lxzy + —] de =
0o Jo o Jo 0 3

c) Temos a seguinte regidao de integracao:

Figura 14: Regiao de integracao.

Logo, temos:
—1<2<1 e 0<y<1—2?

O volume entao sera:
1

1 pl—z? 1 9 1
/ / (l—xz—O)dydx:/ [y—22y]5 " d:z:z/ (1—x2—x2(1—x2))d93:/ (1—2*—2’+2)dx
-1Jo -1

-1 -1

1 2% 5] 2 1 2 (—1)°
[ Q=222 4aMde = |z — "+ | =1—-Z 4 (D) +2(=1)— —
/_1( vo+at)du lx 3+5]_1 3 T5 (D30 -—
o2l 21, 42 30-2046 16
N 3 5 3 5 3 5 15 15

17



d)

Para encontrarmos a projecao do nosso solido no plano xy, podemos fazer a intersec¢ao
entre as duas superficies que limitam z, isto é:

24P +3=4=>22+y1 =1

Note que a regiao obtida (z? 4+ y* = 1) é uma circunferéncia no plano xy centrada em
(0,0) e de raio 1. De novo, podemos usar coordenadas polares:

xr =rcosd y=rsend
0<8<2r e 0<r<l1

O volume da regiao entao sera dado por

2T
V= // (2% 4+ y* + 3))dody = / / (1 —r%cos*0 — r?sen*0)rdrdd =

27 2 27
—/ / 1—7‘ 00529—1—5671 rdrd@—/ / 1—r rdrd&—/ / r—rs Ydrdf =

2 r 1 1 2 1
-, [2 4] W= [ #= G- pr=3

e)
2

Note que 2% + 4y% = 4, pode ser reescrita como 07 T y? = 1. Vemos entdo que essa
equagao representa uma elipse de semieixo maior x e semieixo menor y (quando z = 0,
temos y = +1 e quando y = 0, temos x = £2). Usando coordenadas polares:

x = 2rcost y = rsenf
0<0<2r e 0<r<1

O volume da regiao em coordendas cartesianas seria:

V://(x+y+1—($+y))d$dy=//1dxdy

Em coordenadas polares (lembre-se de multiplicar o integrando por 2r, por causa da
mudanga de coordenadas):

21 1 27 27
v :/ / 1. 2rdrdf :/ [r2]Ld6 :/ df = 2
0 0 0 0

Questao 9

a)

xr =rcosd y=rsend

18



2 2 2r 2
/ / (r*cos* + 2rsenf)rdrdd = / / (rcos* + 2r*send)drdd =

2m 31" 27 27
= / 0032«9— + 2senf dQ = / (4cos*0 + 636n0)d6’ = 4cos*0dl =
4 31, 0 3 0
o 1 20 2n 20)1%"
- / g cos(20)y 1y 2/ (1+ cos(20))d0 = 2 0+ DN _ o 0 _un
0 2 0 2 0
b)
xr =rcosd y=rsend
0<0<2r e 1<r<2
2 2 2 2
/ / (r*cos®0 + r?sen®0)rdrdd = / / -rdrdf = / / r3drdf =
o J1
2 pd 2t 1 15
- o =2m(5> — =) =2
[Tk =2m = ) =2 ()= S
c) Note:
72
W+ =1=F5+y° =
(3)
y = rsenf
x 1
— =rcosf = x = —rcost
(3) 2
Note que:

(37rcosb)?

(3)?

Assim, temos:

+7r%sen?0 =1 = r?cos?0 +r’sen®f=1=1r’=1=r=1

or o1 ] 1 1 2r 1 1 g2 r41t
/ / (=rcosf)*~rdrdd = f/ / (r3cos*0)drdf = f/ cos®0 | —| df =
o Jo 2 2 8Jo Jo 8 Jo 4

11 g2 29 2m 1 + cos(20) 1 sen(26),, 1 s
= —— _— 6 e e
g1y VT3 / ) =gl Tyl = 2= 5

19



d) Note que temos a mesma elipse do exercicio ¢, com a diferenga de que estamos
pegando apenas a parte positiva de y, o que implica que 0 < 0 < 7. Assim, temos:

1 1 g7 rl 1
/ / sen(4 rcos@) + Tsen20))§7“drd9 = 5/ / sen(417“200329 + r2sen?*)rdrdf =
0 Jo

1 T rl
= f/ / sen(r?)rdrdf
2Jo Jo

u:r2:>du:2rd7“:>rd7‘:d2u

Substituicao:

Temos que parar =0, u =0 e parar =1, u = 1. Assim, a integral fica:

1= ! du 1 (7 1 1o 1, (—cos(1) +cos
5/0 /0 Sen(u)7d9—1/0 /0 sen(u)dude—z/o[ cos(u)]ydf = / df =

_ (1-— cos(l))ﬁ
4

e) Note que o conjunto B (regido de integragdo) é o mesmo que na questao b, logo,
usaremos a mesma parametrizagdo. Temos entao:

27 2 2 2042 29 27 2 9
/ / gl cosTOrrisen . g = / / e rdrdf
o N o J1

u:r2:>du:2rdr:>7“d7“:d2u

Substituindo:

Quando r = 1, temos que u = 1 e quando r = 2, u = 4. Assim:

/0%/1 *dﬁ_g/ 4d0—*(e —e') 27rd«9—2(6 —e)2m = (¢ —e)m

0

f) Note que:
1 1
Py —r=0=>2r -2+ - +yi==
4 4
Reconhecemos entdao que essa equagao se trata de uma circunferéncia de raio 1/2 e
centro (1/2,0). Podemos entao fazer a seguinte mudanca de coordenadas:

1
T=3 + rcost  y = rsend

0<r< e 0<0<2r

N =
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Assim:

2 5 ] 2 r5 1 2r 2 3 =3
/ / (= + rcosd)rdrdf = / / (=r +r*cosh) = / + cosf—
o Jo 2 o Jo 2 0 3

4

/QW ! —0089)d0 = ( 0+ isenH]27T = i2
N 16 24 6

oom

g) Temos a seguinte regiao de integragao:

Figura 15: Regiao de integragao.

Em coordenadas polares, temos:

x =rcos y=rsend

<6< e 0<r<1

SN

5
A integral entao fica:

/: /Ol(rzsenze)rdrde = /; /01 r3sen*0drdf = /; sen2d [;_S]Zde _

1 9 cos(20) 1 sen(20)
_5/% sen®0df — 3/ —dG—E[O—T]

h) Note que

x2+y2—2y:0:>w2+y2—2y+1:1=>a:2+(y—1)2=1
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Reconhecemos que essa equagao é uma circunferéncia de centro (0,1) e raio 1. Assim,
podemos parametrizar:
x =rcos y=1+rsend

Lembrando que x > 0, teremos:

<< e 0<r<i

T
2

1\3\>1

o L
/ / (rcosf(1 + rsend))rdrdf = / / (r*cost + r’cosfsend)drdd =
-z Jo -z Jo

4 r=1 T
= / [0059 + cos@sen@] df = /2 (10059 + }36n<29>)d9
3 0 ~z°3 4 2

.

B [1 g 003(29)] 11 1 1 2

37" 16 371673 16 3

_
2

Questao 10

a) F(z,y) = (x,y) e y(t) = (cost, sent), 0 < t < 27

F(~(t)) = (cost, sent)
7' (t) = (—sent, cost)

Portanto:

2

2m 2m
/ (cost, sent) - (—sent, cost)dt = / (—costsent + sentcost)dt = 0dt =0
0 0 0

b) F(z,y) = 0,0,z 4y) e v(t) = (£,1 —12,0), 0 < t < 1

F(y(t)) = (0,0,0)
V() = (1,-2,0)

Portanto: . )
/(0,0,0)-(1,—2t,0)dt:/ 0dt = 0
0 0

c) Flz,y)=(0,2%) e~(t) = (t%,3), -1 <t <1

22



Y (t) = (2t,0)
Portanto:

/_11(0, £ - (2t,0)dt = /_11 0dt =0
d) F(z,y) = (222 —y)e~(t) = (t,sent), 0 <t <

F(y(t)) = (£t — sent)
7 (t) = (1, cost)

Portanto:

/ (t*,t — sent) - (1, cost)dt = / (t* + tcost — sentcost)dt =
0 0

(Dica: a integral [tcostdt pode ser feita por partes, chamando ¢ = u e dv = costdt e
a integral [ —sentcost pode ser feita por substituicao simples fazendo u = cost = du =
—sentdt). Assim, obtemos

t3 I w3
= §+tsent—|—cost— §sen tl=— —2

e) F(x,y) = (22 92) e v(t) = (2cost,3sent), 0 < t < 27

F(y(t)) = (4cos’t, 9sen’t)
7 (t) = (—2sent, 3cost)

Portanto:
2 27
/ (4cos’t,9sen’t) - (—2sent, 3cost)dt = / (—8cos*tsent + 2Tsen’tcost)dt =
0 0

(Dica: as duas integrais podem ser feitas por substitui¢ao simples, a primeira fazendo
u = cost = du = —sentdt e segunda fazendo u = sent = du = costdt). Assim, obtemos:

8 2m
50033(25) + 9sen3(t)] =0
0

Questao 11

a)
F(z,y) = (z,y)
F(y(t)) = (£, sent) ~'(t) = (2t, cost)
sen(2t)
2

w/2 w/2 w/2
/ (t%, sent) - (2t, cost)dt = / (2t* + sentcost)dt = / (2% + )dt =
0 0 0
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_0+M:7r_4 l

B 2t4 cos(2t) W/2_27r4 cos ()
N . 42! 4 4 32 2

4 4

b)

—

F(.’L‘,y) = (.’E, _y)

Note que ¢(z,y) = 5 — % ¢ a funcao potencial de ﬁ(x, Yy), pois ﬁ(x, y) =
Assim, o campo de F é conservativo e a integral de linha fica:

QDlQJ

8-
>
+

&g

22 32 1 1 4-9 )

Lﬁ~df=¢(2,3)—¢(1,1):5—5—(___):_:__

c)

—

Fle,y) = (2,-1)

A curva v é mostrada na imagem abaixo:

Figura 16: Curva.

Podemos entao parametrizar a curva da seguinte maneira:

v(t) = (2cost, 2sent) 0 <t < g
Assim:
F(y(t) = (2,-1)
7' (t) = (—2sent, 2cost)
Portanto:

w/2
/ (2,—1) - (—2sent, 2cost)dt = /—O”/Q(—élsent — 2cost)dt = [4cost — 256nt]g/2 =
0

= 4003(2) - 286%(%) — 4c0s(0) + 2sen(0) = =2 —4 = —6
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d)

Assim:

1
IRG
0

Assim:

f)

Note que ¢(z,y) = ‘%2 + % ¢ a funcao potencial de ﬁ(w, Y), pois ﬁ(x, y) =

1
—t —2t%) - (1,2t)dt = / (te! — 2t* — 4t3)dt = |te' — €' — 2§ —4—| =
0

ﬁ(x,y) = (ze®, —x — 2y)
F(y(t)) = (te!, —t — 2t?)
Y(t) = (1,21)

A

4],

:161—61—g—%—()—l—l-i—o—i-():—2
3 4 3

-t

/() = (1
1 ¢ 1 ¢ 1 o
/_1(t, =l - (1, )t = /_l(t—t|t||t|)dt - /_1(t—t )t =

F(z,y) = (z,y)
0

g
=>
+

xr

Assim, o campo de F é conservativo e a integral de linha fica:

/ﬁ 07 = 62 1) = 6(0,0) = 2 4 L g2
5T T A Ty Ty TN T

Questao 12

a)

9¢

9 (1)
99
@ =y (2)

25
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Comparando com (2):

Assim:

b)

De (1):

2

Bla.y) = [ 2oy = 2% + h(y) = 6(xy) = 2%y + h(y)

99

2 /
ay—x + h'(y)

Comparando com (2):

2* + 1 (y) =2 = W (y) =0 = h(y) = ¢ = constante

Assim:
oz, y) = 2%y
c)
0¢ . 22442
o 2ze (1)
09
0 —oyem (2
oy e (2)
De (1

P(x,y) = /2$6$2+yzdx = /Qxereyzdx ="V + h(y)

a 2 2 2 2
az =" 2y + R (y) = 2ye” TV + B/ (y)
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Comparando com (2):

2y€x2+y2 +H(y) = 2y6w2+y2 = h'(y) = 0 = h(y) = c = constante

Assim:
¢(z,y) = = HY°
d)
o9
or y (1)
op
oy " (2)
De (1)
o(x,y) = /ydx =yzx + h(y)
0
=)

Comparando com (2):

r+h'(y) =2 = N (y) =0= h(y) = ¢ = constante

Assim:
o(z,y) = zy
e)
0
ai =3%*+2 (1)
0
8(5 =213 (2)
De (1):

3
ow,y) = /(3a32y2 +2)dz = 3%3/2 +22 + h(y) = oz, y) = 2y + 22 + h(y)

o¢

:23 h/
oy 7y + ' (y)

Comparando com (2):
223y + b (y) = 22°y = B/ (y) = 0 = h(y) = c = constante

Assim:
o(z,y) = 2°y* + 2z
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Questao 13

= X - Yy -
F ==
@) = a2t m
0¢ x
YT 1
or  x2+ 12 (1)
0¢ Y
EA—
dy 1?2+ y? 2)
De (1):
x
P(x,y) = /de
Substituicao:
u(z) = 2%+ y* = du = 2xdx
Assim:
x 1du
@) = / x? + dem N /57
Jdop 1 2 Yy
- _ = hl — hl
T T () T ()
Comparando com (2):
A h'(y) = Y h'(y) = 0 = h(y) = ¢ = constante
.’L'2 +yQ 172 +y2
Assim:
¢(z,y) = Sin(2* +y)
Questao 14
= Y - xr -
F - _
(@,9) =~ Fr LIy
- 0 x 0 —y - 0 x
F = —_—— = — = RN I —
v (8:1: [x2+y2 dy [a:2+y2D (8;15 lﬂcz—l—y2

28
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Questao 15

Para mostrarmos que um campo nao é conservativo, basta provarmos que o seu rota-
cional é diferente de zero, onde:

- 0F; OF, »
rot(F) = <% - 8y>
a) Note que:
Fi=-y Fj=u
Assim:
Ay (Ol Oyl i ok
rot(F) = ( 5 o k= (1—(=1)k =2k

Como rot(F) # 0, segue que F nio é conservativo.

b) Note que
F; = 23y? Fj:x2y
Assim:
= _ Oyl 02y - 3T
t(F) = — k= 2xy—2 k
rot(F) = (=5~ ay) (2zy — 22°y)

Como rot(F) # 0, segue que F nio é conservativo.
c¢) Idéntico ao item b.
d) Note que:

Fi=xz—y Fy=a%"

Assim:

rot(F) = (8[“21”2] - a[xa; UNE 2 uy? — (C1)F = 2a9® + DF

Como rot(F) # 0, segue que F ndo é conservativo.

Questao 16

a) B i
F(z,y) = (z,¢")

F(y(t)) = (2cost, e

29



7' (t) = (—2sent, cost)

Assim:

2m 2w
/ (2cost, €*™t) - (—2sent, cost)dt = / (—4costsent + coste*™ ") dt =
0 0

Lembre-se de que a integral de 0 a 27 da fungdo sen(t) e cos(t) é sempre zero. Assim,
temos:

27
/ (—4costsent + coste™™*)dt = 0
0

b)

Do exercicio 13):

- -y €T
F(I7y) — <x2+y2’$2+y2>

—sent cost >
cos?t + sen?t’ cos?t + sen?t
7' (t) = (—sent, cost)

= (—sent, cost)

Foo) = (

2m 2m 2m
/ (—sent, cost) - (—sent, cost)dt = / (sen’t + cos’t)dt = ldt = [t]3" =27
0 0 0
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d)

Do 12) b):
Pz, y) = 2%y
Assim:

[ Fdi = 62) = 63(1) = 2,4) = 9(1.1) = 24— 121 =16~ 1= 15

e)

Do exercicio 12) c):
2 2

p(x,y) = e Y
Assim:

A F-di = ¢(v(3)) — d(7(0)) = 6(9,27) — ¢(0,0) = ” 27 — e = %10 — 1

f)

Do exercicio 12) e):
o(z,y) = 2%y + 2

Assim:

L Fdi = ¢(v(m) — 6(1(0)) = ¢(—1,0) — $(1,0) = —2 —2 = —4

Questao 17

Figura 17: Regiao K orientada positivamente.
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Primeiro Método: Precisamos parametrizar a curva azul e a curva verde que envolvem
a regiao K, com a orientacao das setas mostradas na figura.

Curva em azul:
nt)=(-t,—t) —1<t<0
F(m(t) = (£, —t+17)
7(t) = (-1,-1)

Curva em verde:
Yo(t) = (t,t*) 0<t<1

Fy(t) = (2% — 2t + 1Y)

Y5(t) = (1,2t)
Assim:

. ! 1
/ F-dF:/(2t3—t2,t+t4)-(1,2t)dt:/ (2t% + 12 + 2t°)dt =
Y2 0 0

2— + — +2—

et B 21 2 7
174 3 5| 4 3 6

Assim, temos:

/

Bl
oY
i

Il

T
E>11
Q
=l
+
T

B>
Q
=l

I

|

|
+

|

I
o

Segundo Método: Note que a regido de integracao desenhada (K) pode ser descrita
assim:

0<z<1 em2<y<x

Note também que:

0
Q:x+y2:>—Q:1
ox
P
P:Qxy—x2:>a—:2x
dy
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1 1
= —1+42-=0
SR

b)

&;A {4\3

1% 2

Figura 18: Regiao K orientada positivamente.

2 4

Primeiro Método: Parametrizar as curvas vy, ¥, v3 € 74 tal que v = v1 + 2 + 73 + V4.

D) y(t) = (£,0), 1<t <2

71 (t) = (1,0)
F(7(t)) = (0,0)
Assim:
/ Fdi=0
2) y2(t) = (2,1),0<t <3
Y5(t) = (0,1)

Fy(t)) = (2t, —41)

Assim:

(1) = (=1,0)



F(7s(t)) = (—3t, 6t)
Assim:

5 -1 -1 #2
/ F-dF:/ (—3t,6t)~(—1,0)dt:/ 3tdt = [3 -
V3 - —2 2

2

4) () = (1,-t), =3 <t <0

74(t) = (0,-1)
F(y(t) = (—t,2t)
Assim:
/ dF = / —4,2t) - (0, —1)dt = /03—2tdt:[—t2]93=9
Assim:

} 9
/F~dF:/ Fodi+ / 47 + /F dr—i—/ Foar=0-18_249= 2T
vy %! Y2 3 ~Ya 2 2

Segundo Método: Note que

E a regiao de integragao é descrita de forma que 1 <x <2e 0 <y < 3. Assim:

// —2y—=x dydx—/[ y? — ayliz 0dw/(—9—2x)dx:

32%]° 12 3 9 27
9r — 22| = 18- 24942 =—9-2=_2L
l ! 2]1 3 T3 2~ 2

Questao 18

a)

Figura 19: Regiao K
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oP

P=r*= _—=0

dy
Q=4r+y= %—Q
Reta que liga (1,2) a (0,0):

=4
i

Y
Yy T T 9

Reta que liga (2,0) a (1,2):
y—0=-=2@-2)==z

Além disso:
0<y<2

Pelo Teorema de Green:

—9 Y
2

2-Y 2 2-4
/F dr—// (4- dedy:él// drdy = 4 - A(K)
0o Joy

Onde A(K) ¢ a area do tridngulo. Assim:
2 2
F. i
J =5

b)

Figura 20: Regiao K.

P
P=lnx—2y:>8—=—2
dy
Q=2x—|—ey:>8—Q=2
or
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Como ja feito anteriormente, podemos passar para coordenadas polares, ja que a
regiaoé uma elipse. Assim:
x =rcost y = 3rsent

0<h<2r 0<r<1

Assim:

2 2
/F dr—/ / (2—(— 37‘dr9—/ / 127‘dr9—27r[122] =127

¥

e BSOS _% AT
e

P
P =+ 4—1:2:>a—:2y
Ay
Q:lny—4m:>a—Q:—4
ox

Assim

/F dr—/ / —4 — 2y)dady —/ [—do — 2yalhdy = [ ~0%(~12 ~ 6y)dy =

= [—12y — 3y’ = —24 — 12 = —36
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d)

Figura 22: Regiao K

oP
P e :>87y 0
Q—ey+1:8—Q 0
ox

Note, que, pelo T. Green:

/Fd—// aQ—and—//KOd:cdy:O

Questao 10
a)
P=0
oQ
— % 1
Q=z= e
Pelo T. Green:

AKﬁ.dF://(aag—gj)dxdy—//Kldxdy:A(K)

b)

Pelo T. Green:
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P=— — =1
Z/:>ay
Q x:>6822 1

Pelo T. Green:

[ F =3 [ G2y = [ [ = (-0)dady = 32 [ [ dody = a0K)

Questao 19

De inicio, temos a seguinte regiao K:

S

113"5' ./(QI3) 3
L )y

\ TP
SR/

__L v O

Figura 23: Regiao K.

Mas note que nao podemos aplicar o Teorema de Green a essa regiao, porque
ela contém um ponto (0,0) que ndo pertence ao dominio de nenhuma das fungoes dadas.
Entretanto, se ainda quisermos aplicar o Teorema, precisamos de uma segunda curva para

isolar a singularidade do nosso ponto (0,0). Tomemos, por exemplo, uma circunferéncia
de centro (0,0) e raio = 1. Temos entdo:
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4~
Ao
S
N’

A

=
G

N

Y/

4.0y i )
v o

-1/

Nop— =t

Figura 24: Nova regiao K.

Agora podemos aplicar o Teorema de Green a regiao original menos a regiao compre-
endida pela circunferéncia. Note que isso é valido porque agora a fronteira da nossa regiao
¢ composta pelas curvas vy (parabola + segmento de reta) e a (circunferéncia de raio 1/2
e centro (0,0)). Assim, ficamos com a seguinte equagao:

/F dr+/Fd—// 8@_8]; dxdy

onde K ¢ a regiao hachurada na ﬁgura e/, F-dré justamente o que é pedido pelo
problema.

Para a funcao Fi(z,y) = 75t + 7)), temos:

p__ % _oP_ 2wy
2+y* Oy (22 + y?)?
o= Y N 2zy
a2 42 M (224 y2)?
Note entao que:
0oQ oP 2xy 2xy

oy @ @ty
[ Fi-ar+ [ Fi-ar=0
o7 «
/ﬁl-dfz—/ﬁl-df
¥ «

(Obs: é bem mais facil calcular a integral de linha sobre uma circunferéncia do que
sobre uma curva que é uma pardbola + uma reta).

Assim, ficamos com:

=

E, portanto:
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Assim, basta realizarmos a integral de linha ao longo de «, onde « é uma circunferéncia
de centro (0,0), raio 1/2 e percorrida no sentido horario para respeitar a orientacao positiva
pedida no Teorema de Green.

1 1
a(t) = (§sem€, §cost) 0<t<2rm

a(t) = (;cost, —isent)
B (sent)/2 (cost) /2 — (2sent. 2cos
Fila(t) = <((sent)/2)2 T ((cost) /2 ((sent) /22 + ((cost) /2)2) = (2sent, 2eost)

Assim:

5 2w 1 1 2m
/ Fy-dr= / (2sent, 2cost) - (icost, —Esent)dt = / (sentcost — costsent)dt = 0
a 0 0

Portanto:
/ Fi-di=0
v
Agora fazendo para o campo Fy = ﬁzﬁ— ﬁ;, temos:
oP 22
oy o _ -y
22+y?2 " Oy (2?2 +y?)?
x 0Q -y’

= —_—— :> _
@ 2 + 92 or (22 +y?)?
Note entao que:
0oQ 0P % — 2 2% — 2 _0
or Oy (22 +y2)? (22 +92)2

E, do Teorema de Green:

/J%.dﬂ/ﬁz-df:o
¥ a

/f‘g-dF:—/ﬁg-dF
¥ «a

Novamente, basta fazermos a integral de linha da funcao F, ao longo da curva a:

Isto é:

1 1
a(t) = (§sent, icost) 0<t<2rm
1

a(t) = (gcost, —§sent)
B (cost) /2 (sent)/2 B
Fala(t)) = ((@m) 7202+ ((cost) /202" ((sent)/2)2 + ((cost) /2)2) = (2cost, =2sent)
Assim:
/ ]%-dF: /()%(200315, —2$ent)-(;cost, —;sent)dt = /[)Qﬂ(0032t+sen2t)dt = 0277 1dt = [t]g” =21

Dessa forma, temos:

/E-df:—/ﬁg.df:»/ S - dF = —2r
v o vy
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