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Introducéo

Conforme apresentado na disciplina PME 3400 —Vibracdes, sistemas lineares formados
essencialmente por elementos discretos que armazenam energia cinética e potencial, definidos e com
n graus de liberdade, apresentam n frequéncias naturais de vibracéo, cada uma delas com seu
correspondente modo de vibrar. Nesses casos, a abordagem do problema era obter n equacdes
diferenciais lineares de 22 ordem para o sistema livre e buscando solu¢des do tipo x;(t) = X; -
sen(w-t+ 0);i =1,2,--n obter um sistema linear de n equacgdes nos X;, tendo w? também como
incégnita, num problema classico de autovalores e autovetores. A cada autovalor 4; = wjz
corresponde um autovetor X; ;com i = 1,2,---n, que fornece o modo de vibrar correspondente a
frequéncia natural w;. Observe-se que:

xq,;(t) X1j

: =4 i rXsen(w; t+0)),

xn,j (t) Xn,j
ou seja, para cada frequéncia natural todos os elementos vibram sincronizados em fase ou contrafase,
na proporcéo determinada pelos correspondentes autovetores. Entretanto, como foi visto em PME
3400, se houvesse amortecimento genérico no sistema o equacionamento nao seria tao simples.
Sistemas lineares continuos, com massas e elasticidades distribuidas, podem ser transformados em
discretos, com um numero de graus de liberdade (n) suficientemente elevado para a finalidade a que se
propde, e resolvidos como tal; mas também podem ser resolvidos com base na equacéo diferencial a
derivadas parciais que rege o fenbmeno, com seus infinitos graus de liberdade.
Na abordagem a seguir equacionaremos o problema de uma viga (portanto resistindo a flexao) uniforme
de massa p por unidade de comprimento, médulo de rigidez da sec¢édo E-J e comprimento L, biapoiada
nas extremidades e que pode vibrar a flexdo em um plano longitudinal, sem qualquer carregamento
adicional e sem amortecimento.
A Figura A apresenta a viga, o sistema de
coordenadas {Xx, y}, que juntamente com o

tempo (t) sdo as variaveis do sistema. O - L i
momento fletor em uma secéo distando x da i |
extremidade esquerda da viga é M; S {
enquanto a forca cortante na se¢éo € Q. y 3

Para um elemento de viga de comprimento Z

dx com massa dm=p-dx vale o TMB e ;

2
podemos escrever: dm- ‘ZTf =Q+dQ-Q

9? a . .
ou portanto p -a—tf = %. Além disso, pelo Fi A
. igura
equilibrio de momentos podemos escrever g
oM . .
que dMy = Q - dx ou a_xf = @, ou ainda mais
9? a’M ~ . 92 M ~ . .
-?Z= axzf' Lembrando que da equacdo das vigas ﬁ= —E—_’; obtemos a equacdo diferencial a
. . . ~ . . a2 a2 9?2
derivadas parciais que rege as vibragdes livres de uma viga qualquer: Py (E ] a—xZ) +p -a—ti =0
No nosso caso, viga de sec¢ao uniforme, podemos escrever a equagéo seguinte:
4 2 .
cz-—ay —6y=00ndec2=—E]
dx* = 0t?

p
A solucdo para essa equacdo é encontrar uma funcao y(x, t) que satisfaca as condi¢cdes de contorno,

que no nosso caso, da viga simplesmente apoiada nas extremidades fica:
2 2

y(0,t) = 0;y(L,t) =0; %(O, t) = 0 = My(0,t); %(L, t) = 0= Mg(L,t)
Observe-se aqui que sao necessarias 4 condicdes de contorno para nossa equacao diferencial a
derivadas parciais de quarta ordem, e que 3%, gue é proporcional a forga cortante, esta livre para variar
nas extremidades da viga conforme necessario.
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Analogamente ao que foi feito com os sistemas vibratérios com um ndmero finito de graus de liberdade
vamos buscar uma solucdo para y(x, t) como sendo uma funcdo somente de x, multiplicada por uma
fungdo harmdnica somente de t; por analogia: y(x,t) = f(x) - sen(w -t + @)

8%y 2 aty  d*f(x) ~
Neste caso, SZ =W “f(x)-sen(w-t+ @) e Fyo iy -sen(w -t + @) . Afuncgdo do tempo pode ser

posta em evidéncia multiplicando as fun¢des em x e, ndo sendo a funcdo do tempo permanentemente
nula, temos que a fungéo de x deve satisfazer a seguinte equacéo:

4 4 2
c? -%&")— w? - f(x) = 0 ou ainda: dd’;(f) — (%) “f(x) =0
FuncBes exponenciais ou em seno, cosseno, seno hiperbdlico e cosseno hiperbélico possuem derivadas
segundas ou quartas que retornam sobre si mesmas e, portanto, sdo candidatas a satisfazerem a
equacao diferencial ordinaria em x. Por facilidade algébrica, trabalharemos aqui com as funcdes seno e
cosseno, hiperbolicas ou ndo. Assim, como temos 4 condi¢des de contorno para satisfazer, buscamos
uma solugéo com quatro constantes a determinar;

JA€9) =Cl-sen<\[§-x>+C2-cos<\[§-x>+C3-senh(\[g-x>+C4-cosh<\/§-x)

2 2
As condi¢Bes de contorno se transformaram em: f(0) = 0; f(L) = 0; dd’;(zo) =0;e dd’;(ZL) =0

As condi¢6es de contorno parax =0 - C, +C, =0 e — C, + C, = 0; Portanto, C, =C, =0
As condi¢bes de contorno para x = L implicam em:

Cl-sen(\/%-L)+C3-senh<\/%-L> =0 e -G -sen(\/%-L>+C3-senh(\/%-L) =0
Neste caso, somando-se membro a membro as equacdes observa-se que C; = 0
Portanto a Unica solucdo possivel fica: C, - sen (\[% . L) =0 - \/% ‘L=k-m, k=1,2,-

Note-se que para cada valor de k natural obtém-se um modo de vibrar com a correspondente frequéncia

k)2 .
natural w, =c- (T") com seu correspondente modo de vibrar

x
Vi (x, t) = Ay - sen(k -7 Z) csen(wy "t + @)

A Figura B apresenta os primeiros modos de vibrar da viga biapoiada.

Modos de vibrar de viga biapoiada
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Figura B



