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Figure 18.14 Motion of air molecules in standing longitudinal waves in a pipe, along with
schematic representations of the waves. The graphs represent the displacement amplitudes, not
the pressure amplitudes. (a) In a pipe open at both ends, the harmonic series created consists of
all integer multiples of the fundamental frequency: fy, 2f;,3f;, . . . . (b) Ina pipe closed at
one end and open at the other, the harmonic series created consists of only odd-integer multi-
ples of the fundamental frequency: f;, 3f1, 51, .
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4.2 Corda Elastica Solta em uma Extremidade

Vamos considerar uma corda elastica de comprimento L presa somente na extremi-
dade esquerda, enquanto que na extremidade direita é colocado um anel que corre
sem atrito em volta de uma barra vertical. Vamos determinar o deslocamento vertical
em funcdo da posicdo e do tempo, 1(x, t), de cada ponto da corda elastica sabendo-se
que o deslocamento inicial de cada ponto da corda é dado por f(x), e que a veloci-
dade inicial de cada ponto da corda é dada por g(x), ou seja, vamos resolver o PVIF

([ Pu 0%
S —
dt2 dx?2

{ u(x,0) = f(x), %(I,ﬂ} =g(x), 0<x <L

du
u(0,t) =0, E(L’f} =0

.
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A solucdo deste problema é a soma da solucdo do problema com deslocamento ini-

cial nulo (f(x) = 0),

o

(Su_ 2
ot2 dx?
d
u(x,0) =0, a—‘;{x,ﬁ):g(x), 0<x<lL
du
-~ u(0,t) =0, E(L’ t) =0
com a solucdo do problema com velocidade inicial nula (g(x) = 0),
i ﬁ B ﬂzé}zu
a2 92
u(x,0) = f(x), '2.' (x,0)=0,0<x<L
ou,

| u(0,t) =0, E(L’f} =0.
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4.2.1 Com Velocidade Inicial Nula

Vamos determinar o deslocamento vertical em funcao da posicao e do tempo, u(x, 1),
de cada ponto de uma corda elastica de comprimento L presa somente na extremi-
dade esquerda, sabendo-se que o deslocamento inicial de cada ponto da corda é dado

por f(x), e que a velocidade inicial de cada ponto da corda é nula, ou seja, vamos
resolver (PVIF)

( u 50U
—— =1 —
ot? dx2

o

u(x,0) = f(x), %{I,'D:I =0,0<x <L

k u(0,t) =0, %(L,f} =0
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Vamos procurar uma solucdo na forma de um produto de uma funcao de x por uma
funcio de ¢, ou seja,

u(x, t) = X(x)T(t).
Derivando e substituindo na equacao diferencial obtemos
a?X" (x)T(t) = X (x)T"(t).
Dividindo-se por a?X(x)T(t) obtemos

X”(I} lTH(f_:I

X(x) a2 T(t)

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto s6 € possivel se eles forem iguais a uma constante, ou seja,

X"(x)  1T'(t)

X(x) a2 T(t) =M
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Obtemos entdo duas equacdes diferenciais ordindrias com condicdes de fronteira:

X"(x) —AX(x) =0, X(0)=0, X'(L)=0 (4.15)
T"(t) — a®AT(t) =0, T'(0) =0 (4.16)

As condi¢des X(0) = X'(L) = 0 decorrem do fato de que 0 = u(0,t) = X(0)T(t) e
0=2(L,t) = X'(L)T(t). A condicdo T'(0) = 0, decorre do fato de que a velocidade
inicial é nula, ou seja,

du

0= =-(x,0) = X(x)T'(0).
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A equacdo X"(x) — AX(x) = 0 pode ter como solucdes,
SeA >0: X(x) = creVAY 4 cpe—VAX,

SeA =0: X(x) =c1 +cox.

Se A < 0: X(x) = c1sen(y/—Ax) + ¢ cos(v/—Ax).

As condicdes de fronteira X(0) = 0 e X'(L) = 0 implicam, como foi mostrado na
Subsecao 3.3.1 pagina 302 para o caso da equacdo do calor, que (4.15) tem solucdo
ndo identicamente nula somente se A < 0, mais que 1sso A tem que ter valores dados
por

(2n +1)*7?

A

, n=20,1,273,...
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ou seja, a equacao o problema de valores de fronteira (4.15) tem solucdes fundamen-
tais
(2n +1)mx
= semn

Xopi1(x) = o7 , paran =0,1,2,3,....
Substituindo-se A = — %ﬁ na equacdo diferencial (4.16) obtemos
2i9 131272
)+ T2 DT Ly g

412
que com a condicdo inicial T'(0) = 0 tem solucdes fundamentais (verifique!)

a(2n+ 1)t

TErr+1{f} = COs 2L
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Logo o problema

92y Eaﬂu

YLl =i —2
" & du du (4.17)
| H(G,f}zﬂ, E(L’f) :D, ﬁ(I,U}:U, U{I{L

tem solucdes fundamentais

2n+1)mx a(2n + 1)t
H}'_'”+1(I,f} — XEH+1(I}TEH+1 {f) — sen ( EL) Cos { 5 } ’ (4.18)

paran=0,1,2,3,...
Vamos supor que a solugdo do PVIF seja a série

o0
u(x,t) = ) copprtiznsr(x,t)
n=(0

= (2n+1)mx  a(2n+1)mt
= : : 419
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Entdo para satisfazer a condicdo inicial u(x,0) = f(x), temos que impor a condicéo

= 2n 4+ 1) mx
F(x) = u(x,0) = Y gy sen ZEDTE
n=>0

Esta ndo é a série de Fourier de senos de f(x) de periodo L. Entretanto, estendendo
f ao intervalo [0, 2L] de forma que ela seja simétrica em relacdo a reta x = L, ou seja,

= fx) sex € |0,L
fx) = { _f{iL(— x) sex EE[EL, Eg]

entao

(2n +1)mx

flx) = Z Coy 11 S€N o7

n=0
Assim, se a funcdo f : [0,L] — R é continua por partes tal que a sua derivada f’
também seja continua por partes, entao os coeficientes da série sao dados por

(4.20)

+1)mx
d
2L

2 (L 2
o1 = Eﬁ £(x) sen 2 x, paran=0,1,23... (421)
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Observe que a solucio do problema de valor inicial e de fronteira

(2n +1)mx cos a(2n+1)mt

u(x,t) = )  cppiqsen 5T 5L

eS|

para cada x, € periddica com relacdao a t com periodo fundamental T = %, se cqp = 0.
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Exemplo 4.4, Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa so-
mente na extremidade esquerda, com coeficiente # = 2 solta do repouso de forma
que o deslocamento inicial seja dado por

F(x) = 0, se0<x <20
v ] x—20, se20<x <40

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

P
otz dx2
§ u(x,0) = f(x), %{x,{}} =0,0<x <40
du
| u(0,t) =0, E{iﬂlf} =0



A solucao é entdo MAP2320

(2n +1)mt (2n +1)mx
=Y c
u(x,t) FEJLE;H_‘I COS 0 sen 0

em que ;.1 Sdo os coeficientes da série de senos de indice impar de f(x), ou seja,

0)
Comp1 = 4 (bzkﬂ( i 1,80) — ‘?thk+1(f{ 1 ))
80 (2n41)n _1 (2n41)7

= 4. {2n+1)3n3(_5CGSS+Sen5) (1) —2{]-4-mc055 (2n 1)

B 320 Sen[in+1)n_sen (2n+1)my 80 cos (2n+1)m

 (2n+1)2n2 2 4 (2n+1)m 2
Portanto a solucdo € dada por

(2n41)m {Ear+11ﬂ
u(x,t) = 2 i ! (5’3“ - ) = e cos Z1H LTt 20+ D
i (2n+1)°m (2n+1) 40 80
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//Exemplo 4.4
m=20; L =40;
x=linspace(0,1,m+1l)*L
nk=20
t=40
a==:
u = zeros(m+l)
for K = 0:nk
n = 2%¥k+1
cn= 8*L* (sin(n*%pli/2)-sin(n*%pi/4))/(n*2*%pi®2)-2*L*cos (n*tpi/2)/ (n*%pi)
U =1u + cn*sin(n*ipi*x/(2*L))*cos (n*a*ipi*t/ (2*L))
end

plot {(x,u)
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4.2.2 Com Deslocamento Inicial Nulo

Vamos considerar uma corda elastica de comprimento L presa somente na extremi-
dade esquerda, enquanto que na extremidade direita € colocado um anel que corre
sem atrito em volta de uma barra vertical. Vamos determinar o deslocamento vertical
em fung¢ao da posicdo e do tempo, u(x, t), de cada ponto da corda eléstica, sabendo-
se que o deslocamento inicial da corda e nulo e que a velocidade inicial de cada
ponto da corda é dada por g(x), ou seja, resolva o PVIF

CPu 0%
EZmrr
) dul
u(x,0) =0, E{x,ﬂj =g(x), 0<x <L
du
k u(0,t) =0, E(L" t) = 0.
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Vamos procurar uma solucdo na forma de um produto de uma funcao de x por uma
funcdo de £, ou seja,
u(x, t) = X(x)T(t).

Derivando e substituindo na equacao diferencial obtemos
a* X" (x)T(t) = X(x)T"(t)
que pode ser reescrita como
X"(x) 1Tt
X(x) — a2 T(t)

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto so e possivel se eles forem 1guais a uma constante, ou seja,

XT) _1T7() _

X(x)  a? T(t) =4
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Obtemos entao duas equacdes diferenciais ordindrias com condicdes de fronteira:

X"(x) —AX(x) =0, X(0)=0, X'(L) =0, (4.23)
T"(t) — a®AT(t) =0, T(0)=0. (4.24)

As condicdes X(0) = X'(L) = 0 decorrem do fato de que 0 = u(0,t) = X(0)T(t) e
0= %(L, t) = X'(L)T(t). A condicdo T(0) = 0, decorre do fato de que a posicao
inicial é nula, ou seja,

0=u(x,0)=X(x)T(0).
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A equacao X" (x) — AX(x) = 0 pode ter como solucoes,
Sed>0: X(x) = c1eVAY 4 e VAT,

SeA=0: X(x) =cy +0cax.

Se A < 0: X(x) = cysen(v/—Ax) 4+ cpcos(v/—Ax).

As condigdes de fronteira X(0) = 0 e X'(L) = 0 implicam, como no caso do exercicio
sobre a equacao do calor resolvido na pagina 314, que (4.23) tem solucao nao identi-
camente nula somente se A < 0, mais que isso A tem que ter valores dados por

(2n 4+ 1)%*m?
412

A=— ,n1=0,1273,...
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ou seja, a equacao o problema de valores de fronteira (4.23) tem solucdes fundamen-
tais

Xon41 (I} = sen (2” _;Ll)ﬂx

2.2
Substituindo-se A = — 'E”—Igi na equacao diferencial (4.24) obtemos

, paran=20,1,23,....

a*(2n + 1)2m?
412
que com a condi¢do inicial T(0) = 0 tem solug¢des fundamentais (verifique!)
a(2n + 1)t
2L

T'(t) +

T(t) =0

Topn1 [:f:] = 5en
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Logo o problema

([ Pu Hzaiu
) ot? ax‘; (4.25)
u(0,t) =0, a—z(L,szn; u(x,0)=0,0<x <L

b

tem solucdes fundamentais

(2n+1)mx nﬂ{in + 1)t

”Eu+1{x* f) — XEH+1 (I)TEH+1 (f) = semn 2L S5€ 7.

(4.26)

paran =0,1,2,3,...
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Vamos supor que a solucao do PVIF seja a serie

.4
”(I;f} Z Co2n41U2n 41 (I; f:l

n=>0
— (2n+1)mx _ a(2n+1)mt
= . 4.27

du

Entdo para satistazer a condicdo micial o (x,0) = g(x), temos que impor a condicdo

du = a(2n+1)m (2n +1)mx
g(x) = = u(x,0) = Y _ cani1 sen .
ot — 2L 2L
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Esta ndo ¢€ a série de Fourier de senos de ¢(x) de periodo L. Entretanto, estendendo
¢ ao intervalo [0, 2L] de forma que ela seja simétrica em relacdo a reta x = L, ou seja,

- € |0,L
&(x) = { S(EEI_) x) :;IIE [ELZE]

entao

} = a(2n+1)m (2n +1)mx
= . : 4.28

Assim, se a fun¢do ¢ : [0,L] — R é continua por partes tal que a sua derivada ¢’
também seja continua por partes, entao os coeficientes da série sdo dados por

a(2n+1)m 2n—|—1
T e = 2 [ sysen ZEU gy (4.29)

paran=20,1,2,3...
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Observe que a solucio do problema de valor inicial e de fronteira

(2n 4+ 1)mx sen a(2n + 1)mt
2L 2L

(5%
u(x,t) = )  cyy415en
n=>0

para cada x, € periddica com relacdo a t com periodo fundamental T = % se c; # 0.
a
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=xemplo 4.5 Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, com coefici-
ente 7 = 2, presa somente na extremidade esquerda, enquanto que na extremidade
direita € colocado um anel que corre sem atrito em volta de uma barra vertical, sem
deslocamento inicial mas com uma velocidade inicial dada por

\ 0, se0<x <20
g§X)=19 y/10-2 se 20 < x < 40

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

P
e S 2
§ u(x,0) =0, %{I,G} =g(x), 0<x <40
ou
| u(0,t) =0, 5-(40,t) =0
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A solucao é entao

(2n 4+ 1)t cen (2n+1)mx
40 80

L)
u(x, t) = E C2n+1 5€T
n=>0

em que %EEHH sdo os coeficientes da série de senos de indice impar de g(x),
que sdo os coeficientes obtidos para f(x) do Exemplo 4.4 na pagina 371 divididos

por 10, ou seja,

{.?ﬂ—l—l):frE B 32 cen (2n+1)m cen (2n+1)m 8 cos {2n+1)nn_0 05
20 T (2n+1)2n2 2 1 T (2n+)m 2 T
Portanto a solucdo é dada por
(2n+1)m (Zn+1)m
u(x,t) = 320 i 4(5{3“_2__56“_4_) cos 2T cen (2n+ 1)t on (2n+1)mx
= = (2n+1)°n (2n+1) 40 80



i
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Figura 4.11 — Solucao, u(x, t), do PVIF do Exemplo 4.5.
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//Exemplo 4.5
m=20; L =40;

¥X=linspace(0,1,m+1)*L

nk=20

E=60

a==-

u = zeros(m+l)

for k = 0:nk
n= Z¥k+1l

cn= (16*L*2)/(10*a*n*3*%pi*3)*(sin(n*3pi/2)-sin(n*%pi/4))- (16*L)/(a*n™2*%pi”®2) *cos(n*%pi/2)
U =u + co*sin(n*ipi*x/ (2*L) |*sin(n*a*ipli*t/ (2*L))
end

plot (x,u)
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4.2.3 Caso Geral

Voltando ao caso geral em que o deslocamento vertical em funcdo da posicao e do
tempo, u(x,t), de cada ponto da corda eldstica, sabendo-se que o deslocamento ini-
cial de cada ponto da corda é dado por f(x), e que a velocidade inicial de cada ponto
da corda é dada por g(x), ou seja, resolva o PVIF

( *u 0%
— = (q° ——
ot2 dx?

\ u(x,0) = f(x), %(x,{]) =g(x), 0<x <L

u(0,t) =0, %(L, t) =0.

%

A solucido deste problema é a soma da solucao do problema com apenas f(x) nao
nula, que vamos denotar por u'f) (x, t), com a solucdo do problema com apenas g(x)
ndo nula, 18 (x,1), ou seja,

u(x, t) = ulf)(x,t) +uld (x,1).
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Exemplo 4.6, Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, com coefici-
ente 7 = 2. presa somente na extremidade esauerda. enauanto aue na extremidade
direita é colocado um anel que corre sem atrito em volta de uma barra vertical, com

deslocamento inicial dado por

F(x) = 0, se0<x <20
- ] x—=20, se20<x <40

e com uma velocidade inicial dada por

(x) = 0, se0<x<20
SWI=1 x/10=2, se20<x <40

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

R
Jt2 " ox?
4 u(x,0)=f(x), %(ID) =g(x), 0 <x <40
du
| u(0,t) =0, = (40,1) =0
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A solucao € entdo

(2n + 1)t (2n+1)mx (2n + 1)t (2n +1)mx

u(x, t) = ?E} C7y+1 COS 10 sen 20 +nE=:u A7y 1 s€T 10 sen 30

em que Cyy, 1 Sd0 0s coeficientes da série de senos de indice impar de f(x), que sdo

os coeficientes obtidos para f(x) do Exemplo 4.4 na pagina 371 e [2”;}117112”4_1 sdo 0s

coeficientes da série de senos de indice impar de ¢(x ), que sdo os coeficientes obtidos
para ¢(x) do Exemplo 4.5 na pdgina 378, ou seja,

320 won (2n+1)m on (2n+1)m 80 cos (2n+1)m
[ = — —
2t (2n + 1)2n2 2 4 (2n+1)n 2
(Zn—l—ljﬂd _ 32 cen {En—l—l)n_sen (2n+1)my 8 cos (2n+1)m
20 MU T (2n+1)n2 2 4 (2n +1)m 2
paran =0,1,2,... Portanto a solugdo é dada por
(2n+1)7 2n+1)7
n o &0 < |4 (Senlzf_T ~ SE“L%_T) cos 22T (2n+ 1wt (2n+1)mx
uxt) = o g (2n+1)n T Tena1) |7 @ T w0
(2n+1)m (Zn+1)m -
, 320 i 4(5’3“ 7 Sen T ) _CDSM (2n+1)mt (20 +1)7x
T = (2n+1)2m (2n+1) 40 80 '
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//Exemplo 4.6
m=20; L =40;
X=linspace (0,1, m+1)*L

nk=20

t=80

a==

u = zeros(m+l)
uf = u

ug = u

for kK = 0:mk
n = 2%k+1
cf= B*L*(sin(n*%pi/2)-sin(n*ipi/4))/(n*2*%pi*2)-2*L*cos (n*%pi/2)/ (n*%pi)
uf = uf + cf*sin(n*ipi*x/(2*L)) *cos(n*a*ipi*t/ (2*L))
cg= (16*L"2)/(1l0*a*n*3*3pi®3)* (sin(n*%pi/2)-sin(n*ipi/4)) - (16*L)/ (a*n”“2*3pi”2) *cos(n*ipi/2)
ug = ug + cg*sin(n*ipi*x/ (2*L))*sin(n*a*ipi*t/ (2*L))
u = uf + ug
end
plot (x,u)
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Roteiro do curso

* Introducao

* Séries de Fourier

 Método de Diferencas Finitas
 Equacao do calor transiente (parabdlica)
 Equacao de Poisson (eliptica)
 Equacao da onda (hiperbdlica)



