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Ideia geral

Usando derivada aproximamos localmente uma func3o da
melhor forma possivel com um polindmio de grau 1 (a reta
tangente).

Podemos conseguir aproximagdes melhores quando
consideramos polindmios de grau maior.

O grau do polindmio que usamos para aproximar localmente a
funcdo é o nimero de vezes que precisamos derivar a func3o.

Podemos estimar o “erro” dessa aproximacgao.

Quando esse erro tende a 0, a medida que o grau do
polindmio tende a infinito, a fun¢do se escreve como uma
série de poténcias.

Essa série de poténcias tem um padrao, que chamamos de
formula de Taylor.

Escrevendo uma fung¢do como série de poténcias, fica mais
facil derivar e integrar.
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Notacao e nomenclatura

Denotamos por (™ a n-ésima derivada de f.

Formalmente: f(0) = f e fOr+D) = (f(0)y.

Se f pode ser escrita como uma série de poténcias,
chamamos essa série de expansdo de f em série de poténcias.

Dizemos, também, que f admite uma expansdo em série de
poténcias (em torno de a).



Série de Taylor

Teorema 1
Se f admite uma expansdo em série de poténcias em torno de a,
entdo

f/// (a)

3 (x—a)®>+...

i(:p—a)Q—l—



Definicao 1
Se f é uma fungdo de classe C™ e a € dom(f), chamamos a série

— " (a) 0o :
“——~(x — a)" de série de Taylor em a associada a f.
= n!

Observagdo 1

Nem toda fungdo coincide com sua série de Taylor associada,
mesmo quando essa série convergir.



Exemplo 1
Considere a funcdo

e~ 1/ x
s ={ o A

0, sex =0

Verifique que f é de classe C*°, e que f(") =0, para todo n € N.
Em particular, a série de Taylor associada a f centrada em 0 € a
funcdo indenticamente nula, e, portanto, converge em todo R, mas
ndo € igual a f.



Série de Maclaurin

» E o caso particular de uma série de Taylor centrada em 0.
o
. = F0)
> |sto e, f([E) = 2 TZL’ .

f//(o) xQ + fl//(O)

3
91 3l o+ ..

> f(z) = f(0) + f'(0)z +




Exemplo 2

x  n
. " . ~
Verifique que E — € a série de Maclaurin da funcio e*.

n

n=0



Pergunta:

Como saber se uma fungdo coincide com sua série de Taylor?
Isto é, se admite expansdo em série de poténcias?
Vimos que ser de classe C'*° ndo é suficiente.

A série de Taylor correspondente ser convergente também n3o
basta.

Iremos “estimar o erro” entre a funcdo e uma aproximacio da
série de Taylor até o n-ésimo termo.

Se esse erro tender a 0, entdo a fun¢do coincide com usa série
de Taylor.
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Polindmio de Taylor e Resto de Lagrange

O polindmio de Taylor aproxima uma fungdo localmente.

E o truncamento da série de Taylor até o grau do polinémio
que escolhemos.

No caso do grau ser 1, o polindmio de Taylor coincide com a
reta tangente.

O resto de Lagrange é a diferenca entre o polindmio de Taylor
e a funcdo.

Se esse resto tende a 0, quando o grau do polinémio de Taylor
tende a infinito, ent3o a série de Taylor coincide com a
funcdo, no intervalo em que isso ocorre.



Definicdo 2

"L R (q
Se f é de classe C", chamamos Z o
k=0 )

de Taylor de grau n de f em (torno de) a.

~—

(z — a)* de polinémio

Definicao 3

5 - f(k)(a) k
Se f €é de classe C™, chamamos f(x) — Z i (r —a)® de
k=0 ’

resto de Lagrange de grau n de f em (torno de) a.




Exemplo 3
Usando um software de graficos, represente, em um mesmo plano
cartesiano, as seguintes fungées:

» e.’E,.
» O polinémio de Taylor de grau 1 da fungcdo e* centrado em 1.
» O polinémio de Taylor de grau 2 da funcdo e* centrado em 1.

Analise o resultado.



Teorema 2

Seja R,,(x) o resto de Lagrange de graun de f em a. Se

li_>m R, (x) =0, para cada x tal que |z — a| < R, entdo a fungdo
n e, °]

f admite expansdo em série de Taylor em a para

x —al <R.

Observacao 2

, = fP(a) k
Quando isso acontece temos R, (z) = Z (x —a)".
k=n+1 k!



Teorema 3 (Desigualdade de Taylor)

Se |f"*tU(z)| < M, quando |z — a| < d, entdo o resto de
Lagrange R, (x) de graun em a da funcio f satisfaz a seguinte
desigualdade, quando |z — a| < d:

M

Corolério 1

Suponha que para cada d < R existe um ndmero real M(d) tal
que | f")(z)| < M(d), para todosn € N e z € [a — d,a + d].
Entdo f admite expansdo em série de Taylor em a com raio de
convergéncia maior ou igual a R.



Exemplo 4

o
Mostre que e* = Z —.

|
n:
n=0



Fim



