A EQUACAO DE LIENARD

Consideremos a equacao de Liénard:

(1) u” + flu)u' + g(u) =0

sendo f e g fun coes de classe ¢! em R. Fagamos G(u) = [ g(u) du,
F(u) = [, f(u)du, satisfazendo as hipGteses:

(1) g(0) = 0, ug(u) > O(u # 0)
(2) uF(u) > 0 para |u| < a, a > 0.

Consideremos o sistema equivalente:

=y — F(x)
2 {y' = —g(x)

(obtido com a mudanga de varidveis: © = u, y = v’ + F(u)).
Seja V : R? — R definido por V(z,y) = 3y* + G(z).

Das hipoteses segue que V' é positiva definida em todo o plano.
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Seja agora a faixa:

Q={(z,y) eR* —a<x<a}.

Temos V(x,y) = —g(z)F(x) e das hipiteses segue que

V' é um funcional de Lyapunov para o sistema (|1|) em €2 e a origem
é um equilibrio estavel.

Agora, consideremos o conjunto

E = {(z,y) € R}V = 0}.

Temos entdo que F = {(x,y) € Qz = 0.} e o tnico subconjunto
invariante de £ ¢é a origem.

Segue do teorema de La Salle que a origem ¢é assintoticamente
estavel.

Queremos agora encontrar uma vizinhanca especifica da origem
que ¢ atraida pela origem. Para isto, consideremos as curvas de nivel
Cy = {(x,9)|V(x,y) = A} do funcional V. Para ¢ = 0 C) =
{0} e para valores positivos suficientemente pequenos existem z; =
r1(A\) < 0 e xg = xo(A) > 0 no intervalo [—a.a] tais que G(z1) =
G(z3) = A Observemos que x1(A) e xo(\) sdo respectivamente,
funcoes decrescente e crescente de A. Seja A, 0 maior valor de A
para o qual [x1(A), x2(A)] estda contido em [—a,a]. Para 0 < A <
Amax, C) sera uma curva fechada, formada pela uniao dos graficos

das fungoes y = ++/2(A — G(z)).
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O interior da curva C)  sera um conjunto invariante e para todo
ponto neste conjunto teremos pelo Principio de La Salle que a orbita
passando por p converge para a origem.

Consideremos novamente o sistema (2)) e suponhamos agora que
F(u) = [y f(u)du, satisfaca as seguintes hipoteses:

(1) lim|u‘_>oo F(u) = 400
(2) Fl(u) <Oparau < —aoul<u<b
F(u) > 0 parau > aou—a<u <0,

V(z,y) = 3y* + G(z). ¢ ainda positivo definido e

Das hipoteses segue que V' ¢ positiva definida em todo o plano e
agora V(z,y) = —g(x)F(z) > 0, p na faixa —a < x < b.

Como vimos, para valores pequenos de A a curva de nivel C) =
{(z,y)|V(x,y) = A} do funcional V. serd uma curva fechada, for-

mada pela unido dos graficos das fungoes y = +1/2(A — G(x)).
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Se ¢(t, p) é solugao com p proximo da origem, a solucao passa pela
curva (), para Ao suficientemente pequeno em dire¢ao ao exterior
da curva. Segue que a origem ¢é instdvel.

Consideremos agora a curva y = F'(x) no plano de fase.

Sobre esta curva, teremos & = 0 e y = —g(x). Suponha que uma
solucao comece no ponto A = (0, Ay) para algum A > 0 Uma
analise do campo mostra que esta solucao se move para a direita
quando t cresce e continua com inclinacao negativa, at encontrar
a curva y = F(x), no ponto C' A curva pode ou nao interceptar
interceptar a reta x = b, no ponto B. Sobre a curva y = F(z) temos
= 0ey < 0. Abaixo dela, temos = < 0. Portanto, a solucao nao
passa mais pela curva, até atingir o eixo dos y. Como g—g é finito
neste trecho ela nao pode “explodir” e vai passar pelo eixo dos v,
em algum ponto E (talvez passando por D na reta x = b). Por
argumentos semelhantes, mostramos que a solugao vai voltar ao eixo
dos y, no ponto F' = (0, F3).

Se A = (0, As) estd suficientemente préxima da origem, entao o tre-
cho da solucao de A até F' estara contida em uma regiao preenchida
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por curvas de nivel fechadas de V' e onde V' > 0. Daf obtemos
Fy > AQ.

Agora, vamos mostrar que ocorre o contrario se Ay é suficiente-
mente grande. Para isto consideramos a funcao energia V' nos pontos
A, B.C,D,E,F.

Ao long da solugao (z(t), y(t). teremos

Via(t),u®) = YL 1 cate))

Considerando y como funcao de z, ao longo da curva solucao, ter-
emos

WV @
dx y— F(x)

No trecho da solucao entre A e B, teremos

@
Vo—Va=— [ T E R >0

Quando Ay cresce, yo — 400 e b permanece fixo. Assim, temos
lim(VB - VA> = 0.

Similarmente, lim(Vy — Vp) = 0.
No trecho de B a D, olhando x como funcao de y, obtemos

Como F'(x) > 0, para > b, obtemos

Y2B
VB—VD:—/ F(a:)dy>0
YD
Como limyy| o F'(u) = 400, € yop — yop cresce, teremos



6 A EQUACAO DE LIENARD

lim (Vs — Vp) = +oc.

Ag—o0

Combinando esses resultados sobre os limites, concluimos que , para
Ay > 0, suficientemente grande Vg < V.

Procedendo analogamente no trecho de E até F' obteremos que
Vi < Vg < Vyeentao Fy < Ay, se Ay > 0 é suficientemente
grande.

Por continuidade, existird um valor de A, tal que F5 = As.

Usando ideias similares nao ¢ dificil esbocar o * retrato de fase de
equagoes do tipo

) {y = —g(z)

equivalente a equacao

(4) u’ + g(u) =0
usando o funcional energia V(z,y) = 1y* + G(x).
Como V' = 0 as solugoes de (3)) estarao contidas nas curvas de nivel

de V.

Dizemos entao que V' é uma integral primeira para o campo em
. Os equilibrios sao os pontos da forma (xg, 0), z¢ sendo uma raiz
qualquer de g. Uma analise das curvas de nivel de V' fornece muitas
informacoes sobre as propriedades de estabilidade desses equilibrios
e, mais geralmente, sobre o comportamento das orbitas do campo.



