O TEOREMA DE POINCAR-BENDIXON

Consideremos novamente sistema autonomo nao linear:

1) %= F(x)

sendo
F: Q cR" = R” uma funcao de classe C! em um aberto
contendo a origem e lembremos das definicoes

Definigao 1. Suponhamos que a solugcdo ¢(t,p) do sistema (|1
com condi¢ao inicial (0, p) = p esteja definida para todo t € R.
Nessas condicoes definimos:

(1) A orbita do sistema passando por p, v(p) = {r =

o(t,p) - t € R}.
(2) A drbita positiva do sistema passando por p, v (p) =

{z=09(t,p):t=0}
(3) A orbita negativa do sistema passando por p, v~ (p) =

{z=¢(t,p):t <0}
Definigcao 2. Nas mesmas condi¢oes da defini¢ao [1), definimos
(1) O conjunto w-limite da drbita passando por p:

w(p) = {zr € R" : existe uma sequénciat, — +o0o t.q. ¢(t,,p) — x.}

(2) O conjunto a-limite da orbita passando por p:

a(p) = {z € R" : existe uma sequénciat, — —oo t.q. ¢(t,,p) — x}
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Exemplo 3. Se xy € um equilibrio assintoticamente estdvel, entao
o w-limite de qualquer ponto em uma vizinhanca suficientemente
pequena de xq serd {xy}.

Exemplo 4.

T = -y + CC(CUQ + y2)86n (m)
y =+ y(ax® + y?)sen

(2)

S | S
($2_‘_y2)1/2

A equacao em coordenadas polares fica:

0=1
7*:7“33671%

Os circulos r = 1/n sao orbitas fechadas. Temos também

(1) 7 > 0, qucmdor>1
(2) 7 <0, qucmdo—<7°<2m T m=12,---

(3) 7 >0, quandoz—ﬂ<r< m=12---

Entao os circulos de raio 1/n com n par sdo o conjunto w —
limite de vizinhangas e os circulos de raio 1/n com n impar sao
o conjunto a-limite de vizinhancas. Cada circulo é o e w-limite
de seus pontos.
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Exemplo 5. O conjunto w-limite nao é necessariamente conezo.
Na figura seguinte, temos w(P) = v(P) Uy(P).
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Exemplo 6. Considere um sistema com 3 pontos de equilibrio,
sendo 2 pontos espirais instdveis e 1 ponto de sela, como seque:

Neste caso, temos que o conjunto “em forma de oito, formado
pelas duas orbitas e o ponto de sela, € o conjunto w-limite de todo
ponto P fora do "oito”. O laco direito do "oito” € o w-limite de
todo ponto P que estd no interior do laco, exceto o ponto espiral
la contido. Analogamente para o laco esquerdo. O ponto de sela
€ o w-limite e o a-limite das orbitas que formam o "oito”.

Teorema 7. Se a drbita positiva v*(P) € limitada, entao o con-
Junto w-limite de P satisfaz:

(1) w(P) £ 0

(2) w(P) € compacto.

(3) w(P) € invariante.

(4) w(P) € conezxo.

(5) w(P) atrai a solugdo ¢(t, P), isto €limy_, dist(¢(t, P),w(P)) =
0.
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Teorema 8. (Poincaré-Bendizon) Suponhamos que (1)) € um sis-
tema no plano, que " (P) € uma semi-drbita positiva limitada e
que w(P) ndo contenha uma singularidade (ponto de equilibrio).
Entao w(P) € uma orbita fechada.

Corolario 9. Suponhamos 2 C R? € aberto limitado e que qual-
quer solucao que encontre 0€) permaneca em 2 a partir do tempo
de encontro. Entao, se ) nao contém singularidades, ela contém
necessariamente, uma orbita fechada.

Exemplo 10. Consideremos o sistema:

=Y
3) {y': —(22* +y* — 2y — .
e (3) obtemos
1d
2dt
Agora consideremos Q = {(z,y) € R? : 1 < 22 +y*> < 3}. No
circulo de raio 1 obtemos %%(9&2 +14%) >0 e no circulo de raio 3
obtemos $-L(x* +y?) < 0.
Dai, usando o Coroldrio (9) concluimos que existe uma drbita

fechada em €.

(562 + yQ) = —(2:1:2 + 9% — 2)y2.
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Teorema 11. (Critério negativo de Bendizon) Suponhamos que
(1)) é um sistema no plano ) é um aberto simplesmente conezxo.

SedivF > 0 em ). Entao o sistema nao possui orbitas periodicas
em ().



