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4.1.2 Com Deslocamento Inicial Nulo

( u 5%
oz =" o2
4 du
u(x,0) =0, E{I’D) =g(x), 0<x <L
_ u(0,t) =0, u(L,t)=0

Vamos procurar uma solucdo na forma de um produto de uma funcédo de x por uma
funcdo de ¢, ou seja,
u(x, t) = X(x)T(t)

Derivando e substituindo-se na equacao obtemos
a?X" (x)T(t) = X(x)T"(¢).
Dividindo-se por a?X(x)T(t) obtemos

X"(x)  1T"(t)
X(x) — a? T(t)




MAP2320

O primeiro membro depende apenas de X, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto s6 € possivel se eles forem iguais a uma constante

X"(x)  1T"(t)

X)) 2T

Obtemos entdo duas equagdes diferenciais ordindrias, uma com condigdes de fron-
teira e a outra com condigdo inicial:

X"(x)—AX(x) =0, X(0)=0, X(L)=0 (4.7)
T"(t) —a’AT(t) =0, T(0)=0 (4.8)
As condicbes X(0) = X(L) = 0 decorrem do fato de que a corda esta presa nas

extremidades, ou seja,
0=u(0,t) =X(0)T(t) e 0=wu(Lt)=X(L)T(t).
A condigdo T(0) = 0, decorre do fato de que o deslocamento inicial € nulo, ou seja,

0=u(x,0)=X(x)T(0).
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A equacao (4.7) com as condigdes de fronteira foi resolvida no problema do calor em
uma barra com condigdes homogéneas - equacao (3.1) na pagina 278 - e tem solucdo
nao identicamente nula somente se

272
n=7
..JI. — —T, H = ],2,3,...
e tem solucdes fundamentais
Xn(x) = sen ﬂﬂ-I, paran =0,1,2,3,....
Substituindo-se A = —%’E—: na equacio (4.5) obtemos
2422
T"(t) + 5 T(t) = 0

Para resolver esta equacao temos que encontrar as raizes da sua equacdo carac-
teristica:

atnimt an .
—=0 & r=zx i.
[.= I

r2+
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Logo a solucio geral da equacdo diferencial para T(t) é

anmt anit
-+ 7 sen

-

T(t) = cqcos

Usando a condicao inicial T(0) = 0 concluimos que a equacio diferencial para T(t)
com a condicio inicial T(0) = 0 tem solugées fundamentais (verifique!)

Tw(t) =sen%ml, paran =1,2,3,....

Lu:-gﬂ o pmblema

*u 2 2%u
a2 ox? (4.9)

u(0,t) =u(L,t)=0;, u(x,0)=00<x<L

tem solucdes fundamentais

HITX ant
221N

L L

up(x,t) = X, (x)Ty(t) = sen paran =1,2,3,.... (4.10)
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chamadas modos normais (ou naturais) de vibracio, ondas estacionarias ou

. . . 2L
harmonicos e o seu peric-dn fundamental na varidvel x é 1gua1 a - e & chamado

comprimento de onda do modo normal. Os modos normais de vibragcdo podem ser
anit

L

vistos como senos com amplitude variando de forma senoidal Ry (t) = sen

Nt P .
chamadas frequéncias naturais da corda. Portanto, neste

L
2L

caso, 0os periodos fundamentais da corda sdo T, = Pt Observe, também, que cada

com I':Equénciaﬂ

modo normal Uy (x, ) tem n — 1 pontos fixos no intervalo 0 < x < L (quais sdo?).

Assim vamos supor que a solugdo do problema de valor inicial e de fronteira seja
uma série da forma

i ™ niTx an 7Tt
H{I, tj — Z E'"H"{I, f} — Z I:rr s2n IIIL 52N LI:I .
n—1 n—1

(4.11)
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d
Para satisfazer a condigao inicial a—l:{:r, 0) = g(x), devemos ter
dul = anm nTx
g(x) = 5 (x,0) = ) ——Cn sen ——. (4.12)

=1

Esta é a série de Fourier de senos de g(x). Assim, pelo Corolirio 2.5 na pagina 184,
se a funcio ¢ : [0,L] — R é continua por partes tal que a sua derivada ¢’ também
seja continua por partes, entio os coeficientes da série sao dados por

anit 2 L nTx
T E"ZE_/; 2(x) sen T dx, n =1,2,3...

Observe que a solugdo do problema de valor inicial e de fronteira

= nix anit
u(x,t) = Z C,; Sen L sen E
n—1

2L

para cada ¥, € periddica com relacao a f com periodo fundamental T = — seCy] # 0.
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cxemplo 4.2, Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas ex-
tremidades, com coeficiente a = 2, sem deslocamento imicial mas com uma veloct-

dade inicial dada por

x/10, sl < x <20
= ’ — =2,L=40
8(x) {4—;”*113, se20 < x < 40 |

Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

i Efzu_482u
T

1 u(x,0)=0, i (x,0) = g(x), 0 < x < 40
u(0,£) =0, u(40,1) =0
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A solucdo é entdo

~ niTx n 7t
u(x,t) = E Cyy SeT sen
- 40 20

em que 3oy sdo os coeficientes da série de senos de g(x ), que sio os coeficientes
obtidos para f(x) do Exemplo 4.1 na pagina 341 dividos por 10, ou seja,

T X
L TG
16 sen &F
— —a n=1,223...
320sen 5
cp = T3 Lhn=1,23...
- 7T
Portanto a solucio é dada por
320 = senit nmx onm
u(xt) = T E n’ 10 120
320 = (-1)" (Zn4+1)mx  (2n+1)mt

T uzu {En+1 pETTTTa TTT



A L A
! =0 d t=5 Y t=10
10+ 10—+ 10+
| P X | x X
| | | | =
20 40 20 40 40
10+ 10+ 10+
Ay L Y LYy
=15 t=20 t=25
10—+ 10— 10—+
20 40 20 40 40
104 10+ 104
aY ay Ay
= 30 t=235 t=40
10—+ 10—+ 10—+
| | E: | IE | E
| bl | bl |
20 40 20 40 40
10—+ 10— 10—+
Figura 4.6 — Solucdo, u(x, f), do PVIF do Exemplo 4.2
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|.5. Determine o deslocamento, u(x,{), de uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas extremidades,
com coeficiente 4 = 2, com deslocamento inicial nulo solta de forma que a velocidade inicial seja dada
por
X, se < x <10
g(x) =< 10, se 10 < x < 30
40 —x, se30<x <40
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Coeficientes das Séries de Fourier de Funcdes Elementares

L
f:[-LL =R -1<c<d<1 EHU,L]I:%f_Lft}msndet ba(f,L) = f f(t) sen”—md:
90 { 1, sete [cL,dL] a(fg L) = d—c ’ ba(f @, L) = —-L coss|" "
= . HIT . = ——
c,d 0, caso contrério a, U;Iﬂ]r ) = % sen s - U cd HIT -
(1) Leg2 2
ao(f.4,L) = 7(d"—c) (1)
FD ) = t, sete|cL,dL] . Ufﬁi) L) = by Ur,:- L) =
cd V771 0, casocontrdrio ned” nd (=5 coss + sens) nid
ﬁ (s sens + coss) . "2” nmc
2 2
w0(fi3, L) = 5 (@~ &) E-"(f [)—
FO = { 12, set e [cL,dL] a, U{:ﬂ L) = n rd L) = .
€ 0, caso contririo i nd HE,TJ (2ssens + (2 — s?) coss)
njna (s —2) sens + 25 cos s) . ne




|.5. Temos que resolver o problema

([ Fu u

a2~ a2

u(x,0) =0, %(xﬂ =g(x), 0 <x <40

u(0,t) =0, u(40,t) =0

\

A solucao é entdo

em que 55y sdo os coeficientes da série de senos de g(x), ou seja,

n7T 40 niTx
20" T 20/ g(x) sen(—5-)dx
i'J"'i‘.' Inm
_ 825‘*“ TS =123
T H
1600 sen T + sen 1T
Cp = 4 i n=1273...
T3 n3
Portanto a solucao é dada por
3InT
sen &S5
(x,t) = 160{} Z . sop 17X it
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//Exercicio 1.5

m=100; L =40;

x=linspace(0,1,m+1)*L

nk=100

£=30

a==2

u = zeros(m+l)

for n = 1:nk
cn= 2*L*L* (sin(n*%pi/4)+sin(3*n*3pi/4))/(a*n®3*3pi®3)
U =1u + cn*sin(n*ipi*x/L)*sin(n*a*ipi*t /L)

end

plot (x,u)
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41.3 Caso Geral
([ Pu 0%

oz — 7 9%z

u(x,0) = f(x), %{x,ﬂ} =g(x), 0<x <L
u(0,t) =0, u(L,t) =0

Como observamos anteriormente a solucio deste problema é a soma da solucdo do
problema com apenas f(x) ndo nula, que vamos denotar por u'f) (x, ), com a solucao
do problema com apenas g(x) ndo nula, u'8) (x, t), ou seja,

%

u(x,t) = uf(x,t)+u®(x,1)
B i‘f son 17X mmt_l_ i 1 sen WX nart
— " L L H L L

n=1 n=1

em que ¢, e i“fld” sdo os coeficientes da série de senos de f(x) e de g(x), respectiva-

mente, ou SE]Ei

Cy = Lf f[x)senmdx n=1273.

L
nam . %fﬂ g(x}sen$dx,n:1,2,3...
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2L
Para cada x, a solucdo, u(x, t), é periédica com relacao a f com periodo T = —
(
As funcgdes
Uy (x,1) = ¢, sen P72 cos nant +dy sen 2 sen nart

sdo chamadas modos normais (ou naturais) de vibracio, ondas estacionarias ou
harmonicos. Substituindo-se (¢, d, ) = (R, cosdy,, Ry, sen d, ) os harmonicos podem
ser escritos como (verifique!)

up(x,t) = [R” COS (”ﬂLﬂf — ”)} sen ?

amplitude varia no tempo

Portanto, os modos normais de vibracdo podem ser vistos como senos com amplitu-

des R, cos (”‘F* — {5,,) e frequéncias ©* chamadas frequéncias naturais da corda.

Logo os periodos fundamentais sdo T, = ;i Cada modo normal u, (x,f) temn — 1

pontos fixos no intervalo 0 < x < L (quais sao?).

R,zl = C,zl + d% Wy = —— frequéncia
amplitude maxima

tand, = — fase
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=xemplo 4.3, Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas
extremidades, com coeficiente 7 = 2, com deslocamento inicial _f (I] e Com uma

velocidade inicial g(x) dados por

f(x) a=2,L=40

x, sel<x < 20, (x)
10

f(x) = { 10 —x, se20 < x < 40,
Temos que resolver o problema de valor inicial e de fronteira

( 9%u %1

otz ox?
u(x,0) = f(x), %(I,D} =g(x), 0 <x <40
| u(0,t) =0, u(40,t) =0
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A solucdo é a soma das solucdes dos problemas dados nos Exemplos 4.1 e 4.2, ou
seja,
nimx nit nmx nit

E Cn Sen —cnsﬁ —I—szll dy senﬁ senﬁ

em que ¢, € %%,T—d” sdo o0s coeficientes da série de senos de f(x) e de g(x), respectiva-

mente, ou seja,

niTx 160 sen 5~
tp = 2{]/ f{x SEﬂ—dI = ”EHET’ n=1223...
nit 1 40 nx 16 sen &F
Ed” — EL E{I) SeT1 ﬁdﬂf = 202 n=123...
320sen BF
d”— 3 3‘_,”:1,2,3...
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Portanto a solucao é dada por

160 & sen 5t HTTX nrt 32{] =2 sen 5F | hmx nit
u(x,t) = — ”E: el sen — = €08 = + — ”E: L se 0 N
160 &= (—1)" (2n +1)mx (2n + 1)t
=N +1)2 T T
32{] (2n+1)mx (2n +1)mt

S5eT SETL

T ”ED 2n+1 40 20



i n
t=0 I t=5
10 104
. X | bl
| = | =
20 40 20 40
10+ 404
i Ay
t=15 t=20
10 104
| - | -
20 40 20 40
10+ 404
I A
t=30 Y t=35
10 104
] |E | E
| il I =
20 40 20
10+ 104
Figura 4.7 — Solucio, u(x,t), do

—h
>D
|
{
V=

40
40t
[

d t=25

104

-

40
40t

PVIF do Exemplo 4.3.
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