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Até o final do Século XVIII, houve debate sobre a natureza da luz:
particulas, como Newton propusera, ou ondas, a nogdo que Huygens
defendera. Pouco depois da virada do Século XIX, entretanto, o cien-
tista inglés Tomas Young descartou a primeira hipétese, por meio de
uma observagdo experimental.

A figura 1 mostra esquematicamente o arranjo. A luz atravessa duas
fendas para chegar a parede oposta. Quando a experiéncia é feita com
duas fendas separadas por uma distadncia d na ordem milimetros, a
projecao reproduz o formato das fendas, como indicado na figura.

A figura 2 mostra o que ocorre quando as fendas se aproximam, e
a distancia d se reduz a alguns micra. As imagens das duas fendas se
dividem em numerosas outras. A regido central, que é escura na con-
figuragdo da figura, torna-se clara. As posi¢des das demais manchas
luminosas dependem da distancia d e ndo guardam relacdo evidente
com as proje¢des na figura 1.

As imagens na figura 1 sdo compativeis com a interpretacdo de
Newton, mas a mudanga de padrdo quando d diminui é inexplica-
vel no modelo de particulas. A incongruéncia se torna especialmente
evidente quando uma das fendas é bloqueada, na configuracao da fi-
gura 2. Se a fenda da direita, por exemplo, for bloqueado, aparece na
parede traseira uma imagem da fenda esquerda semelhante a imagem
a esquerda na figura 1. Se a fenda esquerda for bloqueada, aparecera
a imagem da fenda direita.

Se comegarmos com a fenda direita bloqueada, a imagem da fenda
esquerda aparece na parede traseira. Se, nesse ponto, desbloquearmos
a fenda direita, a regido onde estava a imagem da fenda esquerda escu-
rece para dar lugar ao padrdo na figura 2. Se insistirmos no modelo de
particulas, teremos de explicar por que elas sdo expulsas dessa regido
quando a fenda da direita é aberta.

Simulacdo

E muito mais facil encontrar uma explicagio no modelo ondulatério.
O préprio Young demonstrou isso, com ajuda de um tanque de dguas
rasas. No tanque, ele simulou, analogicamente, a propagacdo da luz.

A figura 3 mostra uma simulagao digital simples. As circunferéncias
centradas no ponto D representam a luz emitida pela fenda D, num
dado instante. As circunferéncias indicam os pontos onde o campo
elétrico é maximo. A separacdo entre uma circunferéncia e as duas
vizinhas é o comprimento de onda A da luz. Da mesma maneira, as
circunferéncias com centro em E representam a luz que passa pela
fenda E, no mesmo instante.
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Figura 1: Representagéo ilustrativa da mon-
tagem de Young. A luz projetada na parede
anterior da caixa atravessa as duas fendas e
alcanga a parede oposta. Se a distancia d
e a largura das fendas forem macroscopicas,
uma imagem nitida sera projetada, como ilus-
trado.
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Figura 2: Arranjo experimental de Young para
pequenas distancias d, comparaveis com o
comprimento de onda da luz. A interferéncia
entre os raios que passam pela fenda da es-
querda e os que passam pela da direita muda
0 padrao da projecao na parede traseira.
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Figura 3: Simulacdo da experiéncia de
Young. As circunferéncias laranja represen-
tam ondas nascidas na fenda E, e as azuis
representam as geradas na fenda D.



Na direcdo vertical a partir do ponto médio entre as fendas, uma
ilusdo de otica faz parecer que hd um risco branco, que sobe até o
anteparo no topo da figura. H4 dois outros riscos brancos resultantes
de ilusdo: um a cerca de 30° da vertical, e o outro a cerca de —30°.
Os trés tracos ilusérios marcam as dire¢des em que as circunferéncias
laranja interceptam as azuis.

As ilusdes identificam, portanto, trés retas, ao longo das quais os
campos elétricos emitidos pelas duas fendas estdo em fase. Ao longo
delas, quando o campo das circunferéncias azuis é méximo, o das la-
ranja também é maximo. Quando o campo das circunferéncias azuis é
minimo, o das laranja também é minimo. Nos pontos onde essas retas
encontram a parede onde as ondas sdo projetadas, o vetor de Poynting
é maximo.

Entre eles, ha retas onde o campo das circunferéncias azuis estd
sempre 180° fora de fase com os das laranja. Quando o campo devido
a luz que vem de uma fenda é méximo, o devido a outra é minimo.
Os campos se cancelam. Na projecdo sobre a parede, os pontos onde
essas retas chegam ficam 100% no escuro.

Na parede de projegdo, aparece, portanto, uma sequéncia que al-
terna pontos claros e escuros, em perfeita correspondéncia com o que
se vé na figura 2. Dessa forma, Young demonstrou que o padréo de li-
nhas claras e escuras resulta da interferéncia das ondas de luz — hoje,
sabemos que sdo ondas eletromagnéticas — provenientes das duas fen-
das.

Se uma das fendas for bloqueada, a luz provird apenas da outra, e
a interferéncia desaparecerd. No modelo de particulas, é muito dificil
explicar por que o padrdo muda quando as duas fendas sdo abertas.
Ja no modelo de ondas, essa mudanga é precisamente o que se espera.

Campo na parede de projecio

A figura 3 é bem convincente, mas podemos refor¢ar a argumentagéo
de Young com um célculo explicito. E relativamente simples.

Para comecar, notamos que a dimensao vertical de cada fenda por
onde a luz entra na caixa é muito maior do que a horizontal. Pode-
mos adotar um modelo em que o comprimento vertical das fendas é
infinito. Com isso, a simetria das ondas emitidas por cada fenda é
cilindrica.

O campo elétrico ndo pode mais ser descrito pelas ondas planas que
estudamos ao discutir as equacdes de Maxwell. Nao existe mais uma
direcio especial de propagagio definida por um versor k. Podemos

ainda definir a grandeza
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que, por extensdo, ainda é chamada de vetor de onda, mas ndo podemos
definir um vetor que indique a direcdo de progagagdo da onda como
um todo.

Para visualizar k, podemos imaginar que existe um vetor de onda a
cada ponto, como ilustrado pela figura 4. O vetor de onda tem diregdo
radial e, por isso, muda a cada ponto da frente de onda. O médulo,
entretanto, é sempre o mesmo: k = 27t/ A.

Na simetria cilindrica,” o médulo do campo elétrico numa onda
eletromagnética emitida por uma fonte na origem é, aproximadamente,
dado pela expressdo

cos(kp — wt)

Ve

E(p,t) = Eg )

onde p é a distancia a que o ponto em consideracdo estd da origem,
como indicado na figura 4.

1. Campo em simetria cilindrica e conservagdo da energia

Nao hd espago, aqui, para derivar a Eq. (2), mas podemos en-
tender o denominador no lado direito com base numa analise
da energia transportada pela onda. O fluxo de energia num
ponto é proporcional ao valor médio do vetor de Poynting, que
por sua vez é proporcional & media temporal de E2(p, t). Como
o valor médio do quadrado do cosseno no lado direito da Eq. (2)
é 1/2, o fluxo médio de energia a uma distancia p da fenda é
proporcional a E}/ (kp).

Essa proporcionalidade garante a conservacdo da energia, por-
que a energia irradiada é o fluxo do vetor de Poynting sobre
uma superficie fechada que envolve a fenda. Se essa superfi-
cie for cilindrica, com raio p, sua drea A serd proporcional a
mp. Assim, o fluxo, que é igual ao o produto (S).A, do valor
médio do vetor de Poynting pela drea, serd independente de p.
Significa que a energia que flui por uma superficie a uma dada
distancia de fenda é a mesma energia que fluird a qualquer ou-
tra distancia. Em outras palavras, a energia se conserva.

De posse da Eq. (2), podemos calcular a soma dos campos que ge-
rados pelas duas fendas na experiéncia de Young. A figura 5 mostra a
geometria. Queremos calcular o campo no ponto P, sobre a parede de

Figura 4: Onda cilindrica gerada por uma
fenda infinitamente longa. A placa laranja
representa a parede onde ficam as fendas
na experiéncia de Young, e o espago vazio
no centro é uma das fendas, perpendicular
ao plano da figura. As semicircunferéncia
representam ondas, como na figura 3.
Em cada ponto da semicircunferéncia, a onda
avancga na diregcdo normal a ela. Como indi-
cado pelas setas , podemos definir um
vetor de onda em cada ponto. A diregdo do
vetor de onda muda de ponto para ponto.

' Quando a onda tem uma diregéo k bem de-
finida, como vimos ao discutir as Equacgdes
de Maxwell, 0 médulo do campo elétrico tem
a forma

E(7,t) = Ej cos (% T wt). (S1)

Nesse caso, a energia por unidade de tempo
que atravessa um plano perpendicular a ké
igual a energia por unidade de tempo que
atravessa os planos paralelos ao primeiro.

J& se a simetria for esférica, o modulo do
campo elétrico tera a forma

cos(kr — wt)

E(r,t) = Ey o

, (52)
onde a distancia r é medida a partir da fonte
de luz. Nesse caso, a energia por unidade de
tempo que atravessa uma superficie esférica
centrada na fonte é igual & energia por uni-
dade de tempo que atravessa qualquer ou-
tra superficie esférica centrada na fonte. Isso
pode ser facilmente verificado: basta notar
que o valor médio do vetor de Poynting é pro-
porcional a 1/72 e que a area das superficies
esféricas é proporcional a 2.



projecdo. Da Eq. (2), podemos ver que

cos(ka — wt) cos(kb — wt)
Vka Vkb

Como as fendas ficam muito préximas uma da outra, podemos

E(P,t) = E, +E 3

aproximar a e b nos denominadores das fra¢des no lado direito da
Eq. (3) pela distancia p (indicada na figura 5) entre o ponto P e o
ponto médio entre as fendas. As distancias 4, b e p estdo tipicamente
na ordem de 10 cm, enquanto a separagdo entre as fendas estd na or-
dem de 10um. Assim, as diferencas entre a, b e p sdo tipicamente
dez mil vezes menores do que qualquer uma delas. E, portanto, boa
aproximagao substituir v/ka e v/kb por Vkp.

As substituicdes cos(ka) — cos(kp) e cos(kb) — cos(kp) constituem,
ao contrério, més aproximagdes. Uma vez que k = 27t/ A, os produtos
ka e kb sdo ntiimeros adimensionais na ordem de 100 mil. Digamos,
por exemplo, que ka = 100000rad e kb = 100001 rad. Nessa hipotese,
cos(ka) = —0.99936, enquanto cos(kb) = —0.5700. Embora ka e kb
difiram por uma parte em cem mil, a diferenca entre cos(ka) e cos(kb)
é superior a 40% de cos(ka).

Isso acontece porque a fungdo cosseno é periddica. Ela varia entre
+1 e —1 a cada vez que seu argumento cresce de 71, quer o argumento
seja muito grande quer seja pequeno. Significa que devemos tratar os
numeradores no lado direito da Eq. (3) com muito mais precisdo do
que os denominadores, ou seja, reescrever a igualdade na forma

E(P,t) = —20 (cos(ka — wt) + cos(kb — wt)). @

Jkp

Recorremos agora a uma das férmulas da prostaférese* para sim-

plificar o lado direito. Com ajuda da Eq. (P3), encontramos que

E(P,t) = 2i cos (kﬂ — wt) cos (kJ) (5)

a [—
Vkp 2 2
O vetor de Poynting correspondente, S = E?/(oc), assume a ex-
pressao

E3 a+b a—b
— 420 52 — 2
S(P,t) = 4kp cos (k 5 wt) cos (k 3 ) (6)

Um observador atento a iluminagdo do ponto P vera a média tem-
poral do vetor de Poynting. Na média, a fung¢do trigonométrica que
depende do tempo no lado direito da Eq. (6) vale 1/2. Assim, pode-
mos ver que

2 _
(S(P)) = 252 cos? (k”Tb) )
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Figura 5: Distancias e angulo na experiéncia
de Young. Por clareza, a distancia d foi ex-
pandida no desenho. Na realidade, d é muito
menor do que as outras distancias na ilustra-
cao.

2 As quatro expressdes da prostaférese, que

transformam somas e diferengas de fungdes

trigonométricas em produtos, sédo
ptq

senp+senqg = ZSen(T)cos<p q),

senpfsenq:ZSen(p;q)cos<p+q ,

Ccosp +cosq = 2c0s<p;rq> cos<¥>

e

cos p — cosq = —2sen( 4
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Para seguir adiante, precisamos encontrar a diferenca a —b. A
distancia a, entre a fenda E e o ponto P, é dada pela lei dos cosse-
nos, aplicada ao tridngulo EPO na figura 5. O angulo oposto a a é
m—(m/2—0) = /24 6. Dado que cos(7t/2+0) = —sen®, a lei dos
cossenos assume a forma

d\? d
2_ 2, (4 a
a=p +(2) +2pzsen9, 8)
ou seja,
42
@’ =p*+ 4 tpdsent. )

Da mesma maneira, a lei dos cossenos aplicada ao tridngulo PDO
mostra que

2
b =p*+ dz — pdsen@. (10)
Podemos agora subtrair as Egs. (9) e (10), para ver que
a2 — b= 2pd sen 6. (11)

O lado esquerdo pode ser fatorado em (a —b)(a +b). Asomaa+b
é aproximadamente igual 2p, pois a = p e b = p. Com isso, a Eq. (11)

se reduz a
a—b=dsenb, (12)
e a Eq. (7) assume a forma
(S(P)) = ZE—(Z) cosz(ké senf). (13)
kp 2

A Eq. (13) identifica os 4ngulos 6 em que ocorrem as faixas lumi-
nosas na figura 2. A figura 6 mostra a alternancia entre maximos e
minimos luminosos para duas razdes d/A. H4 nitida distin¢do entre
faixas claras e escuras no painel superior, d = 5A.

No painel inferior, com d = 104, a rdpida sucessdo de picos e vales
perto de 8 = 0 torna os maximos menos visiveis nessa regido. Para
d/A crescente, o padrdo de iluminagdo na parede de projecdo evolui
em diregdo ao que é representado na figura 1.

Caminho 6tico

Da algebra na secdo Campo na parede de projecio, podemos extrair al-
guns ensinamentos. Para encontrar o padrdo de projecdo, a fungdo
trigonométrica no numerador da Eq. (2) é muito mais importante do
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Figura 6: Intensidade da iluminagao pela ra-
diagao proveniente das duas fendas na expe-
riéncia de Young em fungdo do angulo 6 na
figura 5. No painel de cima, a distancia en-
tre as fendas é 51, e os maximos podem ser
claramente identificados. No painel de baixo,
comd = 10A, a separagado entre os maximos
é bem menor, e as regides claras e escuras
projetadas na parede comeg¢am a se misturar.



que a raiz quadrada no denominador. A raiz quadrada é responsavel
pelo decaimento gradual da intensidade luminosa & medida que |x/L|
cresce nas abscissas dos dois gréficos na figura 6, enquanto a funcao
cosseno responde pelas oscila¢des nas duas curvas.

Como, em geral, o decaimento gradual desperta pouco interesse,
podemos adotar um procedimento mais simples para identificar os
pontos onde ha interferéncia construtiva ou destrutiva. Tomaremos a
experiéncia de Young como exemplo inicial, mas o procedimento néo
estd, de forma alguma, restrito a interferéncia de raios provenientes de
duas fendas. Poderemos recorrer a eles sempre que as distancias entre
as fontes de luz e a tela de proje¢ao forem todas muito maiores do que
o comprimento de onda da radiagéo.

Definigdo do problema

Em linhas gerais, o problema que nos interessa envolve dois ou mais
raios de luz que convergem para um mesmo ponto. Queremos saber
se eles interferirdo construtiva ou destrutivamente. Os raios devem
provir de uma mesma fonte, mas nem sempre se pode acompanhé-los
desde a origem até o ponto de convergéncia. Na experiéncia de Young,
por exemplo, os raios provinham do Sol, mas o cientista centrou sua
aten¢do no comportamento da luz entre as duas fendas e a tela.

De uma forma ou de outra, poderemos identificar um ou mais pon-
tos de partida (as fendas, na figura 2) e um ponto de chegada (um
ponto sobre a tela de projecdo, na mesma figura). Se houver mais de
um ponto de partida, as ondas devem estar fase nesses pontos inici-
ais. Para identificar a interferéncia no ponto de chegada, precisamos
encontrar as fases dos raios que se encontram apds seguir caminhos
diferentes. Se eles estiverem em fase, a interferéncia sera construtiva.
Se estiverem fora de fase, havera interferéncia destrutiva, que pode ser
parcial ou totalmente destrutiva.

2. Pontos sobre uma mesma frente de onda sdo equivalentes

O F

Figura 2.1
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Quando dois raios de luz sdo paralelos, podemos visualizar
frentes de ondas perpendiculares a direcdo de propagacdo,
como indicado pela linha pontilhada na figura 1. Dois pontos
que estejam sobre uma mesma frente de onda, como os pontos
P, e P, na figura, tétm a mesma fase. Para mostrar que eles sao
equivalentes, podemos posicionar uma lente convergente adi-
ante. O tempo que a luz gasta para ir de P, ao ponto focal F é
igual ao tempo que ela gasta para ir de P, a F. Assim, os cam-
pos elétricos em P, e P, interferirdo construtivamente em F.
Para discussdo de interferéncia, portanto, tudo se passa como
se P, e P, fossem um s6 ponto.

Para determinar a fase de um raio de luz no ponto de convergéncia,
devemos determinar o tempo que ele leva para ir do ponto de partida
ao ponto de chegada. A fase é o argumento da fungdo trigonométrica
que descreve o campo elétrico. Na Eq. (2), por exemplo, a fase é kp —
wt. Uma vez que os raios que interferem tém a mesma fase no ponto
de partida e estdao na mesma posicdo na chegada, as diferencas de fase
sdo determinadas pelos tempos de transito.

Para cada raio, portanto, devemos determinar o tempo de transito,
isto é, o tempo necessdrio para o raio correr do ponto de partida ao de
chegada. A figura 7 mostra, esquematicamente, o procedimento que
determina o tempo At ;5.

Na ilustracdo, um raio de luz percorre o caminho representado pe-
los segmentos de reta. Parte do caminho é percorrido no ar, cujo indice
de refracdo é, aproximadamente, unitdrio. No restante, a luz avanca
num meio com indice de refragéo n.

No ar, a velocidade da luz é, aproximadamente, c. Assim o tempo
necessdrio para percorrer uma distancia Ax é Ax/c. No meio com
indice n, a velocidade é c/n, e o tempo para avangar Ax é nAx/c. O
tempo necessario para percorrer os trés trechos na figura 7 é, portanto,

dy

Cc

dZ
C

dy

(14)

Como os tempos sdo muito curtos, é mais pratico multiplicar a
Eq. (14) por c e definir o comprimento do caminho 6tico

Al p = cAt yp = dy + nd, +dj. (15)

Para abreviar, é costume dizer “caminho 6tico” em lugar de “compri-
mento do caminho 6tico”.

Para comparar as fases de dois ou mais feixes de luz, devemos cal-
cular o comprimento do caminho 6tico de cada um e comparar os re-
sultados. Se eles forem iguais, a interferéncia serd construtiva. Se eles

o
oty

Figura 7: Célculo do tempo necessario para
um dado raio de luz correr de um ponto A a
outro, B ao longo de um trajeto pré-definido.
Na regido branca, o indice de refragéo € uni-
tario. Na regiao , 0 indice de refragdo é
n.




forem distintos, a interferéncia ainda poderd ser construtiva, desde
que os tempos de percurso difiram por nimeros inteiros de periodos
T da oscilagdo luminosa.

Alternativamente, podemos dizer que a interferéncia pode ser cons-
trutiva, desde que os caminhos 6ticos sejam iguais ou difiram por
multiplos inteiros de ¢T. E, uma vez que T = 27t/w, o produto cT
é 0 mesmo que 27t/ (w/c), ou seja ¢cT = 27t/k. Aqui, k é o vetor de
onda da luz no vécuo, onde a velocidade é c. Assim, ¢cT = A, onde A
é o comprimento de no vacuo. A interferéncia é construtiva quando
os caminhos 6ticos diferem por ntimeros inteiros de comprimentos de
onda no vacuo. Vejamos alguns exemplos.

Caminhos 6ticos na experiéncia de Young.

Comecamos com a experiéncia de Young. Queremos encontrar os pon-
tos sobre a parede de projecdo onde a interferéncia serd construtiva.
Na secdo Camnpo na parede de projecio, consideramos um ponto qualquer
sobre a parede e somamos os campos devidos as radia¢des provindas
das duas fontes.

Aqui, adotaremos outra estratégia. Vamos focalizar nossa atengdo
sobre os pontos onde hd interferéncia construtiva. Explicitamente, va-
mos considerar um ponto P onde a interferéncia é construtiva e deter-
minar o dngulo 6 entre a normal & parede e os raios de luz que partem
das fendas e chegam em P. A figura 8 mostra a geometria.

Os pontos D e D' no painel de baixo da figura estdo sobre uma
mesma frente de onda e sdo, portanto, oticamente equivalentes. Para
que haja interferéncia construtiva entre a luz que vai da fenda E até o
ponto P e a luz que vai da fenda D até P, é necessario que a diferenca
entre os dois caminhos 6ticos seja um ntimero inteiro de comprimentos
de onda. Como D é equivalente a D’, e como a propagagéo é sempre
no ar, a diferenca entre os caminhos 6ticos é a distancia de E até D’.
No painel de baixo, podemos ver que essa distancia é o cateto oposto
ao angulo 6 no tridangulo retangulo cuja hipotenusa é d.

Assim, para que a interferéncia seja construtiva, é necessario e sufi-
ciente que 6 = 6,, (m = 0,£1,%2,...), onde

dsenf,, = mA. (16)
Recuperamos, assim, a conclusdo que extraimos da Eq. (13). Como

se v@, é muito mais fécil trabalhar com o conceito de caminho 6tico do
que somar campos elétricos.
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Figura 8: Caminhos 6ticos na experiéncia de
Young. O painel superior mostra a regido proé-
xima a parede onde estéo as duas fendas. As
linhas azuis mostram frentes de onda planas
perpendiculares a diregdo 0 de propagagao.
Por hipétese, os campos emitidos na diregao
0 interferirdo construtivamente na parede de
projegdo, num ponto P. A distancia entre uma
frente e a proxima é o comprimento de onda
A. O painel inferior mostra o ponto P. Para
facilitar a visualizagdo, a distancia entre as
paredes (que tipicamente é mais de dez mil
vezes maior do que a separagao entre as fen-
das) foi comprimida. Diferente do que a ilus-
tragdo sugere, na experiéncia os raios de luz
EP e DP séo quase paralelos.
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Rede de difragdo

Como segundo exemplo, vamos considerar uma rede de difracio. Esse
dispositivo é constituido por uma superficie plana, tipicamente um
quadrado com alguns centimetros de lado, sobre a qual sdo riscados
tragos paralelos separados por uma distancia uniforme d, de alguns
micrometros. Os tragos sdo espelhados,3 para refletir a luz que sobre
eles incide.

A figura 9 mostra, esquematicamente, uma rede de difracdo (painel
superior) e dois raios por ela difratados, isto é, refletidos em dire¢des
nas quais a interferéncia é construtiva. Para identificar essas dire¢oes,
podemos seguir o procedimento da se¢do Caminhos oticos na experiéncia
de Young. Cada trago é uma fonte de luz, assim como as fendas da
experiéncia de Young.

Consideraremos aqui, apenas, a incidéncia normal. Se examinar-
mos dois tracos vizinhos, teremos um problema andlogo ao de Young,
com a geometria da figura 8. As dire¢des em que hd interferéncia cons-
trutiva sdo novamente dadas pela Eq. (16). Vale para qualquer par de
tragos e, portanto, vale para o conjunto.

Ha4, entrentanto, uma distin¢do entre uma rede de difragdo, com
milhares de tragos, e o par de fendas na experiéncia de Young. Na
montagem de Young, como a figura 6 mostra, a intensidade oscila
entre maximos e minimos. As linhas claras projetadas por uma rede
de difragdo sdo muito mais nitidas. Os méximos ficam nos angulos 0,,,
dados pela Eq. (16), mas a intensidade decai rapidamente para zero
quando 6 aumenta ou diminui a partir de um desses 6,, e somente
volta a crescer quando 6 é praticamente igual ao angulo do préximo
maximo.

Isso acontece porque a separagdo entre dois tragos na rede de di-
fracdo ndo é unicamente d. Dado um trago, os dois vizinhos estdo a
distancia d, mas os préximos estdo a distancia 24; em seguida vém
tracos a 3d de distancia, e assim sucessivamente. Esses tragos mais
distantes geram campos que interferem destrutivamente para angulos
6 # 6,. Mesmo que a diferenca entre 6 e o 6,, mais préximo seja
pequena, a soma dos multiplos campos produz interferéncia quase to-
talmente destrutiva.

Gragas a essa propriedade, as redes de difracdo sdo muito conveni-
entes para separar as componentes de um feixe luminoso que mistura
varios comprimentos de onda. Ha intimeras aplica¢des. Por exemplo,
a separagdo dos comprimentos de onda na luz que provém de uma
estrela permite identificar os elementos quimicos presentes na estrela.
Gragcas a essa técnica, soube-se que havia hélio no Sol muito antes do

3 Alternativamente, a rede pode ser formada
por fendas paralelas, na mesma geometria.
Nesse caso, a luz tem de atravessar a rede
€

d—

Figura 9: Rede de difragado. O painel de cima
é um desenho esquemadtico de uma rede.
Os tragos espelhados sdo dispostos paralela-
mente, a uma distancia fixa d, algumas vezes
maior do que o comprimento de onda da luz.
O painel de baixo mostra um raio de luz que
incide normalmente sobre a rede e é difra-
tado numa direg&o que forma angulo 8 com a
normal a rede. Cada ponto verde representa
um dos tragos no painel de cima, agora visto
na diregao longitudinal. Como na experiéncia
de Young, a interferéncia pode ser construtiva
em diversas diregoes.



elemento ser encontrado na Terra.

Laminas transparentes

Nosso terceiro exemplo é a lamina fina e transparente desenhada na
figura 10. Um raio de luz alcanga a lamina no ponto de entrada E. O
raio forma dngulo « com a normal a superficie. Parte dele é refletida
de volta para o ar. O restante é refratado para dentro da lamina e
alcanga o fundo da lamina no ponto R. Nova reflexdo parcial conduz
a luz para o ponto de saida S. Em S, uma fracdo da luz é refletida
de volta para dentro da ldmina, enquanto a fracdo restante é refratada
para o ar.

A luz que é refletida para dentro da lamina sofre novas reflexdes e
refracdes. Nao precisaremos analisar essa sequéncia, porque ela repro-
duz, maltiplas vezes, a geometria da figura.

Os raio refletido em E e o raio refratado em S sdo paralelos. Que-
remos encontrar o angulo « que resulta em interferéncia construtiva.
Para isso, precisamos encontrar a fase do primeiro no ponto F e a do
segundo no ponto S. Como F e S estdo na mesma frente de onda,
representada pela linha tracejada na figura, a diferenca entre as duas
fases nos dira se hé interferéncia construtiva.

O ponto de partida é E, onde os dois raios estdao juntos. Queremos,
portanto, encontrar o caminho 6tico /., de E a F, e o caminho 6tico
lrs, entre E e S via reflexdo em R.

Comprimento {rp . Entre E e F, a luz corre no ar. O comprimento do
caminho 6tico, portanto, é simplesmente a distancia entre um ponto e
o outro. Para encontrar a distancia, aplicamos trigonometria ao trian-
gulo retangulo EFS. Como mostra a figura, o segmento EF é o cateto
adjacente ao angulo 7r/2 —a. Como a hipotenusa é 2d tan 8, conclui-
mos que

lpp = 2dtan fsena. (17)

A lei da refragdo, sena = nsen f§ permite eliminar a varidvel « do
lado direito:

lrr = 2ndtan Bsen 5, (18)
ou seja,
2
. sin”
(pp = 2nd—— 5 (19)

sem considerar a contribui¢do da reflexdo para a fase da onda.
O * no lado esquerdo da Eq. (19) e a observacdo subsequente, em
cor azul, sdo necessdrios porque o campo elétrico sofre inversdo cada
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Figura 10: Lamina transparente, com faces
paralelas. O material da lamina tem indice de
refragdo n. A luz incidente forma angulo «
com a normal a superficie.
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vez que a luz, em lugar de ser refratada para o meio com indice de
refragdo n, é refletida de volta para o ar. Esse fendmeno é andlogo a
inversdo que sofre um pulso que se propaga em uma corda quando
alcanca a parede onde a corda estd presa.

Nas vibragdes mecanicas, had inversdo quando o pulso alcanga um
meio mais denso do que a corda em que se propaga. Com as ele-
tromagnéticas, acontece uma mudanga semelhante: o campo elétrico
se inverte quando a onda é refletida por um meio menos denso. As-
sim, a reflexdo no ponto R na figura 10 ndo provoca inversao de fase,
enquanto a reflexdo no ponto E forga o campo a mudar de sinal.

Uma inversdo de sinal é o que acontece com uma onda, num ponto
fixo, quando decorre um intervalo de tempo At = T/2. A reflexdo no
ponto E, portanto, aumenta o caminho 6tico de cAt = ¢T /2. Como
cT é um comprimento de onda no vécuo, a reflexdo no ponto R incre-
menta o caminho 6tico de A/2. O preco de remover o * da Eq. (19) é,
portanto, adicionar A/2 ao lado direito:
sin A

cos B + > (20)

gEF - an

Comprimento £ Entre E e S, a luz percorre o meio transparente. O
caminho 6tico /¢ €, portanto, n vezes a distancia percorrida, que é o
dobro da distancia entre o ponto de entrada E e o de reflexdao R. A
figura mostra que esta titima distancia é d/ cos B. Tudo considerado,
encontramos

d
EES =2n COSIB, (21)

A diferenca entre os caminhos 6ticos, portanto, é

2nd A
- = (1 — sin? _Z
lps — lgp = (1 —sin” B) cosp 2 (22)
ou, ap6s simplificarmos o lado direito,
A
gEsngF :anCOS‘Bf E (23)

Para que a interferéncia seja construtiva, a diferenca entre os cami-
nhos deve ser um muiltiplo inteiro de A. No caso, os dois termos do
lado direito sdo positivos. No primeiro termo, § é o angulo de refra-
¢do, que tem um limite superior dentro do primeiro quadrante: de
acordo com a lei da refragdo, sen 8 tem de ser menor ou igual a 1/n.
Assim, cos 8 > 0. Fisicamente, primeiro termo no lado direito é po-
sitivo porque a luz tem de andar mais e avanga mais devagar dentro
da lamina do que fora dela. E o segundo termo, proporcional a A, é
claramente positivo.



Encontramos, portanto, a condi¢do para interferéncia construtiva:

2ndcos B = (m+ %)A (m=1,2,...), (24)

Essa equagdo determina os angulos 8. De posse deles, é facil apli-
car a lei da refragdo para encontrar os dngulos de incidéncia « que
provocam interferéncia construtiva.

Se, em lugar de ter a forma especificada pela Eq. (24), o produto
2nd cos B for um multiplo inteiro de A, a interferéncia serd totalmente
destrutiva. Quando a lamina é iluminada com luz branca, a interfe-
réncia causa dispersado das cores, e a lamina fica com aspecto furta-cor.
Bolhas de sabdo, filmes de 6leo flutuando sobre a dgua e as asas de
alguns insetos sdo exemplos.

A origem do principio de Fermat

A proporcionalidade entre o (comprimento do) caminho 6tico e o
tempo necessario para a luz percorrer o trecho em questdo sugere que
o principio de Fermat esteja, de alguma forma, associado com interfe-
réncias. Estamos agora preparados para entender essa associagdo.

A figura 11 examina a situagdo mais simples: a propagacdo de um
raio de luz, no vacuo, de um ponto A até outro B. H& uma infini-
dade de caminhos que a luz poderia seguir entre a origem e o destino.
Alguns exemplos aparecem na figura. Como a propagagdo ocorre no
espago vazio, o caminho 6tico associado a cada um desses caminhos é
a distancia de A até B ao longo desse percurso.

Considerados os percursos na figura na ordem descendente, pode-
mos ver que o primeiro caminho 6tico é maior que o segundo, que,
por sua vez, é maior que o terceiro e assim sucessivamente, até o per-
curso horizontal. Daf para a frente, o caminho 6tico volta a crescer, até
o ultimo.

Disso, podemos concluir que a interferéncia entre os raios de luz
que seguissem os primeiros caminhos seria destrutiva, assim como a
interferéncia entre os raios que seguissem os ultimos. Entretanto, os
caminhos 6ticos perto do percurso horizontal tém comprimento pra-
ticamente igual ao do percurso horizontal. Sabemos disso porque o
caminho 6tico é o mais curto. Em outras palavras, seu tamanho é mi-
nimo e isso significa que os percursos vizinhos terdo praticamente o
mesmo tamanho.

Por isso, a interferéncia entre raios de luz que correm diretamente
ou quase diretamente de A até B serd construtiva. Caminhos que di-
firam da distancia de A até B medida ao longo da linha reta por um
niimero inteiro de comprimentos de onda também gerarédo interferén-
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Figura 11: Alguns caminhos que a luz pode
seguir para ir de um ponto A até outro B.

Figura 12: A interferéncia entre raios de luz
que percorrem caminhos vizinhos é destru-
tiva, exceto para o segmento retilineo A — B,
que minimiza o caminho ético.
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cia construtiva. Se a distancia entre A e B for muito maior do que A,
estes tltimos caminhos se confundirdo com a linha reta que une A até
B, como mostra a figura 12. Um observador que acompanhe a trajeto-
ria luminosa nessas circunstancias concluird que a luz se propaga em
linha reta.

Dessa discussdo, poderfamos concluir que, nas condigdes em que
vale a ética geométrica (distancias muito maiores do que o compri-
mento de onda) o que se observa é o percurso que minimiza o caminho
6tico, ou seja, que minimiza o tempo de transito da luz. Chegarfamos,
assim, ao enunciado do principio de Fermat.

Essa conclusdo é um pouco precipitada, porém, porque ndo preci-
samos exigir que o percurso minimizasse o caminho 6tico. Basta que o
comprimento do caminho 6tico ao longo de um caminho seja aproxi-
madamente igual ao comprimento dos caminhos 6ticos em percursos
vizinhos. Para isso, o caminho 6tico nédo precisa ser minimo; basta que
ele seja um extremo: minimo, méximo ou ponto de inflexdo. O enunci-
ado mais preciso do principio de Fermat é que, na 6tica geométrica, a
luz escolhe uma trajetéria tal que o tempo de transito seja um extremo.

Nossa discussdo dos espelhos esféricos (ou das lentes) fornece um
exemplo ilustrativo. Para facilitar a discussdo, vale a pena mostrar
aqui a figura 13, que define as distancias a, entre a fonte de luz e o
ponto M, onde a radiagdo toca o espelho, e b, entre o ponto M e o
ponto B, onde se forma a imagem.

Nossa discussao do espelho concavo no capitulo sobre 6tica geomé-
trica mostrou que as distancias a e b podem ser facilmente encontradas
por triangulagdo. A lei dos cossenos mostra que

a> = R* 4 (p— R)?> +2(p — R)Rcos¥, (25)
onde p é a distancia entre A e o espelho, e
b* = R2 4+ (R — g)*> —2(R — q)Rcos ¥, (26)

onde q é a distancia entre B e o espelho.

A distancia a + b é o caminho 6tico do percurso AMB. Vejamos
como essa distancia varia com o angulo 6. Em outras palavras, para
explorar o principio de Fermat, vamos variar o pardmetro 6 para variar
a trajetéria que a luz percorre. Queremos saber como o caminho 6tico
varia quando 6 aumenta ou diminui.

Para tornar a discussdo mais especifica, vamos fixar a distancia p e
mostrar o caminho 6tico em func¢ao do angulo 0 para vérios valores de
q.

A figura 14 mostra graficos do caminho 6tico entre A e B em funcéo
do angulo 6 para um espelho concavo com raio R = 2m. A fonte de

A

Figura 13: Distancias percorrida pela luz para
ir de uma fonte A sobre o eixo dtico de um es-
pelho concavo até o ponto B, onde se forma a
imagem. O comprimento ético da trajetéria é
parametrizado pelo angulo 6 entre o raio que
vai do centro O do espelho até o ponto onde
a luz é refletida.
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Figura 14: Caminho ético para raio de luz que
sai do ponto A na figura 13, é refletido pelo
espelho no ponto M e incide sobre o eixo
ético do espelho no ponto B. A distancia p,
entre A e o ponto onde o eixo 6tico cruza o
espelho, é fixa. Cada curva mostra o caminho
6tico em fungéo de 6 para a distancia g indi-
cada, onde g é a distancia entre o ponto B e 0
espelho. Todas as distancias sdo expressas
em metros.



luz estd a distancia fixa p = 2m do espelho. Nessas condi¢des, a fonte
de luz estd no centro O do espelho. A imagem se forma no mesmo
ponto, com g = 2m, portanto.

Cada grafico na figura corresponde a um valor de g, entre g = 1m
e g = 3m. Em todos os casos, o comprimento 6tico passa por um
extremo em 0 = 0: por um maximo para g = Im 2 g4 = 1.5m e um
minimo para g = 2.5me g = 3m. O extremo em § = 0 indica que a luz
se dirige para o espelho ao longo do eixo 6tico e é refletida ao longo
do mesmo eixo. Essa é a solugdo trivial, que encontramos quando
discutimos espelhos e lentes. E interessante notar que ela nem sempre
minimiza o caminho 6tico. Do ponto de vista fisico, porém, a solugao
f = 0 desperta pouco interesse.

A curva mais importante na figura 14 é a verde. Com q = 2m,
o caminho 6tico se torna independente de 0. Essa independéncia in-
dica, segundo a versdo mais precisa do principio de Fermat, que nessa
posicdo se forma uma imagem real.

Com o que sabemos agora, podemos ver que hd interferéncia cons-
trutiva no ponto 4. Todos os raios que saem de A e sdo refletidos no
espelho levam o mesmo tempo para chegar ao ponto que esté a distan-
cia 4 = 2m do espelho. A interferéncia entre todos eles é construtiva e
da origem a imagem real. O principio de Fermat consegue identificar
essa interferéncia porque ela acontece no dominio da 6tica geométrica.
Nem por isso, porém, a imagem real deixa de ser um belo exemplo de
interferéncia construtiva.

Difragao

A experiéncia de Young, como vimos na figura 2, combinou feixes de
luz provenientes de duas fendas para exibir na tela oposta um padrao
de que a dtica geométrica ndo podia explicar. Veremos agora que uma
abertura s6 jd é suficiente para mostrar efeitos de difracio, isto é, raios
de luz que se desviam da trajetéria retilinea prevista pela 6tica ge-
ométricat A difragdo aparece naturalmente, em certas situagdes. As
estrelas parecem ter pontas porque a luz é difratada ao passar por nos-
sas pupilas. Ao amanhecer ou no final da tarde, muitas vezes vemos o
circulo laranja do Sofrequentemente, um circulo laranja, mas, quando
ele estd alto no céu, quem olha diretamente para o disco vé raias lu-
minosas; essas raias sdo, também, raios difratados pela pupila. A luz
de um ponteiro laser é difratada por particulas de poeira no ar, que
fazem o feixe de luz faiscar no escuro.

Experimentalmente, a difragdo foi extensivamente estudada na pri-
meira metade do século XIX, bem antes de Maxwell mostrar que a luz
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* E de se imaginar que Young conhecesse es-
ses efeitos. Entretanto, ele percebeu que a
experiéncia com duas fendas é mais convin-
cente para mostrar que a luz € uma onda:
como ja vimos, a interferéncia entre dois raios
reduz a intensidade da luz projetada em cer-
tos pontos da parede oposta, o0 que ndo tem
explicagdo no modelo de particulas.
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é uma onda eletromagnético. Ja se sabia, claro, que se tratava de uma
onda, e o trabalho de Young permitiu identificar o comprimento de
onda. Isso permitiu complementar o trabalho experimental com de-
senvolvimentos teéricos. Neste tltimo campo, os principais avangos
da época se deveram a dois fisicos: o aleméo Joseph von Fraunhofer
e o francés Augustin Jean Fresnel. Nossa discussdo estard restrita a
formulacdo de Fraunhofer, que descreve a luz longe da regido que da
origem a difracdo.

A figura 15 esquematiza uma montagem experimental. Um feixe
de raios luminosos paralelos incide sobre a parede frontal da caixa,
passa pela abertura e ilumina a parede do fundo. Como ilustragdo, a
figura mostra um furo redondo, mas a abertura pode ser retangular,
hexagonal ou de qualquer outra forma geométrica.

Se o didmetro da abertura na figura fosse grande, estariamos no
dominio da ética geométrica, e uma figura nitida seria projetada na
parede oposta. Essa figura luminosa seria uma imagem fiel da aber-
tura.

No entanto, se o didmetro for suficientemente pequeno — veremos
mais adiante o que isso quer dizer, mais precisamente — aparecerd
na parede uma sequéncia alternada de circunferéncias claras e escu-
ras, como indicado na figura. Se a abertura nédo for circular, figuras
de outras formas serdo projetadas, mas ainda assim regides claras se
alternardo com outras escuras. O conjunto é chamado de padrio de
difragdo.

Aproximagdo de Fraunhofer

Para descrever o padrao de difragdo, devemos calcular a intensidade
da luz na parede projecdo da caixa na figura 15. Para simplificar, va-
mos considerar incidéncia normal da luz sobre a abertura. Trabalha-
remos novamente com o principio de Huygens. Em outras palavras,
vamos tomar cada ponto na abertura iluminada como uma fonte da
luz que se propaga no interior da caixa.

Quando distancia L entre as paredes da caixa é grande e a abertura,
pequena, é boa aproximacdo considerar uniforme o campo elétrico na
abertura. Vamos chamar esse campo de E,. De cada ponto na abertura
parte uma onda esférica.

Como explicado no quadro 1, da se¢do Campo na parede de projecio, o
campo elétrico de uma onda esférica é proporcional a cos(kr — wt) / (kr)
onde k = 271/A e w = kc. Para calcular o campo num ponto P da pa-
rede de projecdo, que pode ser o mostrado na figura 16.

A figura pde em evidéncia a contribuigdo de um ponto da abertura
para o campo elétrico em P. Toma-se como referéncia um ponto no

7

Figura 15: Experiéncia de difragdo. O pa-
drao luminoso na parede do fundo depende
da abertura iluminada na parede frontal.

= P

o

Figura 16: Calculo do campo no ponto P, dis-
tante da abertura na parede frontal da caixa.
O campo recebe uma contribuicdo de cada
ponto na abertura. O vetor i indica a posigéo
de um desses pontos. O vetor Reéa posicéo
do ponto P em relagéo ao centro da abertura,
enquanto o vetor 7 é adiferenga entre os dois:
F=R—1il.




centro da abertura e adota-se um sistema cartesiano com eixos x e y
no plano da parede frontal e eixo z dirigido para dentro da caixa. A
posicdo do ponto que gera o campo € ii, e a do ponto P é R. O vetor
7 = R — il define a distancia r entre a fonte e o ponto P. O vetor R
forma angulo 6 com o eixo z.

Com essas defini¢des, 0 campo no ponto P assume a forma>

E(P) = %cos@ /A Wdzu. (27)

O lado direito da Eq. (27) soma as contribui¢des dos elemento de
drea d?u na abertura para o campo elétrico. Por isso, a integragdo cobre
toda a drea A da abertura, e 0 campo E, é dividido por A. O fator cos 6
foi introduzido por Fresnel com base numa observacdo experimental:
a difracdo se concentra na regido a frente da abertura e quase nao se vé
nenhum raio difratado em dire¢des onde 6 se aproxima de (71/2)rad.

Para efetuar a integral no lado direito da Eq. (27), precisamos rela-
cionar r com o vetor if. A figura 17 mostra o triangulo formado pelos
vetores 7, R e if. Chamamos de & o angulo oposto ao lado 7.

A lei dos cossenos nos diz que

r?> = R? + u®> — 2Ru cos a. (28)

Por hipétese, a distdncia R é muito grande em comparagdo com
u. O segundo termo a direita na Eq. (28) é, portanto, muitissimo pe-
queno em comparagio com R? e pode ser desconsiderado. Com isso,
a igualdade pode ser reescrita na forma

r> — R?> = —2Rucos . (29)
Em seguida, fatoramos o lado esquerdo, para mostrar que
(r—R)(r+R) = —2Rucos . (30)

A figura 17 mostra, por outro lado, que r ~ R. E boa aproximacao
escrever 2R no lugar de R + r no lado direito. Podemos entdo dividir
os dois lados por 2R, e resulta que

r=R—-R-i. (31)

Aqui, recorremos a figura 17 para ver que R - il = u cos a.

A Eq. (31) é arelagdo que querfamos, entre r e ii. Podemos emprega-
la para simplificar a integral no lado direito da Eq. (27). No integrando,
r aparece no numerador e no denominador. No denominador, é cor-
reto substituir » por R: da Eq. (31), podemos ver que o erro assim
cometido é menor do que u/R, que é muito pequeno.
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5 O campo elétrico € um vetor, mas no tempo
de Fraunhofer e Fresnel apenas se sabia que
a luz é uma onda. Por isso, para seguir
notacéo compativel com o conhecimento da
época, € melhor nao especificar a dire¢gao do
vetor campo elétrico na Eq. (27).

Figura 17: Tridngulo formado pelos vetores ii,
7 e R, da figura 15.
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No numerador, encontramos uma fungdo trigonométrica. Ja apren-
demos, ao discutir interferéncia, que o argumento precisa ser tratado
com mais precisdo. Assim, substituimos todo o lado direito da Eq. (31)
no lugar de r. Segue que

cos(kr — wt) = cos(kR — wt — kR - if), (32)
ou, ap6s expansdo do lado direito,

cos(kr — wt) = cos(kR — wt) cos (kR - ii) + sen(kR — wt) sen(kR - if).
(33)

O fator sen(kR - if) no segundo termo a direita na é uma fungéo
impar, que troca de sinal quando i — —ii. Para uma abertura simé-

6

trica,” como é o circulo na figura 15, a integral do segundo termo no

lado direito da Eq. (33) € zero, e a igualdade se reduz a forma

E _ .
E(P) = KOCOSG cos(klljith) /A cos(k : ﬁ')dzu. (34)

Aqui, para abreviar a expressdo, definimos o vetor
k=kR, (35)

isto é, um vetor que tem moédulo 271/A e aponta na direcio de R. E
como se, em lugar de esférica, a onda fosse plana e tivesse vetor de
onda k.

A Eq. (34) é a expressdo de Fraunhofer para o campo no ponto
P. Dada uma abertura, precisamos apenas calcular a integral no lado
direito para determinar o campo. Depois, basta quadrar o campo E(P)
para obter o vetor de Poynting e, a partir dele, encontrar a intensidade
média da luminosidade no ponto em questdo.

3. Condigoes para validade da aproximagao de Fraunhofer.

A Eq. (34) é aproximada. A principal fonte de desvio é a subs-
titui¢do de kr por kR — k- i na Eq. (32). Para avaliar o erro,
podemos multiplicar os dois lados da Eq. (31) por k e visuali-
zar o lado direito como uma expansdo em série de Taylor de
kr, até primeira ordem em ku. O erro absoluto é da ordem do
termo de segunda ordem, (ku)?, que ndo aparece na expansio.
Para estimar o erro relativo, precisamos dividir (ku)? pelo
termo de ordem zero, kR. Para garantir a validade da expressao

8 Se a abertura for assimétrica, é mais facil
lembrar que

cos(kr — wt) = Re (exp (i(kr - wt))),

(P5)

substituir o cosseno no numerador do inte-
grando na Eq. (27) pela parte real da expo-
nencial, efetuar a integral sobre a exponen-
cial e depois tomar a parte real.



de Fraunhofer, precisamos exigir que

ku)?

(kR) <1, (36)
isto &, que

ku?

= <L (37)

para qualquer u.

Para ter seguranga, devemos impor a desigualdade para o
maior valor que u pode tomar. Na abertura circular da fi-
gura 15, u é limitado pelo raio do circulo. Para outras formas,
estaremos garantidos se substituirmos u pelo didmetro D da
abertura, e R pelo comprimento L da caixa no lado esquerdo
da Eq. (37). Lembrando que k = 271/ A, chegamos dessa forma
a condicdo de Fraunhoffer

2

D
L> - (38)

Em uma situagéo tipica, L pode ser 10cm. Para luz vermelha,
com A = 700nm a condi¢do que o didmetro D deve satisfazer é

D < VLA =0.3mm. (39)

Como vemos, a abertura precisa ser muito estreita para garantir
a condicdo de Fraunhofer. Quando D ndo é tdo pequeno assim
ou quando a distancia L é menor, de tal forma que L se torne
comparavel com D, a Eq. (34) se torna imprecisa. Nessa re-
gido, o padrdo de difragdo passa a ser descrito pelo tratamento
desenvolvido por Fresnel.

Essa abordagem é descrita no livro texto, mas ndo sera dis-
cutida aqui. A aproximagdo de Fresnel leva em conta a néo-
uniformidade do campo elétrico na regido da abertura. Para
isso, divide a abertura em regides concéntricas e calcula a con-
tribui¢do de cada uma delas para o campo na tela de projegéo.

Abertura retangular

Como exemplo concreto de difragdo, vamos considerar uma abertura
retangular e empregar a expressio de Fraunhofer (34) para encontrar a
luz projetada na parede oposta. Na geometria da figura 18, o retangulo
tem lado 24 na direcdo horizontal e 2b na vertical. Convém adotar um
sistema de coordenadas com origem no centro do retdngulo, com eixo

OTICA 19

Figura 18: Difragdo por abertura retangular.
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x horizontal, y vertical e z na dire¢do normal ao plano da abertura.

Nesse sistema, o vetor R tem componentes x, y e z. Como con-
sequéncia, o vetor k definido pela Eq. (35) tem componentes k,, k, e
k.. Ja o vetor if, que define a posicdo de um ponto na abertura, tem
somente componentes x e y. Assim o produto escalar que aparece no
argumento do integrando a direita na Eq. (34) é

kil = kyuy +kyuy. (40)

Com isso, a Eq. (34) assume a forma

E kR —wt) b ra
E(P) = XO cos @ w / h/ cos (kxux + kyuy> du, du, .
—bJ-a

(41)

Para efetuar as integrais a direita, o mais simples é expandir o cos-
seno no integrando:

cos(kR — wt) (b ra
E(P) = 24 cos 6 — R /_b /_a cos (kxux) cos (kyuy) — sen(kyu,) sen(k,u, ) du, du, .
(42)

A integracdo a direita na Eq. (42) é relativamente simples, porque a
expansdo que acabamos de efetuar transformou a integral dupla em
uma soma de produtos de integrais simples. Além disso, cada integral
sobre fungdo seno é zero, porque a fungdo seno é impar e os intervalos
de integracdo sdo simétricos. A integral sobre x, por exemplo, vai
de —a a a, e resulta que ffﬂ sen(k,u,)du, = 0. Sobram apenas as
integrais dos cossenos:

E, cos(kR — wt) [® b
E(P) = -2 cosf) ————2 / cos (kxux) du, ./—b cos (kyuy) duy, .

A kR —a
43)
As duas integrais no lado direito sdo facilmente efetuadas, e encon-
tramos que
K cos(kR — wt) sin(k,a) sin(k,b)
E(P) = 4? cos @ R p o (44)

X X

Uma vez que a drea da abertura é A = 4ab, o fator 4 a direita pode ser
eliminado, e a Eq. (44) assume a forma

cos(kR — wt) in (kya) sin (k,b)

kR koa kb 45)

E(P) = E; cosf

Estamos interessados na radiagdo luminosa que é vista na parede
de projegdo. Devemos, portanto, calcular o valor médio do vetor de
Poynting S, que é proporcional a E2(P):



@2 E—%cosze cos?(kR — wt) sin(sz) sin(kyb) 2'

HoC k?R? k.a kyb

(46)

A média temporal do fator cos?(kR — wt) é 1/2. A intensidade
média da luz que alcanga a parede de projegdo pode, portanto, ser
escrita na forma

cos2 6 sinz(kya) sinz(kyb)

I(P) = I K2R2  (k,a)? (kyb)z ’ (47)

onde I, = E2(0)/(2u,c) depende apenas da intensidade da luz inci-
dente sobre a abertura.

A figura 19 mostra o perfil da luminosidade na reta horizontal di-
retamente oposta ao centro da abertura. A componente k, do vetor k
é proporcional a distancia entre o ponto de observagdo e o ponto di-
retamente oposto ao centro da abertura. O gréfico mostra que hd uma
mancha luminosa na regido central. A direita e a esquerda da mancha,
ha pontos escuros, em k,a = +7. Em seguida, a intensidade volta a
crescer, mas novos pontos escuros aparecem em k,a = £27, e assim
continua.

Na direcdo vertical, o comportamento é semelhante. Combinadas
as duas diregdes, forma-se um padrdo com um retangulo luminoso no
centro e retingulos mais escuros em volta, como mostra o exemplo na
figura 20.

A abertura correspondente, desenhada no painel inferior da figura,
é mais larga do que alta. O padrdo de difragdo, ao contrario, é consti-
tuido por retangulos luminosos mais altos do que largos.

Essa inversdo é caracteristica fisica da propagacdo ondulatéria: quanto
mais estreita for a abertura, maiores serdo os angulos de difracdo. Ma-
tematicamente, essa caracteristica tem origem nos fatores k,a e k,b nos
argumentos dos senos a direita na Eq. (47). Para um dado 4, o primeiro
zero no grafico da figura 19 ocorre em k, = =£7/a; quanto maior for
a, mais longe da origem estard esse primeiro zero, e mais largo serd o
pico central. Na figura 20, como a > b, a largura do retdngulo central
(proporcional a 7t/a) é maior do que a altura (proporcional a 77/b).

Abertura circular

Para uma abertura circular, a geometria é a da figura 21 (que é uma
copia da figura 16). O sistema de coordenadas é posicionado no cen-
tro da abertura e tem, novamente, eixo z perpendicular ao plano da

OTICA 21

Figura 19: Intensidade da iluminagéo na pa-

rede de projecdo na linha horizontal direta-
mente em frente a abertura.
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Figura 20: Painel superior: padrdo de di-
fragdo produzido pela abertura retangular no
painel inferior. As dimensdes da abertura sdo
2a = 0.15mm e 2b = 0.1 mm.
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Figura 21: Difragdo por abertura circular
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abertura. O eixo x ¢ paralelo a projegdo do vetor R, e o eixo y, perpen-
dicular a ela. Dado o angulo # entre o eixo z e o vetor R, este dltimo
tem a forma

R = R(senf £ + cos 0 2). (48)

Ja o vetor ii, que vai da origem até um ponto qualquer na abertura,
tem médulo u e forma angulo ¢ com o eixo x. Aqui o médulo pode
variar entre u = 0 e u = p, onde p é o raio da abertura, e o angulo pode
variar entre ¢ = 0 e ¢ = 271. Podemos, portanto, escrever a expressao

il =ucos@f+usengi. (49)

Como na Eq. (35), definimos o vetor k, com médulo k = 271/A e
direcao paralela ao vetor R, isto &,

- 2
k= Tn(senf)a?—i—cos()ﬁ). (50)

Com isso, a Eq. (34) assume a forma

E - p (2
E(P) = XOCOSG W/ / cos(kxu cos go) de udu, (51)
0 Jo

onde k, = 27” cos f é a componente x do lado direito da Eq. (50).

A integral sobre o angulo ¢ no lado direito da Eq. (51) define uma
fungao especial: a funcédo de Bessel de ordem zero. Quando esta tiltima
é integrada resulta a fun¢do de Bessel de primeira ordem. Sem escrever
por extenso esses resultados, mostramos na figura 22 a intensidade
luminosa em fungéo de k,p.

Como no padrdo retangular da figura 20, podemos ver que o pa-
dréo se alarga em proporgdo inversa ao raio p da abertura. Isso acon-
tece porque a intensidade luminosa na figura 22 depende apenas do
produto k,p. Assim, quanto menor for o raio p, maior deverd ser a
componente horizontal da componente k, do vetor k, que por defini-
¢do é proporcional a componente horizontal do vetor de observagdo
R.

Em outras palavras, quanto menor for o raio da abertura, maior
serd a componente horizontal de R. Mais longe, portanto, aparecerao
as circunferéncias escuras que envolvem a mancha luminosa central.
Aberturas estreitas produzem efeitos de difragdo mais marcantes.

Se, ao contrdrio, a abertura for muito maior do que um compri-
mento de onda, o padrdo na figura 22 se encolherd até que o circulo
luminoso central tenha raio p e as circunferéncias escuras se acumu-
lem na circunferéncia que define a borda do circulo. Nesse limite, o
padrdo luminoso projetado na parede oposta a abertura reproduzir4,
precisamente, a geometria da abertura.
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Figura 22: Padrao de difragdo produzido por
uma abertura circular. Em fungéo da distan-
cia radial, o padrao tem comportamento se-
melhante ao da fungao na figura 19.
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