SISTEMAS LINEARES NAO HOMOGENEOS EM R

Consideremos agora o sistema:

d
(1) —x = A(t)x + F(t)
dt
sendo
i I | i Fl(t) | i a11<t> alg(t) aln(t
F: n
X = w:2 ,textbfF(t) = 2:(t> c At) = an(t) an(t) azn(t
B I F,(t) . I an1(t) apsa(t) Ay (T
F e A, continuas. i i
L1i
Como vimos, se {x1, Ta, -+ , T, }, T; = 33:2@ ¢ um conjunto L.I.
Lni

de solucoes do sistema homogéneo associado:

) ©x = Alt)x,

entao a matriz
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é uma matriz fundamental de (2)), ou seja, satisfaz a equagao
matricial:

d
—d =Ad
dt
e a solugao geral de (2)) é dada por X = ¢C,
R
C2
c=| .
sendo C uma matriz coluna de n constantes arbitrarias cq, co, - - - , ¢p,.

1. VARIACAO DOS PARAMETROS

De modo analogo ao que foi feito para equagoes de segunda or-
dem, podemos procurar solugdes do sistema nao homogéneo [I], sub-

C1
stituindo a matriz coluna constante C = 6.2 . por uma matriz
Cn
an(t) ] |
coluna dependente de ¢: U(t) = UQ:(t)
1

Substituindo X, por ®(¢#)U(t), na equacio ([T, obtemos
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Multiplicando por ® (), obtemos
U'(t) = '(t)F(t) = U(t) = [ (H)F(t)dt.

Assim, uma solucao particular do sistema ([1)) é dada por

e a solucao geral é

(3) X = O(t)C + (1) / OL()F(t) dt,

que é a férmula da variacao das constantes.

Exemplo 1. Encontre a solucao geral do sistema nao homogéneo

xz[‘23 _14]X+[632].

Em primeiro lugar vamos resolver o istema homogeneo

X' = [ 3 ] .
A equacao caracteristica é X’ +72+10 =0 A = —2 ou A = —5.
Os autovetores correspondentes sao vy = [ } ] L€ Uy = [ _12 ] :
Portanto, uma matriz fundamental é
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16—275 16—525
o) = | 1ou gn | ¢

2 -2t 1.2
-1 . §€ §€
O (1) = [ 150 15t
3 3
Uma solucao particular do sistema nao homogeneo é:

Xp:q>(t)/ L) F() di

[ 2t o2t ] [ 2,2t 1
— 3
o2t _9p—5t / ? oot 1 o5t
[ o2t Bt ] 2te2t +
— —2t 26—575 5t 1 4t dt
B o2 ool o2t _ €t+ 61&
o2 9ot _% 2 o5t 1 oAt
B 1 -
= |5, 5
i gt— %—F 6

Portanto, a solugao geral no intervalo (—oo, +00) é

—2t —5¢ 6 27 | ¢
e e C1 ot — =5 16
X = lezt _26575] [02] + [ 3t—5& %e—t ]

ot 5t 6 27 —t
_ € € 5t — &5+ 16
RO R

Suponhamos agora, que estamos interessados no problema de valor
inicial:
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d
—X = A()X +F(1

X(to) = X()

Escolhendo a solucao particular do problema nao homogeneo como

}%::¢@)ﬁn®_%@F%ﬂds,

0

e substituindo na féormula de variacao das constantes ([3)), obtemos

t
X(t) =P(t)C + CD(t)/ d(s)F(s)ds,
to
Impondo a condi¢ao inicial, teremos Xy = X(ty) = ®(¢y)C = C =
D () 'Xg e obtemos uma forma alternativa da formula de variagao
das constantes:

(4) X(t) = O(t)D(ty) ' Xy + D(t) / d !(s)F(s)ds.

to
Em particular, se ®(¢y) = I, a tnica solugao do PVI é dada por

X(t) = (t) X + () /t t d(s)F(s)ds

(5) :@mxowyw/lp%gm@ds

to

Finalmente, no caso em que A tem coeficientes constantes, vimos
que eTA = O(t)d (L) e a férmula (@) fica:
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t
X(t) = eAl0X + eAt/ e A F(s)ds

to
t

— Al-IX 4 / A F(s)ds.

to
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